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Förord. 


Föreliggande lärobok, som framgått ur de inledande 
föreläsningar hvilka jag särskilda gånger hållit vid Helsing- 
fors” Universitet, är afsedd att af de studerande genomgås 
under det första året af deras studier. 

För att så nära som möjligt anknyta framställningen 
vid de kunskaper eleverna tidigare inhemtat, genomgås i 
det första kapitlet, såsom en repetition och komplettering af 
skolkursen, ganska utförligt de elementära funktionernas 
egenskaper. En liknande karaktär har det andra kapitlet, 
som behandlar de förkortade räknesätten samt reglerna 
för uppskattning af felet vid kalkyl med approximativa 
värden. 

I det tredje kapitlet framställes den vackra teorin för 
kedjebråk, hvilken är speciellt egnad att utveckla det arit- 
metiska sinnet och därför väl försvarar sin plats i en in- 
ledning till Analysen. | 

Genom de tre första kapitlen har läsaren vunnit så att 
säga ett intuitivt underlag för det fjärde kapitlets abstrak- 
tare undersökningar om gränsvärden och serier. I det femte 
kapitlet framställas härefter grunderna af differentialkalky- 
len, jämte några enkla användningar af densamma hvilka 
ernås utan den TAYLOR'ska formeln. 

Läsaren träder ånyo i beröring med skolkursen i det 
sjette kapitlet, i hvilket begreppen längd, area och volym 
logiskt uppbyggas och särskilda beräkningar utföras i direkt 
anslutning till de uppställda definitionerna. Dessa undersök- 
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ningar utgöra tillika en viktig förberedelse för integralkal- 
kylen, hvars grundbegrepp och enklaste geometriska använd- 
ningar ganska utförligt behandlas i det sjunde kapitlet. 

En sträng framställning af den högre Analysens prin- 
ciper förutsätter med nödvändighet en på rent logisk grund 
uppbyggd teori för de irrationella talen, hvarför äfven fler- 
talet nyare läroböcker i Analys inledas af en dylik teori, 
jämte bevis för särskilda allmänna satser af förberedande 
natur. Denna ordningsföljd, som är nödvändig vid en syn- 
tetisk framställning, medför emellertid, då det gäller ett 
första införande i ämnet, ganska stora olägenheter i peda- 
gogiskt afseende, i det läsaren till en början länge nödgas 
uppehålla sig vid allmänna definitioner och satser för hvilka 
han icke ser någon omedelbar användning, och hvilka därför, 
på detta stadium, icke förmå väcka hans intresse. 

Af detta skäl har jag i föreliggande lärobok följt en 
annan uppställning. De irrationella talen hafva till en bör- 
jan antagits såsom bekanta för läsaren, men hvarje gång 
ämnets naturenliga utveckling erfordrat uppställandet af 
en sats hvars logiska begrundning förutsätter en teori för 
ifrågavarande tal, hvilket t. ex. är fallet med särskilda 
satser rörande kontinuerliga funktioners egenskaper samt 
existensen af gränsvärden. för talräckor, har denna sats 
tillsvidare postulerats utan bevis. I slutet af framställnin- 
gen gifves härefter, i det åttonde kapitlet, en sträng teori 
för de irrationella talen i anslutning till DEDEKIND, jämte 
utförliga bevis för de satser som tidigare anticiperats, och 
hvilkas vikt och betydelse nu böra klart framstå för läsaren, 
sedan han i det föregående upprepade gånger varit i till- 
fälle att använda dessa satser. 

Det nionde och sista kapitlet i läroboken innehåller teo- 
rin för de komplexa talen och deras geometriska represen- 
tation, äfvensom särskilda användningar på ekvationsläran. 
Detta kapitel bildar sålunda, jämte de efterföljande noterna 
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om lineära ekvationssystem och determinanter, en första in- 
ledning till den högre algebran, och utgör tillika en förbe- 
redelse till teorin för funktioner af ett komplext argument. 

Utgifvandet af denna lärobok har möjliggjorts genom 
ett understöd ur Universitetets fonder, för hvilket jag härmed 
får till Universitetets styrelse hembära en vördsam tack- 
sägelse. 

Det är mig likaledes en angenäm plikt att till min forne 
elev, filosofiemagistern F. IVERSEN uttala ett hjärtligt tack 
för den samvetsgrannhet och det intresse hvarmed han bi- 
stått mig vid korrekturens granskning och rättande. 

Helsingfors, den 3 oktober 1912. 


Ernst Lindelöf. 
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Första kapitlet. 


De elementära funktionerna. 


1. Funktionsbegreppet. — I de matematiska vetenska- 
perna har man oupphörligt att betrakta storheter eller kvan- 
titeter hvilka äro beroende af vissa andra kvantiteter, sålunda 
att de förras värden förändras eller variera samtidigt med 
de senares värden, men blifva fullt bestämda om dessa fixe- 
ras. Vi uttrycka detta förhållande kort i det vi säga att de 
förra kvantiteterna äro funktioner af de senare. 

Så är t. ex. kvadratens yta en funktion af dess sida, ty 
ytans storlek beror af sidans längd och är fullt bestämd om 
denna är gifven. På samma sätt äro sferens yta och volym 
funktioner af dess radie; den höjd till hvilken en kropp sti- 
ger, då den kastas lodrätt uppåt, är en funktion af dess be- 
gynnelsehastighet; o. s. v. 

Dessa funktioner bero af endast en variabel eller ett argu- 
ment, d. v. s. en kvantitet som kan variera eller antaga olika 
värden, och som måste fixeras för att funktionens värde 
skall blifva bestämdt (kvadratens sida, sferens radie, krop- 
pens begynnelsehastighet). Funktionens argument benämnes 
äfven den oberoende variabeln, i motsats hvartill funktionen 
själf kallas den beroende variabeln. 

Lika elementära exempel kunna anföras på funktioner 
hvilka bero af flere variabler eller argument. Ytan af en 
rektangel är en funktion af dess bas och dess höjd, alltså af 
två oberoende variabler; volymen af en rätvinklig parallellepi- 
ped är en funktion af tre i ett hörn sammanstötande kanter, 


2 


alltså af tre argument; den volym en gifven viktmängd gas 
intager är en funktion af trycket och temperaturen, o. s. Vv. 

De ofvan anförda funktionernas värden representeras 
af enkla analytiska uttryck eller expressioner, hvilka äro bildade 
af de oberoende variablerna samt af konstanta kvantiteter. 
Om s och >» beteckna kvadratens sida och sferens radie (eller, 
noggrannare uttryckt, dessa sträckors mätetal i förhållande 
till den antagna längdenheten), är sålunda kvadratens area 


4: TE 
=82, sferens yta =4xr?, sferens volym = Ar stighöj- 


den för en kropp, som kastas lodrätt uppåt med begynnelse- 
hastigheten v, är, om luftens motstånd negligeras, lika med Så 


där g betecknar tyngdkraftens acceleration; ytan af en rek- 
tangel med sidorna a och b är = ab; volymen af en rätvinklig 
parallellepiped med kanterna a, b,c är = abc; slutligen är, en- 
ligt MARIOTTE och GAY-LUSSAC, volymen af en gasmängd vid 


Nl t 
AT | (1 I 373) j 
då med v, betecknas den volym samma mängd gas intager 
vid trycket p, och 0 graders temperatur. 

Omvändt definierar hvarje analytiskt uttryck, som är 
bildadt af vissa variabler samt af konstanta kvantiteter, en 
funktion af dessa variabler, förutsatt att detsamma i allmänhet 
antager ett ändligt bestämdt värde för ändliga värden af 
variablerna. Exempelvis representera uttrycken 


trycket p och temperaturen t lika med uttrycket 


L 
LL 


E SEE NN 2 ö 
ER Vz+1, sin +, a” » log sin x,::: 
funktioner af variabeln x, uttrycken 

z2+y?, 3 sin (£+y), L£7, er 


funktioner af variablerna x och y, 0. s. Vv. 

För äldre tiders matematiker, och ännu för EULER, var 
begreppet funktion synonymt med begreppet analytiskt wut- 
tryck. I den högre Analysen är det emellertid af största 
vikt att från början gifva funktionsbegreppet ett tillräckligt 
vidsträckt innehåll. Det väsentliga i detta begrepp är mot- 
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svarigheten mellan funktionens värden och variabelns värden, 
hvilken precisare kan formuleras som följer: 

Till hvarje värde af variabeln — eller, om variablerna äro 
flere, till hvarje system värden af variablerna — är, enligt någon 
viss lag, tillordnadt ett bestämdt funktionsvärde. 

Lagen för denna motsvarighet eller tillordning kan de- 
finieras på en mångfald olika sätt !). Man kan exempelvis 
definiera en funktion genom att föreskrifva att densamma inom 
en viss intervall, d. v. s. för de värden af variabeln hvilka 
ligga mellan vissa föreskrifna gränser, skall till sitt värde 
öfverensstämma med ett gifvet analytiskt uttryck, inom en 
annan intervall med ett annat gifvet uttryck, o. s. v. Enligt 
denna princip definieras t. ex. den för talteorin viktiga funk- 
tionen [x], hvilken för hvarje gifvet värde x är lika med det 
största hela tal som är <zx. För 0 <x<1 har denna funk- 
tion således värdet 0, för 1 <x<L2 värdet 1, för 2 Sx<L3 
värdet 2, 0. s. v. 

Ett annat, mer kompliceradt sätt att definiera en funk- 
tion vore att föreskrifva att densamma för rationella värden 
af variabeln skall öfverensstämma med ett visst analytiskt 
uttryck, för irrationella värden af variabeln med ett annat 
uttryck. Funktionen är härigenom fullständigt definierad, ty 
mot hvarje gifvet värde af variabeln svarar ett bestämdt funk- 
tionsvärde. 

Det kan inträffa att en funktion icke är definierad för 
alla värden af variabeln utan endast inom en viss intervall. 
Så länge man rör sig inom det reella talområdet, är t. ex. 
funktionen Vx definierad endast för z> 0, funktionen log x 
för x > 0, funktionen Vz(1— 2) för 0 ZxL1. 

Man kan vidare tänka sig en funktion definierad endast 
för de argumentvärden som tillhöra en viss föreskrifven tal- 
mängd, t. ex. endast för rationella värden eller endast för 
heltaliga värden af argumentet. Ett exempel härpå ger oss 
exponentialfunktionen, a”, hvilken ursprungligen definieras 
endast för positiva heltaliga värden x, hvarefter dess defini- 


1) Det bör framhållas att de trigonometriska funktionerna ursprung- 
ligen definieras rent geometriskt, såsom förhållanden mellan vissa sträckor, 
och att man först senare för dessa funktioner erhåller analytiska uttryck, 
i form af oändliga serier eller produkter, eller kvoter af dylika uttryck. 


4. 


tion successivt utsträckes till negativa heltaliga värden x samt 
värdet x=0, till brutna värden &, till irrationella värden £x, 
och slutligen till komplexa värden zx. 

De ofvan anförda funktionerna Vx och Vx (1 — 2) gifva 
oss ännu anledning till en allmän anmärkning. Vi hafva 
i det föregående antagit att mot hvarje värde af variabeln 
(för hvilket funktionen öfverhufvud är definierad) svarar ett 
fullt bestämdt funktionsvärde. En dylik funktion säges vara 
entydigt definierad eller, kortare, entydig. Det gifves emeller- 
tid analytiska uttryck hvilka för ett gifvet argumentvärde 
kunna antaga olika värden, och hvilka sålunda definiera fler- 
tydiga eller mångtydiga funktioner. Sålunda har Vx, hvar- 
med ju menas det tal hvars kvadrat är x, tvenne olika värden, 
hvilka äro motsatta tal, och definierar följaktligen en tvåtydig 
funktion. De positiva värdena af Vx definiera för sig en 
entydig gren af denna tvåtydiga funktion, de negativa värdena 
definiera en annan entydig gren af samma funktion. En 
mångtydig funktion kan i allmänhet uppfattas såsom en 
sammanfattning af vissa entydiga funktionsgrenar. Vi åter- 
komma i det följande utförligare till dessa frågor. 


2. Klassifikation af de genom analytiska uttryck definie- 
rade funktionerna. — Dessa funktioner indelas i vissa stora 
klasser, efter arten af de räkneoperationer som erfordras för 
bildandet af deras analytiska uttryck. Vi sysselsätta oss här 
främst med funktioner af en variabel. | 

19. Den första och enklaste klassen omfattar de ratio- 
nella funktionerna, hvilka bildas af den oberoende variabeln 
samt af konstanta kvantiteter medels de fyra enkla räkne- 
sätten: addition, subtraktion, multiplikation och division. 
Dessa räknesätt, hvilka med ett gemensamt namn kallas de 
rationella operationerna, få härvid komma till användning blott 
ett ändligt antal gånger. j 

Enligt de kända reglerna för operationer med bråk, 
kan hvarje rationell funktion bringas uuder formen af en kvot 
af tvenne polynom, alltså under formen 


n—1 


n 
[0 bn mt AB) AK Ög DR ET 


, 


bog” + byen tb gg C+D 


m 


där m och » äro positiva hela tal eller noll, samt ay, +++, an, 
by, ">>>, ba konstanta kvantiteter eller, kortare, konstanter. 
Dessa sistnämnda behöfva icke hafva numeriska värden, utan 
kunna utgöras af bokstafskvantiteter eller parametrar, hvilka 
betraktas såsom konstanta, ehuru deras värden icke närmare 
preciseras, i motsats hvartill x betraktas såsom variabel. 

En underafdelning af de rationella funktionerna bilda 
polynomen eller de hela rationella funktionerna. Ett polynom, 
i hvilket koefficienterna för samtliga potenser af x försvinna, 
reducerar sig till en konstant. 

29. De analytiska uttryck, vid hvilkas bildande förutom 
rationella operationer jämväl rotutdragning kommit till an- 
vändning, definiera s. k. algebraiska funktioner. Om RB (x) är 
en godtycklig rationell funktion och n ett positivt helt tal 


> 1, definierar sålunda uttrycket VR (x) en algebraisk funk- 
tion, och detsamma gäller om hvarje uttryck som: är bildadt 


ih lat VR (2) samt konstanta kvantiteter medels rationella 
operationer. Man kan visa att hvarje sådant uttryck är rot 
till en algebraisk ekvation. Exempelvis satisfierar uttrycket 
y=VRE (2) den algebraiska ekvationen y” = HB (2). 

Allmänt förstås med en algebraisk funktion y af x hvarje 
funktion som är definierad genom en algebraisk likhet mellan x 
och y, d. v. s. en likhet som kan bringas under formen 


P (ry) =0;, 


där P är ett polynom med afseende å x och y. Denna defini- 
tion är faktiskt vidsträcktare än den ofvan angifna, ty, om 
polynomet P är af högre grad än den fjärde med afseende 
å y, är det, såsom ABEL först bevisat, i allmänhet omöjligt 
att uttrycka y såsom funktion af x endast med hjälp af ra- 
tionella operationer och rotutdragning. 

I algebran visas, såsom vi i sista kapitlet af denna bok 
skola se, att en algebraisk ekvation har lika många rötter 
som dess gradtal utvisar, hvarvid förutsättes att talsystemet 
utvidgats genom införande af de komplexa talen. Om P (x, y) 
är af andra eller af högre grad med afseende å y, svara så- 
ledes mot ett gifvet värde x i allmänhet två eller flere olika 
värden y, och y är följaktligen en flertydig funktion af z. 
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Är däremot P(x,y) af första graden med afseende å y, erhål- 
les vid upplösning af ekvationen P (zx,y) =0 variabeln y under 
formen af en rationell funktion af x. Enligt ofvanstående all- 
männa definition utgöra således de rationella funktionerna 
en underafdelning af de algebraiska funktionerna. 

39. De funktioner som äro hvarken rationella eller al- 
gebraiska, hvilkas uttryck således icke äro bildade genom ett 
ändligt antal rationella operationer och icke heller satisfiera 
någon algebraisk likhet, benämnas med ett gemensamt namn 
transcendenta funktioner. Hit höra, af de i elementarmate- 
matiken betraktade funktionerna, exponentialfunktionen, a”, 
samt dess omvända eller inversa funktion, logaritmen ; vidare 
de trigonometriska funktionerna, sin x, cos x, tang x, Ccot x, »>-, 
samt deras inversa funktioner, de s. k. cyclometriska funktio- 
nerna eller cirkelfunktionerna, arc sin x, arc cos x, arc tang x, 
are cot x£, e-. ; 

Genom sammansättning af dessa elementära transcendenta 
funktioner med hvarandra eller med rationella och algebrai- 
ska funktioner kunna vi bilda en mängd andra transcendenta 
funktioner, t. ex. 


a? , log 2-7» sin (ax + b), are tang V1—x?, x7, >: 


I den högre Analysen införas flere nya slag af transcen- 
denta funktioner med intressanta egenskaper. Dessa funk- 
tioner definieras medels oändliga serier eller produkter, 
bestämda integraler, differentialekvationer, o. s. v. 

Det ofvan sagda gäller i hufvudsak äfven för funktio- 
ner af flere variabler. Dock bör anmärkas att dessa funk- 
tioner kunna vara af olika karaktär med afseende å olika 
variabler. Exempelvis är funktionen x V1 — y? rationell med 
afseende å x men algebraisk med afseende å y; funktionen 


är transcendent med afseende å zx, rationell med afseende 


fo |A 


YSI0TNAN. 


3. Grafisk framställning af funktioner. — För att åskåd- 
liggöra huru en funktions värde förändras med variabelns 


€ 
eller variablernas värden, eller, såsom man kortare uttrycker 
sig, för att åskådliggöra funktionens förlopp, använder man 
det i den analytiska geometrin brukliga grafiska framställ- 
ningssättet, för hvilket vi här i korthet skola redogöra. 
Vi betrakta först funktioner af en oberoende variabel, 
Zz, och hafva främst att grafiskt representera dennas värden. 
För detta ändamål välja vi en obegränsad rät linie till x- 
axel, fastställa på denna en bestämd riktning, hvilken vi be- 
nämna liniens positiva riktning (i nedanstående figur är det 
riktningen åt höger), samt välja en punkt O på linien till ut- 
gångspunkt eller origo. 


TA AES HER neue fö. CR ES NLP 
[PrOS NE bt: -&5 0 1 IK SAN 


Vi välja vidare en godtycklig sträcka e till längdenhet. 
Vid uppmätning med e erhåller hvarje sträcka ett fullt be- 
stämdt talvärde eller måätetal, och omvändt svarar mot hvarje 
gifvet positivt tal en sträcka, hvars mätetal i förhållande till 
e är lika med detta tal. Att så verkligen är fallet, följer 
ur vissa satser i talläran och vissa geometriska axiom, för 
hvilka vi i åttonde kapitlet närmare redogöra. 

Vi erhålla nu på följande sätt en entydig motsvarighet 
mellan den oberoende variabelns värden, alltså samtliga reella 
tal, å ena sidan, och punkterna på x-axeln å den andra. 
Är 2, ett gifvet reellt tal, afsätta vi på x-axeln, utgående från 
origo, en sträcka hvars mätetal i förhållande till den antagna 
längdenheten e är lika med det numeriska värdet af talet x,"); 
sträckan afsättes i positiv riktning från origo om talet x, är 
positivt, i den motsatta eller negativa riktningen om xx, är 
negativt. Vi låta denna sträckas andra ändpunkt och talet 
z, motsvara hvarandra, och benämna ifrågavarande punkt 
därför kort punkten x,. 


Exempelvis erhålles den punkt som svarar mot talet 2 !/, 


1) För detta användes allmänt beteckningen |z,|. Är talet z, posi- 
tivt har man således |x,|=+2,, om Xx, är negativt är |x,|=—X,. Det 
numeriska värdet af ett tal benämnes äfven talets absoluta belopp. 
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sålunda att en sträcka af längden 22/, e afsättes från origo åt 
höger, och den mot — 3 svarande punkten då man från origo 


åt venster afsätter en sträcka af längden 3 (om nämligen den 


positiva riktningen af x-axeln fastställes såsom i ofvanstående 
figur). EE 
Det ofvan skildrade förfaringssättet ger oss tydligen en 
sådan motsvarighet mellan de reella talen och punkterna på 
x-axeln, att mot hvarje gifvet tal svarar en och en enda 
punkt, och att omvändt mot hvarje gifven punkt svarar ett 
fullt bestämdt tal; annorlunda uttryckt, de reella talen och 
punkterna på den räta linien höra parvis tillsamman. Mot 
de positiva talen svara punkterna till höger om origo, mot 
de negativa talen punkterna till venster om origo; origo själft 
motsvaras af talet 0. Om x, > x., ligger punkten zx, till höger 
om punkten x.. 

I Idetta sammanhang vilja vi ännu i korthet omnämna 
ett annat sätt att geometriskt representera de reella talen, 
nämligen medels vektorer. Detta betraktelsesätt, som speciellt 
är egnadt att åskådliggöra räkneoperationerna, erhåller en 
viktig och intressant generalisering i teorin för komplexa tal, 
såsom vi längre fram skola visa. 

Med en vektor menas allmänt en rätlinig sträcka, betrak- 
tad såväl med afseende å'dess längd som med afseende å dess 
riktning, hvilken sistnämnda räknas från vektorns begynnelse- 
punkt till dess slutpunkt (grafiskt angifves riktningen medels 
en pilspets). Tvenne vektorer betraktas såsom lika, om de 
utgöra delar af samma eller parallella linier, äro riktade åt 
samma håll, och hafva samma längd. En vektor kan således, 
utan att förändras, förskjutas parallellt med sig själf. 

I förevarande fall hafva vi blott att betrakta vektorer 
som falla utmed x-axeln. Riktningen af en sådan vektor kan 
kort betecknas såsom positiv eller negativ, allt efter som den 
sammanfaller med x-axelns positiva eller negativa riktning. 

Mot hvarje gifvet reellt tal, x,, låta vi nu svara en längs 
x-axeln riktad vektor, Vax,, hvars längd är lika med talets 
numeriska värde, | x,|, och hvars riktning är positiv eller ne- 
gativ beroende på om talet själft är positivt eller negativt. 
Om denna vektor förskjutes längs x-axeln så att dess begyn- 
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nelsepunkt sammanfaller med origo, faller dess slutpunkt i 
punkten 2x,, d. v. s. i den punkt som vi tidigare tillordnat 
talet x,. Mot tvenne motsatta tal, x, och — x,, svara vekto- 
rer med samma längd men motsatta riktningar. 

För att erhålla den vektor som representerar summan 
af två reella tal, x, och x,, har man att geometriskt addera 
motsvarande vektorer, Vx, och Vx,, hvilket tillgår sålunda 
att den ena af dem, t. ex. Vz,, förskjutes längs x-axeln tills 
dess begynnelsepunkt sammanfaller med slutpunkten af Vzx,. 
Den vektor, som till begynnelsepunkt har sistnämnda vektors 
begynnelsepunkt och till slutpunkt slutpunkten af vektorn 
Vg, i dess nya läge, representerar summan zz, + 2. 

Den vektori som representerar skillnaden x, — x, erhål- 
les genom addition af vektorn Vx, och en vektor som har 
samma längd som Vx, men motsatt riktning. Den är lika 
med vektorn från punkten xx, till punkten zx,; dess längd, d. v. s. 
det numeriska värdet af skillnaden x, — £,, representeras så- 
lunda geometriskt af afståndet mellan punkterna zx, och 3. 

Läsaren uppmanas att geometriskt utföra dessa kon- 
struktioner i de olika fall som kunna förekomma beträffande 
tecknen för x, och x3.. 


Vi öfvergå till uppgiften att grafiskt representera en 
funktion f(x) af variabeln z. 

För detta ändamål välja vi i ett gifvet plan en rät linie 
till x-axel och afbilda på denna värdena af variabeln x me- .: 
dels punkter, på sätt ofvan angifvits. Vidare draga vi i 
samma plan, genom den punkt som valts till origo, en rät 
linie vinkelrätt mot x-axeln, och välja på denna linie en viss 
riktning, hvilken vi åter beteckna såsom positiv, hvarvid då 
den motsatta riktningen benämnes negativ. För ifrågavarande 
linie införa vi benämningen wy-axel. 

Vi åskådliggöra nu det värde f/(zx,) den gifna funktio- 
nen antar för argumentvärdet x, genom att från motsvarande 
punkt på x-axeln, vinkelrätt mot denna eller således parallellt 
med y-axeln, afsätta en sträcka hvars mätetal i förhållande 
till den antagna längdenheten är lika med numeriska värdet 
af f(x,), alltså =] (x,) |; vi afsätta denna sträcka i y-axelns 
positiva riktning om värdet f(zx,) är positivt, i den motsatta 
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riktningen om f(zx,) är negativt. Då denna konstruktion ut- 
föres för hvarje argumentvärde x, bilda ändpunkterna af de 
mot x-axeln uppresta perpendiklarna en kurva, som åskådlig- 
gör den gifna funktionens förlopp. Mad 


Vi kunna uttrycka det ofvan sagda kortare med använ- 
dande af den i den analytiska geometrin brukliga termino- 
login. På samma sätt som vi tidigare uppställde en motsva- 
righet mellan värdena af variabeln x och punkterna på z- 
axeln, tillordna vi till punkterna på y-axeln värdena af en ny 
reell variabel, y, och använda härvid samma origo 0 och 
samma längdenhet e som i förra fallet. Är nu P, en gifven 
punkt i planet och fälla vi från densamma perpendiklar mot 
x- och y-axlarna, svara mot dessa perpendiklars fotpunkter 
tvenne fullt bestämda värden, x, och y,, af variablerna x och 
y (jämf. ofvanstående figur); värdet x, benämnes x-koordinat 
eller abskissa, värdet wY, y-koordinat eller ordinata för den gifna 
punkten AP, '!). 

Vi hafva härmed uppställt en entydig motsvarighet mel- 
lan samtliga punkter i planet å ena sidan och de reella vär- 
deparen (x, y) å den andra; hvarje punkt i planet har näm- 
ligen till koordinater tvenne fullt bestämda reella tal, x£, y, 
och omvändt svarar mot hvarje gifvet par reella tal, £,y, 
en och en enda punkt i planet hvars koordinater äro lika 
med dessa tal. 

Läsaren uppmanas att själf öfva sig att bestämma koor- 
dinaterna för en gifven punkt i planet samt att omvändt 


1) Geometriskt kan denna punkts abskissa definieras såsom vektorn 
från origo till punkten x, på x-axeln, dess ordinata såsom vektorn från 
origo till punkten y, på y-axeln. | 
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konstruera en punkt hvars koordinater äro gifna. Vi vilja” 
här blott anmärka att hvarje punkt på x-axeln har ordinatan 
0, hvarje punkt på y-axeln abskissan 0, samt att koordina- 
terna för origo äro x=0, y=0. Vidare må påpekas att 
punkterna x,y och — x,—y ligga symmetriskt med afseende å 
origo, d. v. s. deras sammanbindningssträcka går genom origo 
och har denna punkt till midtpunkt. 

Gå vi nu tillbaka till den kurva medels hvilken vi åskåd- 
liggjorde förloppet af funktionen f(x), se vi att koordina 
terna £r,y för en godtycklig punkt af densamma äro bundna 
genom relationen 


och att omvändt hvarje punkt, hvars koordinater satisfiera 
denna relation, tillhör nämnda kurva. Vi uttrycka detta för- 
hållande kort i det vi säga att (1) utgör den betraktade kurvans 
ekvation. 

Hvarje reell funktion representeras sålunda geometriskt 
af en viss kurva. Är funktionen entydig, skäres dess kurva 
af hvarje parallell till y-axeln i en enda punkt; är funktionen 
flertydig, representeras hvarje entydig gren af densamma af 
en kurva med nämnda egenskap. 

Det bör emellertid observeras att ekvationen (1) repre- 
senterar en sammanhängande kurva blott om f(x) är en s. k. 
kontinuerlig funktion, hvilket begrepp vi senare exakt defi- 
niera. 

I allmänhet representerar hvarje ekvation mellan x och y 


VE Ar) äl UR 


om den öfverhufvud har reella lösningar, en kurva, nämligen 
den som bildas af samtliga punkter i planet hvilkas koordi- 
nater x,y satisfiera ekvationen. Denna kurva kan för öfrigt 
bestå af flere från hvarandra skilda kurvgrenar och dess- 
utom måhända af enstaka punkter. 

Uppgiften att studera kurvors egenskaper med stöd af 
deras ekvationer tillkommer den analytiska geometrin. Vi 
åtnöja oss här med att härleda några enkla resultat för att 
förtydliga det ofvan sagda. 


» Vi skola först visa att hvarje lineär ekvation, d. v. 8. 
ekvation af första graden mellan x och y 


(2) Ax+ By + C=0 


representerar en rät linte, förutsatt att åtminstone den ena af 
variablerna verkligen ingår i ekvationen, d. v. s. att koeffi- 
cienterna A och B icke båda äro noll. 

Om B=0 och således A är skild från 0, hvilket vi an- 
gifva genom beteckningen A>£0, kan ekvationen (2) skrifvas 


under formen g=—1 . Den satisfieras således af koordina- 
terna för hvarje punkt i planet hvars abskissa är=—5, 


ordinatan må hafva hvilket värde som helst, och represente- 
rar följaktligen den räta linie som är parallell med y-axeln och 


skär x-axeln i punkten g=—5. 


Om B0, kan ekvationen (2) upplösas med afseende å 
y och antar då formen 


(2) y=mz+D, 


där m=—2,b=—-C. Vi betrakta först det speciella fall då 


C 
B” B 
C=0 och således b=0. Ekvationen reducerar sig då till 
(3) y =2nzx eller Z=m. 


Vi gifva först åt x ett godtyckligt positivt värde x' och 
erhålla då ur (3) för y värdet y'=nx', hvilket har samma 
tecken som m. Vi utmärka i planet den punkt P” hvars koor- 
dinater hafva värdena x',y', draga från origo en stråle ge- 
nom P', och beteckna med qgq den spetsiga vinkel denna 
stråle bildar med zx-axelns positiva riktning. Vi hafva då 


tang q = ja ; 
förutsatt att vinkeln 9 räknas positiv eller negativ allt efter 


som den vridning af den positiva x-axeln, genom hvilken 
vinkeln kan tänkas alstrad, går i riktning mot den positiva 
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y-axeln eller i den motsatta riktningen. Den förra vridnings- 
riktningen betecknas kort såsom positiv, den senare såsom 
negativ. I grafisk framställning väljas axlarnas positiva rikt- 
ningar vanligen så att en positiv vridning för åskådaren ter 
sig såsom en vridning motsols. 


' 
Nu är =Mm, och vi erhålla således 


(4) tang q=M. 


Denna likhet utsäger att vinkeln & har samma värde för alla 
de punkter hvilkas koordinater satisfiera ekvationen (3) och 
hvilkas abskissor hafva positiva värden; med andra ord, alla 
dessa punkter ligga på samma från origo utgående stråle. 
Omvändt, om P är en godtycklig punkt på nämnda stråle, 
satisfiera dess koordinater x,y ekvationen (3), ty man har 


Z tang qg=n och således y=pz. 


L 

Gifva vi åt x det negativa värdet x=—>xX', erhålles ur 
(3) för y värdet y =— mx'=—y'. Den punkt P”, hvars koor- 
dinater äro — x', — y', ligger, såsom tidigare påpekats, symme- 
triskt till punkten P' med afseende å origo, alltså på förläng- 
ningen af strålen OP" utöfver punkten O. För negativa vär- 
den x ger oss ekvationen (3) således punkter som ligga på 
strålen OP”, och omvändt satisfiera koordinaterna för hvarje 
punkt af denna stråle ekvationen (3). 

Sätta vi slutligen x=0, är enligt (3) äfven y=0 och vi 
erhålla såsom motsvarande punkt origo. 
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Vi hafva således erhållit följande resultat: Fkvationen 
(3) representerar geometriskt en genom origo gående rät linie; 
den riktning af denna linie, i hvilken x växer, bildar med x- 


axelns positiva riktning den vinkel q& mellan gränserna — och 5 


som är bestämd genom likheten (4). Vinkeln q& benämnes liniens 
riktningsvinkel och konstanten m= tang 9 dess vinkelkoefficient. 

Gå vi nu till ekvationen (2)', finna vi omedelbart, vid 
jämförelse med (3), att de punkter densamma representerar 
erhållas då ordinatan för hvarje punkt af räta linien y=7mx 
ökas med det konstanta värdet b. Denna linie blir härvid 
förskjuten parallellt med sig själf i y-axelns riktning, så att 
den punkt som sammanföll med origo förflyttas till punkten 
y=b på y-axeln. Ekvationen (2)' representerar således en rät 
linie med vinkelkoefficienten m som skär y-axeln i punkten y= Db. 

Härmed är bevisadt att ekvationen (2) alltid represen- 
terar en rät linie, förutsatt att koefficienterna A och B icke 
samtidigt försvinna. För att konstruera denna linie är det 
tillräckligt att bestämma två punkter af densamma. Enklast 
är att välja de punkter i hvilka linien råkar koordinataxlarnas 
Man finner omedelbart att dess skärningspunkt med x-axeln 


har abskissan x=7— ss , dess skärningspunkt med y-axeln ordi- 
A ? 
natan y=-— 
=—3- 


Det ofvan sagda ger oss ett medel att grafiskt lösa ett 
system af två lineära ekvationer med två obekanta 


JAR Dy TROS 
lAx + Byt O=01 


Om vi nämligen upprita de räta linier dessa ekvationer hvar 
för sig representera och bestämma koordinaterna 2x,,y, för 
dessa liniers skärningspunkt, satisfierar värdeparet x=7X,, 
y=y, hvardera liniens ekvation och ger oss således lösningen 
till det gifna ekvationssystemet. 
Vi anföra ännu ett annat enkelt resultat ur den analy- 
tiska geometrin. Vi betrakta i planet tvenne punkter, P och - 
Py, hvilkas koordinater må vara x,y resp. z,,y,. Projektio- 
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nen af sträckan PP, på x-axeln 
har längden |x—z2,|, projektionen 
af samma sträcka på y-axeln har 
längden |y—y,|. Beteckna vi sträc- 
kans egen längd med », sluta vi häraf 
enligt PYTHAGORAS” sats till den vik- 
tiga likheten 


(3) (2 UD =, 


hvilken omedelbart ger oss afståndet mellan två punkter då 
dessas koordinater äro kända. 

Om Xx), yo och r äro gifna men x och y få variera, fin- 
nes det en oändlig mängd värdepar x,y som satisfiera ekva- 
tionen (5). Hvarje sådant värdepar representerar koordina- 
terna för en punkt, hvars afstånd från punkten P, är =>, och 
som således ligger på periferin af den cirkel som har P, till 
medelpunkt och radien r. Omvändt satisfiera koordinaterna 
för hvarje punkt på denna cirkels periferi ekvationen (5). 
Ekvationen (5) representerar således geometriskt den cirkellinie 
hvars medelpunkt har koordinaterna z,,y, och hvars radie har 
längden +. 

Vi betrakta ännu den allmännare ekvationen 


A (x? +y?) + Brx+ Cy+ D=0. 
Denna ekvation kan skrifvas under formen 


BY 2 B+C:-4 AD 
MÖR AA Zoli oral ansa ande I 


hvarur framgår att densamma, om B2+ C2—-4 AD > 0, re- 
presenterar en cirkel, hvars medelpunkt har koordinaterna 
= — 3, Yo KCR och hvars radie är — äg ae 

För fullständighetens skull vilja vi ännu i korthet an- 
gifva huru en funktion f(x, y) af tvenne oberoende variabler 
z,y kan representeras geometriskt. För detta ändamål välja 
vi ett plan och i detta ett rätvinkligt koordinatsystem, 
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samt låta x,y betyda koordina- 
terna för en punkt i planet i för- 
hållande till detta system, hvarvid 
erhålles en entydig motsvarighet 
mellan planets punkter och värde- 
paren x,y. Vidare draga vi genom 
origo vinkelrätt mot planet en rät 
linie, hvilken vi benämna 2-axeln, 
och fastställa på denna linie en 


positiv riktning. ; 

Vi åskådliggöra nu det värde, f(z,,yo), funktionen 
f(x .y) antar för ett gifvet värdesystem x,, yo af variablerna, 
genom att från motsvarande punkt FP, i xy-planet, vinkel- 
rätt mot detta plan, afsätta en sträcka af längden |/f (Z,, yo) |, 
i den positiva z2-axelns riktning om f(x), yo) > 0, i den mot- 
satta riktningen om f(zx,,y) 0. Då denna konstruktion 
utföres för hvarje värdepar x,y för hvilket funktionen f(x, y) 
öfverhufvud är definierad, bilda de afsatta sträckornas änd- 
punkter en yta, hvilken geometriskt åskådliggör huru funk- 
tionens värde förändras då argumenten x,y variera. 

Vi göra slutligen en anmärkning af praktisk natur be- 
träffande representationen af en funktion f (x) medels en kurva. 
I det föregående hafva vi ständigt förutsatt att samma längd- 
enhet användes för bestämningen af de två koordinaterna. 
Detta är emellertid icke nödvändigt och icke alltid praktiskt. 
Om exempelvis funktionens värden genomgående äro små, 
erhålles en tydligare bild af dess förlopp om man för ordi- 
natan väljer en större längdenhet än för abskissan. Ett mot- 
satt förfaringssätt är att rekommendera om funktionen va- 
rierar mycket snabbt eller antar genomgående stora värden. 


Öfningsuppgifter Si 


1) Koordinaterna för en punkt Pi planet äro x=a, y=>b; angif 
koordinaterna för den punkt som är symmetrisk till P oc afseende å 
a) x-axeln b) y-axeln c) linien YE 

2) Lös grafiskt följande ekvationssystem och undersök noggrannhe- 
ten af den erhållna lösningen: 


f3l1x+2,5y=3,7, SA +y—-52Xx+y=14, 
VA — Spoy SAO | 9x=—-10y =12" 


1 


3) Upprita noggrant på millimeterpapper de kurvor som represen- 
tera följande funktioner (dessa kurvor komma senare till användning vid 
grafisk lösning af ekvationer): 


TREE RED 


4) Upprita kurvorna för följande funktioner: 


Mere tr) kl 


s (FR 
b) sinx, cosx, tang x, cotx, sin x + 3 SINN 


APNaET: 1082, 1Or a=3. 
ET EINES BETE RAA pg Ae ASTA EG 

d) Vx, Vx, Vx(1=z), VÄ(l—-2)(2—2): 

e) a ”sinx (en s.k. dämpad sinus-svängning), för a = 5 4 


f) AS SIN (ME), sin É, SINE. 
x x 


5) Undersök formen af de ytor som representera funktionerna 


z+2y, (C+yP, CO +y, Ly. 


4. Grafisk lösning af ekvationer. — Vi tänka oss uppritad 
den kurva som representerar en gifven funktion f(x). De 
värden x för hvilka f(x) antar värdet 0, eller, annorlunda 
uttryckt, rötterna till ekvationen f(x) =0, utgöra då abskissor 
för de punkter i hvilka ifrågavarande kurva råkar x-axeln. 
Är C en godtycklig konstant, utgöra på samma sätt rötterna 
till ekvationen f(x) = C abskissor för de punkter af kurvan 
hvilkas ordinator hafva värdet C', d. v. s. för kurvans skär- 
ningspunkter med räta linien y= C. 

Härpå grundar sig en metod att approximativt beräkna 
rötterna till en ekvation med en obekant. Vi föra ekvatio- 
nens samtliga termer i samma membrum, hvarvid den antar 
formen f(x)=0, upprita så noggrant som möjligt kurvan 
y=f(x), bestämma dess skärningspunkter med x-axeln, samt 
uppmäta dessa skärningspunkters abskissor. Vi erhålla så- 
lunda närmevärden för den gifna ekvationens rötter, hvilka 
äro desto noggrannare, ju noggrannare kurvan uppritats. 

. 2 
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I flere fall är det emellertid fördelaktigt att modifiera 
förfarandet på följande sätt. Vi skrifva den gifna ekvationen 
under formen 


f (x) = fa (x) » 


i det vi på lämpligt sätt fördela ekvationens termer på dess 
båda membra; härefter upprita vi kurvorna 


y =" (ae) och y=f(2) 


samt bestämma deras skärningspunkter. Dessa punkters ab- 
skissor gifva oss de sökta rötterna. Ty om vi med x',y" 
beteckna koordinaterna för en skärningspunkt, har man sam- 
tidigt y' =", (£').y' => (x"), och således fi (x') => (x'), hvil- 
ket visar att x' utgör en rot till den gifna ekvationen. Och 
det är klart att vi på detta sätt erhålla alla dess reella 
rötter. 

Vi skola något närmare betrakta tillämpningen af ofvan 
anförda metoder på algebraiska ekvationer af andra, tredje 
och fjärde graden. 

19. En ekvation af andra graden kan bringas under 
formen 


(6) 22 +prx+g=0. 
För att grafiskt bestämma dess rötter, upprita vi kurvan 
(7) y = gk-pösng 


och söka dess skärningspunkter med x-axeln. Man har iden- 
tiskt | 


2 2 
2 +pe+4=(2+5) +(4—5). 
Termen & är noll för värdet x= —5 > växer beständigt 


och obegränsadt då x, utgående från nämnda värde, antingen 
tilltager eller aftager, och antar samma värde i två punkter, 


r=— 5 + x', som ligga symmetriskt till x — 5: Vi sluta här- 
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af att kurvan (7) för z=—5 uppnår sin lägsta punkt, hvars 


koordinater äro 
(8) t=—-F5Yy=4- 


att den är symmetrisk med afseende å räta linien x=—5-, samt 
att dess ordinata ständigt och obegränsadt växer, då x växer 
från — 5 till + 00 eller aftar från — 5 till — oo. 


Förevarande kurva är, såsom i den analytiska geometrin 
visas, en parabel, som har punkten (8) till topp eller vertex 


och räta linien z=—1 till axel. 

Parabelns läge i förhållande till x-axeln beror af tecknet 
för kvantiteten IG Är denna positiv, således a Eg velig: 
ger parabeln helt och hållet ofvanom x-axeln; ekvationen (6) 
har alltså i detta fall ingen reell rot. Är 4 — rr << 0 eller SS Af 
ligger parabelns vertex (8) under x-axeln, hvaraf vi sluta att pa- 
rabeln skär x-axeln i tvenne punkter, hvilka ligga symmetriskt 
med afseende å punkten v=—5; ekvationen (6) har således 
två reella rötter. Är slutligen q—?=0 eller Pag, faller 
vertex (8) på x-axeln, som sålunda utgör en tangent till para- 


beln ; rötterna till (6) sammanfalla och hafva båda värdet — >: 


Den grafiska lösningen af ekvationen (6) ställer sig emel- 
lertid väsentligen enklare om vi skrifva ekvationen under 
formen 


(6)' FRE RES te 


samt upprita kurvorna y=2? och y=—px— q, af hvilka den 
förra är en fast parabel med origo såsom vertex och den 
positiva y-axeln såsom axel, den senare en rät linie, hvars 
läge beror af ekvationens koefficienter p och 4. Abskissorna 
för dessa liniers skärningspunkter gifva oss ekvationens reella 
rötter. 
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Samtliga ekvationer af andra graden kunna således lö- 
sas medels linjal, om vi taga till hjälp den fasta parabeln 
ESA EN 


Öfningsuppgifter: Tillämpa ofvanstående metoder på ekvationerna 


c:—-3=0, 20 +4r—-1=0, 2v—-42+3=0, 0 +6x2+9=0;0 TTR ENT 
20. Vi gå till den kubiska ekvationen 
(9) x3 +ax?+bx+c=0. 


Vi kunna befria ekvationen från den term som innehåller 
den obekantas kvadrat, genom att sätta 


(10) me 


där x' är en ny obekant. Vid uträkning af x? och x? finner 
man att venstra membrum af (9) antar formen 


ri Fax t+bxyx+ocC=X3+-px' +q, 
där koefficienterna p och 4 hafva värdena 


Re 2 ab 
2) NA RA ff Dr LE 
PED 3, = 7 3 


Om man löser ekvationen 
(9)” , v'3Itrpx'+g=0 


och från dennas rötter subtraherar - erhåller man således, 


enligt (10), den gifna ekvationens rötter. 
För att grafiskt lösa ekvationen (9)' skrifva vi den un- 


der formen 


Pg NN Dr FA 
EA px q; 


upprita kurvorna y=>2>3 och y => px—qg, af hvilka den förra 
representerar en s. k. kubisk parabel och den senare en rät 
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linie, samt bestämma abskissorna för dessa liniers skärnings- 
punkter. 

Hvarje ekvation af tredje graden kan således grafiskt 
lösas medels linjal, om man tager till hjälp den fasta kurvan 
YE 


Öfningsuppgifter: Bestäm de reella rötterna till ekvationerna 


Torr It 2=-=0, 0 +30—-1=0; 2 —-3I20 +4x0—-1=0; 


39. Med användande af den kubiska parabeln kan man” 
lösa flere geometriska problem hvilka icke äro lösbara me- 
dels passare och linjal. 

Vi betrakta först problemet att mellan tvenne gifna sträc- 
kor a och b inskjuta tvenne andra sträckor, « och Pp, så att a, 
oa, b, b äro it kontinuerlig proportion, d. v. s. att 


Ur dessa villkor följer, om vi sätta =, 


ad 


, 
LP bo 


. X . Bb oa 

(åke a I sa 

hvaraf framgår att x' utgör abskissa för den punkt i hvilken 

den kubiska parabeln y=>2? skäres af räta linien y= Kon- 
struktionen blir således följande: 

Vi afsätta på den positiva y-axeln, utgående från origo, 

en sträcka som har mätetalet - i förhållande till den vid kon- 


struktionen af kurvan y=>2Xx? använda längdenheten e; denna 
sträcka erhålles såsom fjärde proportional till b, a och e. 
Genom sträckans ändpunkt draga vi en parallell till x-axeln 
och bestämma dess skärningspunkt med kurvan y=2x3. Om 


vi med x beteckna stycket af denna parallell mellan y-axeln 


och nämnda skärningspunkt, utgör förhållandet = skärnings- 


punktens abskissa, och enligt det ofvan sagda är således 


Ser Sträckan « utgör således fjärde proportional till 
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sträckorna x,e och a. Sedan « konstruerats, erhålles 8 såsom 


tredje proportional till a och «. 
Ad 


: ing (ER NS I ON? s 

Om speciellt b=2a, är (£) = eller (£) == hvilket 
visar att den kub hvars kant är =«&« har dubbelt så stor 
volym som kuben med kanten a. Ofvanstående konstruktion 
ger oss således i detta fall lösningen till det under namnet 
kubens fördubbling kända problemet, hvilket sysselsatte redan 
de äldsta grekiska matematikerna. S 

Ett annat lika celebert problem, som kan lösas med 
hjälp af den kubiska parabeln, är vinkelns tredelning. | 

Vi placera den vinkel v, som skall tredelas, så att dess 
spets faller i origo och dess högra ben utmed den positiva 
x-axeln, På dess venstra ben afsätta vi, utgående från origo, 
en sträcka lika med längdenheten e, samt bestämma abskis- 
san a för denna sträckas andra ändpunkt; enligt trigono- 
metrin är a = cosv. 


Vi söka cos 5=2. Enligt kända trigonometriska form- 


ler erhålles successivt 
(2 v 
a = 008 v = cos (sv + 5) 


g0S IR cos eds in? 
FT BOR 3 FN 


v . v v . v v 
= | COS? = — sin? = |cos,— 2sin?—+ - 
( 3 5) 083 — 2 sin 3 COS 3 


v 
=(20cos25 —1) cos —2(1— -cos23) cos3, 


hvaraf a=42x3— 32, eller slutligen 
(11) =. 
| 4 + 


Vi veta att en af rötterna till denna ekvation är Lr 


v ö jap oa oo = 
cos 3. De två öfriga rötterna äro x,= cos (3 + 1202) och x3; = 


v . o ERA 
COS G + 2402), hvilket framgår däraf att, om vi i ofvanstående 


kalkyl ersätta v med v + 3602 eller med v + 2: 360”, cos v fort- 
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v 
kl 
värdet x,, i senare fallet i värdet x,. Om v< 1802 är zx, 
den största af de tre rötterna. 


Vi erhålla rötterna till ekvationen (11) grafiskt genom 


farande erhåller värdet a, medan cos + i förra fauet öfvergår i 


att skära kurvan y=72x3 medels räta linien y ="0+7 och be- 
stämma skärningspunkternas abskissor. Nämnda räta linie 
går genom punkterna x=0,y =7 OCK ER Sug NVvilka 


"lätt konstrueras. 


Sedan vi sålunda erhållit punkten x, på x-axeln, kon- 


strueras vinkeln 3 omedelbart enligt likheten cos 5=0; vi 


behöfva endast upprita cirkeln med origo såsom medelpunkt 
och längdenheten till radie, söka dess skärningspunkt med 
linien x=xX,, samt draga en stråle från origo genom denna 
punkt. Denna stråle bildar med den positiva x-axeln vin- 


keln 3 : 


Läsaren uppmanas att noggrant utföra de ofvan beskrifna 
konstruktionerna, samt att undersöka lösningen af ekvatio- 
nen (11) för de fall då vinkeln v är lika med 1802, 90? eller 
452, i hvilka fall problemet, såsom kändt, kan lösas medels 
passare och linjal. 


40. Vi behandla slutligen i korthet ekvationen af fjärde 
graden eller den bikvadratiska ekvationen 


(12) xt tax +bx?+ex+d=0. 


. . a o 
Om man i denna substituerar L=L—-7> erhålles en ekva- 


tion i x' där termen med x'? saknas: 
(12) vwttbpxrl2+qx'+r=0. 


Om p=0, erhållas denna ekvations rötter grafiskt så- 
som abskissor för skärningspunkterna mellan kurvan y=>2" 
och räta linien y=—qXx—r". 

Är p0, kunna vi ytterligare förenkla ekvationen (12) 
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genom att sätta x'=VIpix">; vi erhålla då, om p>0, en 
ekvation af formen | 


xt t 2 tax"+p=0, 
om p<0, en ekvation af formen 
at gt ax” + p=0. 


Den förra löses grafiskt sålunda att kurvan y=>2X" + Xx? skäres 
med räta linien y=—0aX—$, den senare genom skärning af 
kurvan y=xt—x? med samma linie. ; 

Hvarje ekvation af fjärde graden kan således lösas gra- 
fiskt medels linjal, om man tager till hjälp en viss af kur- 
vorna 


y=XLt, y=Lt Fe, YR AT 
En enhetligare lösningsmetod erhålles på följande sätt !). 
Vi antaga att vi genom en föregående substitution bragt den 
gifna ekvationen under formen ; 
(12y' LEFpxri +Hqx+>r=0. 


Om vi sätta xc =y, hvaraf xt —y?, erhålles 


Xt+t petar try pytt garn 


eller, om vi till högra membrum addera skillnaden x?—y, 
hvars värde är 0, 


"+P tar+r=Xx ty? tgx+0(p-1)ytr. 
Betrakta vi nu ekvationssystemet 
') Beträffande det grafiska framställningssättets användning för 


lösning af numeriska ekvationer, hänvisa vi till A. SCHULTZE'S förtjenst- 
fulla arbete Graphic Algebra (New York, the Macmillan Company, 1908). 
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y=X?, 
ED STAS ER AEA 


mellan de obekanta x och y, se vi att, om x',y' är en lös- 
ning till detta system, värdet x' satisfierar ekvationen (12)', 
och att omvändt, om x' utgör en rot till (12)', värdena x' 
och y'=2X'? sgatisfiera systemet (13). -Vi erhålla således alla 
rötter till (12) om vi bestämma alla värdepar x,y som sa- 
tisfiera ekvationerna (13). 

Den förra af dessa ekvationer representerar en para- 


5 —-1 
bel, den senare en cirkel med punkten x= SE AN y=— SE Så- 


som medelpunkt och radien 


Jes rs 


y =D 
+ 

om vi nämligen antaga att kvantiteten under rotmärket är 

positiv (jmf. s. 15). Rötterna till (12)' utgöras således af ab- 

skissorna för dessa kurvors skärningspunkter. Om kurvorna 

icke råka hvarandra eller om uttrycket för cirkelns radie är 

imaginärt, har ekvationen (12)' icke några reella rötter. 


Öfningsuppgifter: 
1) Beräkna medels ofvan angifna metoder rötterna till ekvationerna 
xt—3=0, xct-2x+1=0, ct-4x+5x—-1=0. 
2) Hvarje ekvation af tredje graden öfvergår, om den multipliceras 
med x, i en fjärdegrads ekvation, och kan således lösas med hjälp af 


passare om parabeln y==+2? är gifven. Behandla medels denna metod 
öfningsuppgifterna s. 21 äfvensom problemet att tredela en vinkel. 


3. Lösning af ekvationer genom insättning af värden. 
Lineär interpolation. — Den grafiska lösningen af en ekvation 


(14) f (x)=0 


tillåter naturligtvis icke att bestämma dess rötter med någon 
större grad af noggrannhet. För att drifva approximationen 
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längre måste man tillgripa numerisk kalkyl, och den metod, - 
som härvid närmast erbjuder sig, består i att instänga den 

betraktade roten mellan allt trängre gränser, genom att för 
den obekanta x successivt insätta lämpligt valda värden och 
bestämma det tecken funktionen f(x) hvarje gång erhåller. 

Ifrågavarande metod grundar sig på följande enkla sats. 
Vi antaga att funktionen f(x) har olika tecken för x=2a och 
för x=b, samt att, då x genomlöper värdena från a till b, 
funktionens värde förändras kontinuerligt, d. v. s. att den för- 
ändring af funktionens värde, som motsvarar en viss förän- 
dring af variabelns värde, till sitt absoluta belopp kan göras 
huru liten som helst genom att variabelns förändring göres 
tillräckligt liten. Det finnes då mellan a och b åtminstone 
ett värde x för hvilket funktionen f(x) antar värdet 0, eller 
annorlunda uttryckt, ekvationen (14) har åtminstone en rot 
mellan a och b. Kortare kan denna sats formuleras som följer: 

En kontinuerlig funktion kan icke ändra tecken utan att gå 
genom noll. 

Beviset för denna sats, som är af fundamental betydelse 
för Analysen, skola vi i detalj utföra i åttonde kapitlet, sedan 
vi genomgått teorin för de irrationella talen. 

Vi antaga att vi, enligt ofvanstående sats, äro säkra om 
att en rot till (14) ligger mellan gränserna a och b. Om vi 
mellan dessa inskjuta ett värde c och beräkna funktionsvär- 
det £(c), är antingen f(c)=0, i hvilket fall c utgör en rot 
till (14), eller har f(c) motsatt tecken mot f (a), hvaraf vi 
sluta att en rot ligger mellan a och c, eller har slutligen 
f (c) motsatt tecken mot f(b), och i detta fall kunna vi påstå 
att det finnes en rot mellan c och b. Genom att sålunda suc- 
cessivt inskjuta nya värden x och bestämma tecknen för mot- 
svarande värden f(x), kan man få rötterna till den gifna 
ekvationen instängda mellan huru trånga gränser som helst 
och deras värden således beräknade med den noggrannhet 
man önskar. Dock gäller detta endast om de rötter till (14) 
för hvilka funktionen f(x) ändrar teeken i det den går ge- 
nom 0, sålunda att, om x' är rotens värde, f(x) har ett visst 
tecken inom intervallen (x'—d,x') och det motsatta tecknet 
inom intervallen (x',x'+J), förutsatt att det positiva talet d 
väljes tillräckligt litet. 
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För att minska antalet försök och snabbare nå målet, 
kombinerar man ofvanstående förfarande med särskilda inter- 
polationsmetoder, bland hvilka den enklaste är den som kom- 
mer till användning redan vid begagnandet af logaritmiska 
tabeller, nämligen s. k. lineär interpolation. 

Vi tantagaratt 0 >0, (a) << 0, f(0)I> 0 ;samtiattrinom 
intervallen (a,b) ligger en enda rot till (14), hvilken sålunda 
är afskild från de öfriga rötterna eller separerad. Ekvatio- 
nen y=f(x) representerar då inom intervallen (a,b) en 
kontinuerlig kurva som skär x-axeln i en enda punkt, 
hvars abskissa x' är den betraktade roten. Den lineära in- 
terpolationen består däri 
att man, inom intervallen 
(a,b), ersätter ifrågava- 
rande kurva med den rät- 
liniga sträcka, AB, som 
sammanbinder de punkter 
på kurvan hvilka svara mot 
intervallens ändpunkter, a 
och b. Sträckan AB skär 
x-axeln i en punkt, hvars abskissa c ger oss ett närmevärde 
för roten x'; detta närmevärde är desto noggrannare ju 
regelbundnare kurvan förlöper och ju mindre intervallen 
(a,b) är. Om man känner kurvans form inom denna inter- 
vall, kan man ofta på förhand afgöra om närmevärdet c 
är för stort eller för litet. 

För beräkning af c ger oss figuren omedelbart analogin 


BERO EeN (af Ge 
o=a — TFA =F(0 


ur hvilken för differenserna c— a och b—-ec fås värdena 


SAOM AS LONG 
RA TE AN ae fö 


Vi tillämpa det ofvan sagda på ekvationen 


(15) fr)=xt—-4X +5X—-1=0, 
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hvilken tidigare behandlats grafiskt. Man har f(0)=—1, 
f(1)=1, och sluter häraf att inom intervallen (0,1) ligger 
åtminstone en rot till (15); enligt den tidigare behandlingen 
veta vi för öfrigt att ekvationen icke har mer än en rot 
inom denna intervall. Vi skola beräkna denna rots värde, 
hvilket vi beteckna med x'. 

Om vi interpolera lineärt mellan värdena x=0 och 
z=1, erhålla vi för £ närmevärdet 5 såsom man omedel- 


bart ser. Vi insätta i f (a) värdet z=> och finna f(z)=i 


2 wår 
Då således r(3)>9 medan /£1(0) <0, ligger x' mellan 0 
och = 


Vi hafva f(0)=—1, f (3) ES rå Vid lineär interpola- 


. 1 Oo . Oo LI . .” 
tion mellan 0 och 3 erhålla vi såsom nytt närmevärde för 


roten ke; alltså i det närmaste 5 hvilket sistnämnda enklare 


värde vi insätta i ekvationens venstra membrum. Härvid er- 
hålles fli) 0,1914.. Således ligger x' mellan 0 och 2 


Vi utgå nu från värdena f(0)=—1, f(2)=36 Då 
f (2) är nära lika med ne af |£(0)|, erhålles vid lineär inter- 


polation för x' ett närmevärde som är nära lika med 5 af 
intervallens bredd, alltså nära lika med +. Vi substituera 


därför i f(x) värdet v=> 
ligger x' mellan och Tr 

Utgående från likheterna (5) 2 0703045 f(4) =0, 19143 
bilda vi ett nytt närmevärde c medels lineär interpolation. 
Vi erhålla, då resultatet afkortas till fyra decimaler, 


och finna f(5)==0,0304. Alltså 


15 70308 YTA a 
5021 Tr s VE 
och således c=0, 2069. 
Vi insätta nu x=0,207 och finna, då räkningen ut- 
föres med fem decimaler, f (0, 207) = 0,00136. Närmevärdet 


(OREE 
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0,207 är således för stort. Vi insätta därför ännu x=0,206 
och finna f(0,206) =— 0,00316. Roten x' ligger således 
mellan 0,206 och 0,207. Vid lineär interpolation erhålles 
för densamma närmevärdet 


x'=0,20670. 


Nästa steg vore att i f(x) insätta värdet 0,2067, men 
vi fortsätta icke räkningen vidare. 

Vid dessa räkningar användes med fördel förkortad 
multiplikation och division, för hvilka redogöres i nästa 
kapitel. Såsom af ofvanstående framgår, vore det önskligt 
att kunna uppskatta noggrannheten af det vid lineär inter- 
polation erhållna närmevärdet, för att afgöra huru många 
decimaler böra i detsamma medtagas. En dylik uppskatt- 
ning erhålles med hjälp af differentialkalkylen. 


Öfningsuppgifter: 
1) Separera de reella rötterna till ekvationen 
xö+xrt—-20x?—-21x2+642x-+63=0. 
2) Beräkna de tre öfriga rötterna till ekvationen (15) med tre 
riktiga decimaler. 
3) Beräkna 10 med fem decimaler. 
4) Bestäm roten till ekvationen Log = 1); 


3) Undersök grafiskt läget af rötterna till ekvationen 
ER AYS eV br 


(x är uttryckt i absolut vinkelmått) samt beräkna härefter, med den nog- 
grannhet tabelierna tillåta, gradtalet för den positiva spetsiga vinkel som 
satisfierar nämnda ekvation. 


6. Den elementära teorin för funktioners maxima och 
minima. — Vi vilja i detta sammanhang påminna om den 
metod som i elementarmatematiken användes för bestäm- 
mandet af funktioners maxima och minima, samt belysa den- 
samma med hjälp af den grafiska framställningen. 

En funktion f(x) säges hafva ett maximivärde eller ett 
maximum för argumentvärdet x=72x,, om f(x, är större än 
funktionens värde för hvarje annat argumentvärde i en viss 


1) Här och i det följande betecknar Log den Briggska logaritmen. 
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omyifning af x,, d.v.s. för de värden x som ligga inom en 
viss intervall (x,—d, x,+d), där d är ett positivt tal som 
kan vara huru litet som helst. Likaså säges f(x) hafva ett 
minimivärde eller ett minimum för x=x,, om man kring Xx, 
kan afgränsa en sådan intervall, (x,—0d, £,y+d), att f(x.) 
är mindre än värdet af f(x) för hvarje annat argumentvärde 
inom denna intervall. 


Exempelvis har den af ofvan tecknade kurva represen- 
terade funktionen maxima för x=2X,, £3:, £;, minima för 
0 = HS RR ; 

Ett maximivärde behöfver ingalunda vara det största 
och ett minimivärde icke det minsta bland de värden funk- 
tionen öfverhufvud antager. Äfven kan det inträffa att ett 
maximivärde är mindre än ett minimivärde. Exempelvis är 
i ofvanstående figur funktionens värde för x=X,, som är 
ett maximivärde, mindre än det minimivärde funktionen 
Antar LOT sp EPs 

Vi skola närmare betrakta fördelningen af en funktions 
värden i omgifningen af ett maximi- eller minimiställe. 

Vi antaga att funktionen f(x) har ett maximum för 
x=X, och är kontinuerlig i en viss omgifning af detta 
ställe. Vi kunna då kring x, afgränsa en så liten intervall, 
(£,— 0, Xo+ 0), att f(x) inom densamma är kontinuerlig 
samt f(x.) större än hvarje annat värde funktionen där- 
städes antager. Om nu y är ett föreskrifvet reellt värde 
som är större än f(x,), är 
f(x) yi hvarje penne 
af intervallen (x,—d, x,+0) 
och ekvationen f(x) =y har 
således ingen rot inom denna 
intervall. Föreskrifva vi där- 
emot ett värde y som är 
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mindre än f(x, men samtidigt större än f(x,—J) och 
f(xo+ 0), har ekvationen f(x) =y åtminstone en rot Xx 
mellan x,—Jd och zx,, och likaså åtminstone en rot x” mel- 
lan x, och x,+Jd. Ty skillnaden f(x)—y är negativ för 
rx=Xx,—0d men positiv för x=Xx,, och ändras kontinuerligt 
då x växer från x,—J/ till x,; denna skillnad blir således 
noll för åtminstone ett värde x mellan x,—Jd och x,, och 
på samma sätt inses att den blir noll för åtminstone ett 
värde mellan x, och z,+d. Dessa värden x utgöra abskis- 
sor för skärningspunkterna mellan kurvan y=/f/(x) och den 
parallell till x-axeln hvars ordinata är lika med det betrak- 
tade värdet y. 

Ofvanstående resonemang fortfar att gälla då vi låta 
y växa mot värdet f(x,). Ekvationen f(x) =y har bestän- 
digt åtminstone två rötter inom intervallen (x,—Jd, z, +), 
minst en på hvar sin sida om zx,, och dessa rötter närma 
sig x, och sammanfalla slutligen med detta värde då y sam- 
manfaller med f(x). Detta framgår geometriskt ur ofvan- 
stående figur och bevisas äfven lätt analytiskt). 

Om f(x) har ett minimum för x=2X,, finner man på 
analogt sätt att, för y < f(x,), ekvationen f(x) =y icke har 
någon rot i en viss omgifning af x,, medan däremot, om 
y > f(x.) och skillnaden y — f (x,) är tillräckligt liten, nämnda 
ekvation har åtminstone två rötter hvilka allt mer närma 
sig x, och slutligen sammanfalla med detta värde då y af- 
tager mot värdet f(x,). Härvid förutsättes åter att f(x) är 
kontinuerlig i omgifningen af punkten x,. 

Vi betrakta såsom exempel funktionen 


(16) fe? 


En rationell funktion är, såsom längre fram strängt bevisas, 


!) Vårt påstående innebär att, om man kring x, afgränsar en huru 
liten intervall som helst, (£,—e, C,+ ee), de rötter till ekvationen f(x) =4y, 
hvilka ligga mellan x,—83 och xr,+6, alla falla inom denna intervall så 
snart y kommer värdet f£/(x,) tillräckligt nära. Detta äger säkert rum 
om y är större än det största värde f(x) antar inom intervallerna (x,— Ö, 
z,— &) och (Z,+&, XC, + 5), och samtidigt mindre än f(x). 
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kontinuerlig för hvarje värde af variabeln för hvilket näm- 
naren är skild från noll, och vi sluta häraf att den betrak- 
tade funktionen är kontinuerlig för alla värden x med undan- 
tag af värdet x=—1. Då x växande närmar sig —1, när- 
mar sig x+1 noll genom negativa värden, medan täljaren 
närmar sig värdet 4; f(x) aftager således mot — oo. Då x 
aftagande närmar sig — 1, växer åter f (x) mot + oo. I själfva 
punkten x=—1 är funktionen f(x) icke definierad. 

För att bestämma funktionens maxima och minima un- 
dersöka vi främst hvilka värden den öfverhufvud kan an- 
taga för reella värden af argumentet. Vi sätta således 


OT DM 
Fö RA 


och lösa denna ekvation med afseende å x, hvarvid vi er- 
hålla rötterna 


(17) ga ba VISTA N LAG 


För dessa två värden, och endast för dessa värden, antar 
således den gifna funktionen det föreskrifna värdet y. 
Uttrycket under rotmärket, hvilket kan skrifvas 


yt ty — 12 (Yy— 2) (y-+6); 


är negativt om y ligger inom intervallen (—6, 2), d. v. 8. 
mellan —6 och 2, noll om y är lika med något af dessa 
tvenne värden, positivt om y ligger utom intervallen (— 6, 2), 
d. v. s. om antingen y<—6 eller y > 2. 

I det första fallet äro rötterna (17) båda imaginära, 
hvaraf vi sluta att den gifna funktionen för reella värden 
x icke antar något värde som ligger mellan gränserna — 6 
och 2. ; 

Om y<—6, äro rötterna (17) reella och olika. Låta 
vi y växa, förändras dessa rötter kontinuerligt och blifva 
för y=—6 båda lika med —3. Värdet f (-3)=—6 är ett 
maximivärde för f(x). Ty låta vi variabeln x, utgående från 
värdet — 3, kontinuerligt ökas eller minskas, förändras jäm- 
väl funktionen f(x) kontinuerligt. Då nu f(x) icke kan an- 
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taga värden som äro större än —6, såframt de icke sam- 
tidigt äro större än 2, och då f(x) antar värdet — 6 blott 
för x=—-3, äro värdena af f(x) i en viss omgifning af 
punkten x=—3 alla mindre än —6, hvaraf vårt påstående 
följer. Dettas riktighet kan äfven direkt kontrolleras med 
hjälp af likheten 


+3)” 
HR Fl 


hvilken visar att f(x) + 6 < 0 och således f(x) < — 6 så snart 
xL—1, utom för det ena värdet x=—3. 

För y>2 äro rötterna (17) jämväl reella och olika. 
Då y aftager förändras de kontinuerligt, och antaga för y=2 
båda värdet 1. Ett resonemang analogt med det ofvan- 
stående visar, att de värden f(x) antar i närheten af punk- 
ten x=1 alla äro större än 2, och att f(1)=2 således är 
ett minimivärde. Detta framgår jämväl ur likheten 


FI (0 LA 
MP SSV ERT , 


enligt hvilken f(x)— 2> 0 eller f(x) >2 om x>—1, utom 
för det ena värdet x=1. 

Funktionen (16) har således ett maximum för x=>—3 
och ett minimum för x=1, och dessa äro funktionens enda 
maximi- och minimiställen. Ty vi hafva sett att hvarje dy- 
likt ställe, i hvars omgifning f(x) är kontinuerlig, är karak- 
täriseradt därigenom att tvenne reella rötter till ekvationen 
f(x) =y sammanfalla, men detta inträffar i förevarande fall 
endast för värdena y=2 och y=—6, mot hvilka just svara 
punkterna x=1 och x=—3. Å andra sidan är den enda 
punkt i hvilken f(x) icke är kontinuerlig, nämligen punkten 
ox=—1, icke heller något maximi- eller minimiställe, ty funk- 
tionen är icke definierad i denna punkt. 

Till belysande af det ofvan sagda upprita vi kurvan 


x?+3 


Hö ert 
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Denna är en hyperbel, hvars ena asymptot är linien r=-—L; 
Skrifves ekvationen under formen 


VR x 5 3 

som omedelbart erhålles genom division, ser man att den 
andra asymptoten utgöres af linien y=2x—1, ty skillnaden 
mellan kurvans ordinata och denna linies ordinata är lika med 
= och närmar sig 'således noll då x växer mot oo eller 
aftager mot — oo. 


Öfningsuppgifter: 


1) Bestäm följande funktioners maxima och minima, samt upprita 
motsvarande kurvor: | 


xr—-Xx+1 


AE RER En 3sinx+4coszx. 


T+pz+q, KESDE 


2) Bestäm det kortaste afståndet från punkten x,,y, till räta li- 
nien y=mzz+b. 
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7. Kontinuitetsbegreppet. Allmänna egenskaper hos kon- 
tinuerliga funktioner. — I det föregående hafva vi flere gånger 
stödt oss på att de betraktade funktionerna antagits vara kon- 
tinuerliga, och däraf dragit särskilda viktiga slutsatser. Vi 
måste nu närmare precisera detta begrepp, som är af grund- 
läggande betydelse för Analysen. i 

Vi betrakta en funktion f(x) och ett speciellt argument- 
värde x,, samt antaga att f(x) är entydigt definierad och 
ändlig inom en viss intervall (a,b) i hvars inre x, ligger, 
så att följaktligen mot hvarje värde x mellan a och b, och 
speciellt mot värdet x,, svarar ett bestämdt ändligt funk- 
tionsvärde f(x). 

x,+A Xx må vara ett annat argumentvärde inom inter- 
valen (a, 0)... Då är 


Af=fl(zo+Az)—fl20) 


den tillväxt eller förändring funktionens värde undergår då 
variabeln x, utgående från värdet x,, erhåller tillväxten 
Axl). | 

Vi införa nu följande precisa definition för en funktions 
kontinuitet. 

Definition. — Funktionen f(x) säges vara kontinuerlig för 
argumentvärdet x, (eller i punkten x,) om den förändring, Af, 
hvilken funktionen undergår då argumentet förändras från x, till 
Lot ÅL, kan till sitt numeriska värde göras huru liten som helst 
genom att argumentets förändring Ax göres numeriskt tillräck- 
ligt liten. 

Om man föreskrifver ett positivt tal &, huru litet som helst, 
bör det således alltid finnas ett annat positivt tal d, sådant att 


BLUE RAVEKES PACDA + AR)—f (X)| < 8 särsnart | AXx1| 0. 


Talet d beror af & och måste i allmänhet minskas då & 
väljes mindre. ; 

För att förtydliga denna definition medels ett alldeles 
enkelt exempel, visa vi att funktionen f(x) =>? är kontinuer- 


1) Tillväxterna Ax och Af kunna äfven hafva negativa värden. 
Till förebyggande af missförstånd må uttryckligen framhållas att tecknet 
A här icke bör uppfattas såsom en faktor. 
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lig för x=2. Vi hafva f(2)=4 och f(2 + Ax) =4 +44x 
+ (Ax)?, hvaraf 


Af =f(2+ Ax) —f(2)=4A2x+1(A2)2=A42(4+A42). 


Vi böra visa att |Af| kan göras <& genom att | Ax | göres 
tillräckligt litet. För detta ändamål pålägga vi först Ax t. ex. 
villkoret | Ax |<L 1. Då är |4 + AXx|Z4+|Ax|< 5 och således 
| Af] <5l| Ax]. Göra vi: ytterligare, 5 |A TeEiidi 


|Az | <5> blir [Af] <s. Alltså är säkert |Af| <= för alla 
värden Ax hvilkas numeriska värde samtidigt är mindre än 


1 och RR Vi äro sålunda säkra om att EN OMNLT LAT 


EA likaså att LÄR TN om AR [= ÖT SV: 

Vi hafva afsiktligt tillämpat det förfarande som 1 all- 
mänhet användes vid undersökning af funktioners kontinuitet. 
I förevarande enkla fall kan man omedelbart exakt an- 
gifva den intervall kring argumentvärdet x=2 inom hvilken 
[Af] <e. Denna intervall sträcker sig tydligen från värlet 
x=VA—e till värdet X=V4+Fe. 

Vi vilja ännu geometriskt belysa den ofvan gifna defini- 
tionen. Olikheten |Af| <e& kan skrifvas —&eL Af Ze, eller 


fo) 6 If AL) INTE 


Likaså kan villkoret | Ax|<d skrifvas — 0 < Ax <d, hvaraf 
följer 


Ly ÖS Ly FÄÅXZ LA +ÖJ. 


Villkoret (18) för funktionens kontinuitet i punkten x, kan 
således utsägas i följande geo- 
metriska form: 

Om man drager tvenne pa- 
ralleller till x-axeln med ordina- 
torna f(x.) +e& och f(x.) —e, 
där e& är en gifven, godtyckligt 
liten positiv kvantitet, bör man 
alltid kring punkten x, kunna af- 
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gränsa en sådan intervall, (Xx, —0d,x,+Jd), att alla punkter 
af kurvan y=f(x), hvilkas abskissor falla inom denna 
intervall, ligga mellan nämnda paralleller. 

För att förkorta uttryckssättet införa vi ännu följande 
definition: 

En funktion säges vara kontinuerlig inom en viss intervall, 
om den är kontinuerlig för hvarje argumentvärde som hör till 
denna intervall. 


Om en funktion f(x) icke uppfyller kontinuitetsvillkoret 
för ett visst argumentvärde, säges den vara diskontinuerlig 
eller hafva en diskontinuitet för detta argumentvärde. Vi be- 
trakta såsom exempel den genom" följande villkor definierade 
funktionen : 


(19) flr)=2 för OL X<1, f(x)=0 för x>1. 


Mot hvarje positivt värde x svarar ett ändligt, fullt bestämdt 
funktionsvärde f(x), och funktionen är således entydigt de- 
finierad för alla positiva argumentvärden. Denna funktion 
är diskontinuerlig för x=1. Ty då x växande närmar sig 1, 
närmar sig f(x) alltmer värdet 1, men antar för x=1 plöts- 
ligt värdet 0. Skillnaden f(1-+F42x)—f£f(1) är således, om 
tillväxten Ax är negativ och numeriskt liten, nära lika med 1, 
och kan följaktligen icke göras mindre än ett godtyckligt 
litet tal. 


Vi sammanställa här några allmänna satser om konti- 
nuerliga funktioner hvilka oupphörligt komma till använd- 
ning i Analysen, och hvilkas bevis vi senare skola gifva, se- 
dan vi genomgått teorin för irrationella tal. 

Vi ha redan flere gånger gjort bruk af den viktiga 
satsen att en kontinuerlig funktion icke kan ändra tecken 
utan att gå genom noll. Vi formulera än en gång denna 
sats i precis form: 

Om funktionen f(x) är kontinuerlig inom en intervall (a,b) 
och 2 dess ändpunkter, a och b, och om funktionens värden i 
punkterna a och b hafva motsatta tecken, finnes det mellan a och 
b åtminstone en punkt i hvilken funktionen antar värdet noll. 

Ett korollarium af denna sats är följande viktiga egen- 
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skap hos kontinuerliga funktioner, af hvilken vi jämväl tidi- 
gare gjort bruk: 


En funktion, f(x), som är kontinuerlig inom en riter 
(a,b) och i dess ändpunkter, antar inom: intervallen hvarje 
värde som ligger mellan dess begynnelsevärde f(a) och dess slut- 
värde f (b)- 


Ty om y är ett sådant värde, har skillnaden f(x) —y 
motsatta tecken för x=a och för x=b, och måste således, 
då den är kontinuerlig inom intervallen (a,b) och i dess 
ändpunkter, antaga värdet noll för åtminstone ett värde x 
mellan a och b. För detta värde x är f(x) =y . 

En annan väsentlig egenskap hos kontinuerliga funktio- 
ner uttryckes genom följande sats: 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig för a Ex Eb, finnes 
det bland de mot dessa argumentvärden svarande funktionsvär- 
dena ett största värde och ett minsta värde, förutsatt att funk- 
tionen icke är konstant inom den betraktade intervallen. 


Det bör observeras att, medan det i en ändlig mängd af 
tal alltid finnes ett största tal och ett minsta tal, detta inga- 
lunda gäller för alla oändliga talmängder. För att öfvertyga 
oss härom behöfva vi endast betrakta mängden af alla tal 
mellan 0 och 1. I denna mängd finnes det intet största tal. 
Om a är ett godtyckligt tal i mängden, kunna vi nämligen 
inskjuta ett tal &«' mellan &« och 1; detta tal &«' tillhör då äfven 
vår mängd och är större än « Likaså inses ätt den betrak- 
tade mängden icke innehåller något minsta tal. 

Ofvanstående sats är därför ingalunda själfklar, utan 
uttrycker en egenskap som följer ur kontinuitetsvillkoret och 
som bör och kan bevisas med stöd af detta. Att det finnes 
diskontinuerliga funktioner som icke besitta ifrågavarande 
egenskap, visar oss den genom likheterna (19) definierade 
funktionen; bland de värden denna öfverku lama antager 
finnes tydligen intet största värde. 

Vi återgå till de i senaste sats gjorda förutsättningarna, 
samt beteckna med M det största och med m det minsta vär- 
det af funktionen f(x) för a<x<bh. Skillnaden 


RR TSG ARE 
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kallas funktionens svängning eller oscillation inom intervallen 
(a,b). Om x, och Xx, äro tvenne godtyckliga punkter af 
denna intervall, har man alltid m<Lf(zx,)EM och m<f(zx2) 
<= M, hvaraf följer 


IF(xi) Fx) /E0- 


I anslutning härtill anföra vi ännu en viktig sats, af 
hvilken vi flere gånger komma att göra bruk: 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig för a Ex Eb, är det 
alltid möjligt, sedan man fixerat ett positivt tal £€, huru litet som 
helst, att finna ett annat positivt tal d, sådant att oscillationen af 
f(x) är mindre än e& inom hvarje del af intervallen (a,b) hvars 
längd är mindre än Öd. | 

Man kan således äfven dela intervallen (a,b) i ett ändligt 
antal delar, sålunda att oscillationen af f(x) inom hvarje del är 
mindre än &. 


För funktioner af flere variabler gälla satser som äro 
- fullkomligt analoga med de ofvan anförda. Vi inskränka oss 
här till att precis definiera kontinuiteten af en funktion af 
två variabler. 


Definition. — En funktion f(x ,y) af de oberoende variab- 
lerna x,y säges vara kontinuerlig för ett visst värdesystem x,,wY. 
af dessa variabler, om det, sedon man fixerat ett godtyckligt litet 
positivt tal &, är möjligt att finna ett annat positivt tal d, så- 
dant att 


IF (Co FAL, yo t Ay) —Flxo,Yyo)|<E 
för alla värden A'x,Ay som uppfylla villkoren 
|A] <d,|Ay| <<: 


Geometriskt uttrycka sistnämnda villkor att punkten 
zoo tFÅXL,y, + Ay faller inom en kvadrat med x,,y, såsom 
midtpunkt och sidan 203. Det bör således vara möjligt att 
välja denna kvadrat så liten, att den förändring funktionens 
värde erfar, då man går från zx,,y, till en godtycklig punkt 
inom kvadraten, är numeriskt mindre än det föreskrifna talet «. 
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Öfningsuppgifter: 
1) Bevisa att funktionen Å är kontinuerlig för värdet x=1, och 


angif den intervall inom hvilken funktionens värde skiljer 3E från dess 
värde för x=1 med mindre än 0,001. 

2) Beräkna oscillationen X polynomet x?— 3x+1 inom enhvar. af 
intervallerna (0,1), (1,2), (1,3). 

3) Dela intervallen (0,1) i så många likastora delar, att oscillatio- 


nen af funktionen x? inom hvarje del är a 
4) Bevisa att funktionen ö är kontinuerlig för x=72,,Y4=33Y9, Så- 
framtid, 0 


3. Kalkyl med olikheter. — Då det gäller att uppskatta 
storleken af en funktions förändring eller, allmännare, att 
approximativt beräkna en kvantitets storlek och angifva de 
gränser mellan hvilka den faller, har man ständigt att ope- 
rera med olikheter, hvarför det kan vara skäl att i detta 
sammanhang påminna om de regler man härvid har att 
iakttaga. 

Olikheten a>b eller b<L a innebär, enligt definitionen 
för begreppen större och mindre, att skillnaden d=a=— >b är 
positiv, d. v. s. att 


a=b+0, där 0 >0, 


Härur följer att, om a > b och b > c, man jämväl har a > c. 
Ty nämnda olikheter innebära att a=b+0d, b=c+0", 
där d och d"' äro positiva tal; genom insättning följer härur 
a=(c+0d') + =c+(d+0"), hvilken likhet, då d + J” 0 
utsäger att a >-c. 

Om a antingen är större än eller lika med b, alltså 
säkert icke mindre än b, skrifva vi 


a>b eller b <a. 


Vi hafva då a=b+dJ där 3 >0. 
I fråga om kalkyl med olikheter bevisa vi först föl- 
jande allmänna sats: 


Ur olikheterna 


Åal 0 (ARE DSS DÅ 
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följer 
ar täs ti tan 20 tb bot: +bi, 


hvarvid likhetstecknet gäller blott om man samtidigt har 
för ah (Me) ARN AL SV rk Rs DG 


Olikheter med samma riktning få således adderas membrum 
för membrum. 
Enligt antagandet är nämligen 


a, =bi+04, BEE NE a NES a EA en EL AR 


där talen d,,0d.,..., 9, äro positiva eller noll, och genom 
addition af dessa likheter följer 


ar Fat Fan =0(oj + 041) + (ba Fd2) Fort l(br + dk) 
= (bi tba ti tba) FH (di + do tet FÖR). 


Nu är summan d,+d,+-:-::+d, positiv eller noll, och 
nolkenlatkantdet: fall då. samtidigt dd, =d;=>..rS0d,=0; 
I förra fallet är således summan a; ta, t:::+ta, större 
än, i senare fallet lika med summan bi, tba +: :>+b,, hvar- 
med satsen är bevisad. 

Såsom korollarium följer härur: 

I en olikhet får en term öfverföras från det ena membrum 
till det andra, blott dess tecken förändras. 

Ur olikheten a>b+c kan man sålunda sluta a—c>)b. 
Denna olikhet framgår nämligen ur den föregående om vi . 
till hvartdera membrum addera — c. 

Ett annat korollarium af ofvanstående sats är följande: 

Om a>b och c<d är a—c>b—d, hvarvid likhetstecknet 
gäller blott om man samtidigt har a=b och c=d. 

Ty då a>b och d>c, erhålles genom addition a + d > 
b+c, där likhetstecknet gäller blott om a=b och c=d. 
Men ur denna olikhet framgår, då till hvartdera membrum 
adderas —(c-+d), den sökta olikheten a—c>b—d. 

Härur sluta vi åter följande viktiga sats, som oupphör- 
ligt kommer till användning: 


Om talen a och BP båda ligga mellan gränserna a och b ("> a), är 


la—BPI|<b—a. 
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Enligt antagandet är a< «<< bocha<B<b. Ur olik- 
heterna « < b, 8 > a följer enligt föregående korollarium &« — 
<b— a, och ur olikheterna « > a, 8< b följer på samma sätt 
a—-fPf>a—b=—(b—a). Skillnaden «—$£ ligger således 
mellan b—a och —(b— a), hvilket är liktydigt med att dess 
numeriska värde är mindre än b—a. | 

Riktigheten af ofvanstående sats framgår omedelbart 
för åskådningen om vi representera talen «, £, a, b medels 
punkter på en rät linie. Intervallen (c, 8) utgör nämligen 
en del af intervallen (a,b) och dess längd |o— f | är följakt- 
ligen mindre än längden b—a af sistnämnda intervall. 

För hvarje gifvet tal a är tydligen —|a|£<a<|a|, där 
det senare likhetstecknet gäller om a är positivt, det förra 
om a är negativt. Hafva vi ett ändligt antal gifna tal, 
A1, A2,' tt, An, Och addera olikheterna 


= 1041 £ 0: Ela: |) Tao) La fas HANSEN 

erhålles 

ora (CER fart PE Kn ne gr ER fa a a ET 
<lal+lasl + +lasl, 


hvarvid likhetstecknet till höger gäller blott om talen a,, 
..., 4» alla äro positiva, likhetstecknet till venster blott om 
de alla äro negativa. I dessa speciella fall är således det 
numeriska värdet af summan aj tad, te: ta, lika med 
lar | tlaal +: +la,l), i hvarje annat fall är detta värde 
mindre än |a,|+las|+:::+la.|. Vi hafva således följande 
viktiga sats: | 

Det numeriska värdet af en summa af ett ändligt antal 
termer är mindre än eller lika med summan af termernas nu- 
meriska värden; likhet inträder blott om termerna alla hafva 
samma tecken. 


I fråga om multiplikation gäller för olikheter följande 
fundamentala regel: 


Om a > Db och faktorn k är positiv, har man 


käk, 


Ae | 43 
d.v.s. en olikhet blir bestående om hvartdera membrum multipli- 


ceras med samma positiva faktor. 
Ar a>b och faktorn k negativ, har man däremot 


ka < kb, 


d.v.s. en olikhet förbytes i den motsatta om hvartdera membrum 
multipliceras med samma negativa faktor. 

Enligt antagandet är a=b+Jd där J”>0. Härur föl- 
jer ka=k(b+d)=kb+kd. Är nu faktorn k positiv, har 
man £d>0 och således ka >kb; är k negativ, har man 
däremot kd <0 och således ka < kb, hvarmed satsen är 
bevisad. 

För k=—1 följer speciellt att, om a>b, man har 
—a<—b. | 

Såsom korollarium erhålles satsen: 


Om a>b och c>d, och om talen a,b,c,d alla äro posi- 
a 


tiva, gälla olikheterna ac > bd och 5 SR 


Ur a>b följer nämligen genom multiplikation med 
faktorn «<, hvilken enligt antagandet är positiv, olikheten 
ac>bc, och ur c>d följer, genom multiplikation med »b, 
olikheten be > bd. Alltså är ac”> bd, och genom multiplika- 
tion med den positiva faktorn a följer häraf 5> ct 


Vi anföra ännu en allmän sats som erhålles genom 
kombination af de föregående, och hvilken äger en synner- 
ligen vidsträckt användning inom Analysen. 


EINE Vi0a rer ORT AYO POSHIVAG HAL, LOCK OM UT Veg vand 
beteckna godtyckliga reella tal af hvilka det största är =M och 
det minsta =m , är 


RR RV a täly og Ugn ost Ur 
<M(ao,j tat: tan); 


hvarvid likhet inträder blott om M=27 och talen w,,...,wn Så- 
ledes alla äro lika. | 
Enligt antagandet är för hvarje index » 


mc ur SM 
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och härur följer, genom multiplikation med den positiva fak- 


ORM EC; 


Då vi successivt sätta v=1,2,...,n och addera alla dessa 
olikheter, erhålles det sökta resultatet. 
Slutligen anföra vi följande intressanta korollarium af 
ofvanstående sats: | 
Om nämnarena i bråken a ens ER alla hafva samma 
1 2 
tecken, ligger värdet af uttrycket 


dy dat ER 
by tba ter On 


mellan det största och det minsta af dessa bråk. 


Vi införa för de gifna bråkens värden beteckningarna 
Ad, da An 
VPN ÄG ne ER a 


samt beteckna med M det största och med m det minsta af 
dessa. värden. - Då är (aj =>d, Udo = DUNN 
hvaraf 


ar tätt tän=bi Ur tog Ut ton Un: 


Enligt föregående sats erhålles följaktligen, om vi antaga 
att nämnarena b,,...,b, äro positiva, 


m (b, +b, ris se ba) 0 Rane RR 
SM (OTTITTE ag må 


Genom division med det positiva talet (db, +Fbaot: cc +bi) 
följer härur FST 


da An 
öd a bn 
Vårt resultat reducerar Si då till den kända satsen: Om 
flere bråk äro sinsemellan lika, är hvart och ett af dem 


Likhet inträder blott om M =Mm, d. v. 8. om 
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lika med det bråk som har summan af täljarena till täljare 
och summan af nämnarena till nämnare. 

Om de gifna bråkens nämnare alla äro negativa, be- 
höfva vi endast ändra tecknet för täljaren och nämnaren i 
hvarje bråk, hvarefter ofvanstående bevis är tillämpligt. 


Öfningsuppgifter: 


1) Bevisa att det aritmetiska medeltalet af vissa gifna tal ligger 
mellan det största och det minsta af dessa tal. 
2) Bevisa riktigheten af olikheterna 


lial—Tdl] 


TE Svd 


lJe+d 
och afgör i hvilka fall likhetstecknen gälla. 
3) För hvilka värden zx äga följande olikheter rum: 


a+b| lIlal+l|b] 
AA 


el —-1d] 


1 VIEN 1 2x—1 RSS sa 
fr ES feta SA Ra | 


4) Bevisa riktigheten af följande olikheter (genom att bringa skill- 
naden mellan de betraktade uttrycken under en sådan form att dess 
tecken omedelbart framgår) och afgör när likhetstecknen gälla: 


Vab < Fo (a och b äro positiva); 
fat Fö je dd). (det od)”; 
SS >Va+WVb, (a och b äro positiva); 


(a? + ar ++ ay) (Od ++ by) > (0 dy + ad trrr tan by) 


Göth kela besked 


9. Rationella och trigonometriska funktioners kontinuitet. 
Allmänna satser om funktioners kontinuitet. Fullständig induk- 
tion. — Vi skola nu systematiskt undersöka de elementära 
funktionerna med afseende å deras kontinuitet, och göra här- 


vid början med potensen Xx”, där n är ett positivt helt tal, 
samt funktionerna sin x och cos zx. 
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19, Då argumentet x förändras från värdet x, till vär- 
det £,=2x,+A2z, erhåller funktionen x” tillväxten 


+ 


A:(x”)=(Zo FAL) SK) ELKO 


Vi skola visa att |A (x”)| kan göras mindre än ett föreskrif- 
vet, godtyckligt litet positivt tal £, genom att |Ax| göres 
tillräckligt litet. 

För detta ändamål använda vi den viktiga identiteten 


(20) FASS Nå (a — Db) (a IF at Der ÖRTER 


hvilken omedelbart verificeras genom utförande af multipli- 
kationen i högra membrum eller genom division af a” —b” 
med a—b. Med hjälp af denna identitet erhålles, då 
ör, ÅRA | 


A (2) = AR (gr Flon lg enn RR 
hvarur följer, enligt satsen s. 42, 
|A (X)| EAT elelr +). 
Då |zil=|/xo + AX|E|xo|+|Ax| och” jämväl |z,|/E 
ol + |AX|, är enhvar af termerna inom parentesen < (| x,|+ 


'Ax|)”””, och då antalet termer är n, är deras summa 
« On (|ey)] +] Ac|)"—”', så att vi erhålla 


ATV n ARTIN E]ARN ET 


Om vi först pålägga | Ax | t. ex. villkoret | Ax | <1, följer 
härur 


[DFT EAT BPT AE 
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Högra membrum i denna olikhet blir mindre än & om JAx| 
ytterligare underkastas villkoret 


NG CE 2055 ARN 
RÖLSSEIENPNES 
Alltså är säkert IA (x)| <e för alla värden Ax som sam- 
tidigt uppfylla villkoret |Ax|<1 och ofvanstående olikhet, 


hvarmed vi bevisat att funktionen x"” är kontinuerlig för hvarje 
värde x. 


20, Vi gå till funktionerna sinx och cosx. Då zx för- 
ändras från xx, till xz,+ Ax, erhålla dessa funktioner till- 
växterna 


Å sin x = sin (x, + Ax) — sin vy, A cos x=C08 (Z, FAX) — Cos xp. 


Om vi på vanligt sätt representera sin x och cos x med hjälp 
af en cirkel med radien 1, hvarvid | x| tillika anger längden af 
den mot vinkeln x stående bågen, äro Asinx och Acoszx, 
| såsom af vidstående figur framgår, på 
: tecknet när lika med kateterna CD och 
BDi en rätvinklig triangel hvars hypote- 
4 nusa BC utgör den mot bågen Ax stående 
kordan. Då nu kordan är kortare än 

bågen, följer härur 


JA 


A 


IAsin nl SAP plAcosns lår, 


där likhetstecknet gäller blott för Ax=0. Göra vi | Ax |< e& är 
således äfven |A sinx|<Le och |A cosxr| Le, xc, må vara 
hvilket värde som helst. Vi hafva härmed visat att funktio- 
nerna sin x och cos x äro kontinuerliga för hvarje värde x. 


39. För att komma vidare, bevisa vi först några all- 
männa satser. 

Om funktionen f(x) är kontinuerlig för x=>=, är funktionen 
Cf(x) det äfven, då C är en godtycklig konstant. 


Då x får tillväxten Ax, ökas Cf(x) med 


Cf(zo+t Ax)— Cf (20) = C[fl(Zo+ Ax) —-fl(x)1=CAFf. 
[el 
och detta är säkert möjligt då f(x) enligt antagandet är kon- 


Vi erhålla | CAf| < 2 om Vi göra [AX] så lterattsmNa et 


tinuerlig för x=2X,. 


Om funktionerna ur (Xx), us (x),..., Un (Xx) alla äro kon- 
tinuerliga för argumentvärdet x=2Xx,, är deras summa 


S (x) =: (X) + us (LC) +: + Un (2) 


äfven kontinuerlig för detta värde. 


Vi hafva nämligen 
AS=Aui tu tt AU, 


om vi för korthetens skull med AS, Au,,... beteckna de 
tillväxter funktionerna $S(x), ui(x),... erhålla då x för- 
ändras från x, till x, FAX. Då nu wu, (x) är kontinuerlig 
för x=2X,, kunna vi bestämma ett sådant positivt tal d, att 


CY så Shart | AM << Os 
Likaså existera positiva tal d.,...,d,, sådana att 


Aus l<3 så snart |Ax|< dz, 


ee OA Kr ARTE så AL ING OB DIE DE NEN NEAR 


[Sin ST så snart MAN ER e 


Om vi med d. beteckna det minsta af talen Ösd rn rer 
och om vi pålägga Ax villkoret | Ax|< 0, äga de otvan- 
stående nn olikheterna samtidigt rum och vi erhålla således 


(AST E|Aui|+FlAusl tr tHlAUrl. <<, 


hvarmed satsen .är bevisad. 
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Genom kombination af de två ofvan bevisade satserna 
sluta vi att uttrycket 


C, wi (2) + Caouo (xx) + ct Chun (2), 


där C,,C2,..., C» äro godtyckliga konstanter, är kontinuer- 
ligt för x=2X,, om enhvar af funktionerna u; (x), us (x),..., 
un» (Xx) är kontinuerlig för detta argumentvärde. 

Härur följer speciellt att skillnaden u(x)—v(x) är kon- 
tinuerlig i hvarje punkt där såväl u(x) som v(x) är kontinu- 
erlig. 

Ur samma sats sluta vi vidare att ett polynom 

EE AR ETS Fån 1 An 
definierar en för hvarje argumentvärde kontinuerlig funktion. 

49, Vi bevisa härefter satsen: 


Om funktionerna u(x) och v(x) äro kontinuerliga för x =, 
är deras produkt u(x) v(x) det äfven. 


Om vi sätta 
u(Xy+t AX) =AuUu(x)) +FAU, vVAXy+t AX) =v(x)) + Av, 
erhålles för tillväxten af produkten u(x)v(x) uttrycket 
A [u (2) v(x)]=2 (X) + Ax) v(xy + AX) — ulxy) vx) 
=v(x)) Au H+Hulx,)Av+ AuAv 
=v (9) Au +(u(xo) + Au)Av. 


Emedan wu (x) är kontinuerlig för zx=2X,, kunna vi bestämma 
ett positivt tal d, sådant att 


|v (xo) Au |<5 eller |Au|<3 FÖRENAR << 0Rr 


SENOR 
lv (xo) | 
Härur följer 
E 
| (2 (20) +AuJAv|S< ( u (20)| SER ar Av], 


+ 
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där likhetstecknet gäller blott om Av=0. Enär v(x) är 
kontinuerlig för z=2,, kunna vi vidare bestämma ett posi- 
tivt tal d, så att 


é & | & så ; 
ulx = TlA vis för Ar ÖNA 
(12 (20) I törer ) AVI <E för JAI <> 
Om d betecknar det mindre af talen d, och d;, bestå de 
ofvanstående olikheterna samtidigt för | Ax|<d, och vi sluta 
häraf att 


| 4 [u (xc) v(X)I)] <<6 så snart |AT|)ENIE 


hvarmed satsen är bevisad. 
Denna sats låter generalisera sig som följer: 


En produkt af ett ändligt antal funktioner är kontinuerlig 
för ett gifvet argumentvärde, om hvarje faktor är kontinuerlig för 
detta värde. 


Vi betrakta först en produkt af tre funktioner, 


ur (£) us (x) uslx), 


hvilka alla antagas kontinuerliga för x=Xx,. I det vi sam- 
manfatta de två första faktorerna till en, kunna vi upp- 
fatta detta uttryck såsom en produkt af två faktorer, nämli- 
gen 2, (2x) ua (x) och usl(xr):; Hvardera faktörnear mon 
nuerlig för x=>2X,,u3 (x) enligt antagandet och wu, (x) us (Xx) 
på grund af den ofvan bevisade satsen. På grund af samma 
sats är således äfven dessa faktorers produkt kontinuerlig för 
zx=2,, och vår sats är sålunda bevisad för en produkt af 
tre funktioner. 
Hafva vi en produkt af fyra funktioner, 


us (x) u2(x) us (Xx) usb), 


af hvilka enhvar är kontinuerlig för x=2x,, kunna vi åter 
uppfatta denna såsom en produkt af endast två faktorer, 
nämligen «wu, (£) us (Xx) us(x) och u,(x). Den första fak- 
torn är kontinuerlig enligt hvad just bevisats och u,(x) är 
det enligt antagandet. På grund af den ofvan bevisade sat- 
sen är produkten af dessa två faktorer då äfven kontinuerlig, 
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och vår sats är härmed bevisad för en produkt af fyra funk- 
tioner. 

Satsen utsträckes härefter till en produkt af fem funk- 
tioner, i det vi sammanfatta fyra faktorer till en enda, där- 
efter till en produkt af sex funktioner, o. s. v. För att bevisa 
dess allmängiltighet, synes det således som om vi vore tvungna 
att upprepa vårt bevisförfarande oändligt många gånger. 

Emellertid kan hela denna oändliga kedja af likartade 
bevis sammanfattas i ett enda, i det vi ådagalägga att, om 
vår sats är riktig för en produkt af n funktioner, gäller den 
äfven för en produkt af n+1 funktioner, hvarvid n kan vara 
hvilket som helst af talen 2,3;4,..... 

Vi betrakta således produkten 


(21) ur (X) u2 (Xx) un (XL) Un+102), 


där hvarje faktor antages kontinuerlig för x=2x,. Densamma 
kan uppfattas såsom en produkt af endast två faktorer, 
nämligen wu; (Xx) us (Xx): un (xx) och un+ilx). Den förra af 
dessa faktorer är, kontinuerlig för x=7x2Xx, emedan vi antaga 
vår sats riktig för en produkt af » faktorer, den senare fak- 
torn u,+1(2x) har direkt antagits kontinuerlig för x=2X,). 
Då vi nu tidigare ådagalagt att en produkt af tvenne konti- 
nuerliga funktioner själf är kontinuerlig, är härmed bevisadt 
att produkten (21) är kontinuerlig för x=2x,. Vår sats är 
således riktig för en produkt af n+1 faktorer om den är 
riktig för en produkt af » faktorer, h. s. b. 

Vi sluta ur detta bevis att den betraktade satsen gäller 
allmänt, antalet faktorer må vara hvilket som helst. Ty vi 
ha tidigare direkt ådagalagt dess giltighet för en produkt af 
två faktorer. Men då den gäller för två faktorer, är den, 
enligt ofvanstående bevis, äfven riktig för 2+1, d. v. s. tre 
faktorer, då den är riktig för tre faktorer är den, enligt 
samma bevis, äfven riktig för 3+1, d. v. s. fyra faktorer, 
o. 8. v. Den gäller sålunda för hvarje antal n faktorer, ty 
hvarje positivt helt tal n erhålles genom successiv addition 
af enheter. | 

Den bevismetod af hvilken vi här gjort bruk benämnes 


o 


fullständig induktion, eller äfven, med afseende åa resoneman- 
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gets form, bevis från n till n4+1. Denna metod är af en så 
ingripande betydelse för hela Analysen, att den kan betecknas 
såsom en af dess logiska grundvalar. Exempelvis har man 
gång efter annan att stödja sig på fullständig induktion, då 
det gäller att logiskt bevisa allmängiltigheten af räknelagarna 
för hela tal. 


59, För en kvot af två funktioner gäller satsen: 


Om funktionerna u(x) och v(x) äro kontinuerliga för argu- 
mentvärdet x,, är kvoten Te det äfven, förutsatt att nämnaren 


v (x) icke försvinner för kL=XX4. 
Man har, med bibehållande af den tidigare använda be- 
teckningen, 


v(z)) vlzotAz) vl(2) vl(zo) FAV — V(T0) 


v (xo +t AX) vlc)  vl(xo) + Av v (xo) 


(=E) ulxz, + Ax) UU (Co) - ul(xo) FÅ U Uu (Co) 


— v (xo) Au—ul(c,)Av 
 v(x)) (v(e)+Av) ? 


hvaraf vi, enligt reglerna för kalkyl med olikheter, sluta 


| CN |v(aeo) IA ull ubeod Al 
I lot2' = tolzo Hz) Av] 


IA 


Vi skola visa att högra membrum kan göras < & genom 
att | Ax| väljes tillräckligt litet. För detta ändamål bestämma 
vi först ett positivt tal d, så att t. ex. 


föl för |Az|< dy, 


hvilket är möjligt då, enligt antagandet, v (2,) är olika noll 
och v(x) kontinuerlig för x=X,. Ur denna olikhet följer 


2 (xD 


2 2 


lot) ARN RN 


och således 
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Ala (| v (20) Au + luck), 


v (Xx) FER 


där likhetstecknet gäller blott om summan inom parentes har 
värdet 0. På grund af de betraktade funktionernas kontinui- 
tet kunna vi vidare välja tvenne sådana positiva tal, d, och 
öst att 


Au] <3 förtEll ask 0 


| v (x)| 


lul(xo)] 


Iv (20) 1 


Av [<> uförspAsl <d3 


Om vi med d beteckna det minsta af talen d,,d,,0d,, är då 


AGE) ue för. I Axl d. 


hvarmed satsen är bevisad. 

Då tidigare bevisats att ett polynom är kontinuerligt 
för alla argumentvärden, kunna vi ur ofvanstående sats ome- 
delbart sluta att en rationell funktion 
ak” FAR” Fort Ano i CT An 


USE ANDRES KEANE BAR Öm 


är kontinuerlig för hvarje värde x för hvilket nämnaren är skild 
från noll. 
Ur samma sats sluta vi vidare att funktionen 


sin x 
COS x 


tang x= 


är kontinuerlig för alla värden x med undantag af de värden 


7 : NS : ud 37 DA 
SRA Cost nlörsVvinner,! div. SAdS= TT sr klögf ll g acc.) 


samt likaså att funktionen 
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är kontinuerlig utom i punkterna x=0, + Tx, + 27, jaaa 3, 
hvilka äro nollställen för sin x. 


69. Vi ernå en väsentlig generalisering af de vunna 
resultaten med hjälp af en allmän sats om sammansatta funk- 
tioners kontinuitet. Vi hafva först att precis definiera be- 
greppet sammansatt funktion, hvarom i slutet af n? 2 redan i för- 
bigående talats. 

Vi betrakta en funktion af variabeln x,q(x), som är 
entydigt definierad inom en viss intervall (a,b), samt en 
funktion af en annan variabel y,f(y), hvilken är entydigt 
definierad för de värden y som ligga inom en viss annan 
intervall (A,B). Vi antaga att hvarje värde som funktio- 
nen g(x) antar inom intervallen (a,b) ligger mellan grän- 
serna A och B. 

Om vi då mellan variablerna x och y uppställa be- 
roendet 


y =p (x), » 


öfvergår f(y) i en funktion af x, som kan betecknas 


f (P9 (x));, 


och hvilken är entydigt definierad inom intervallen (a,b). 
Ty mot ett gifvet värde x, mellan a och b svarar, enligt vårt 
antagande, ett bestämdt värde y,=qg(x,) som ligger mellan 
A och B, och mot detta värde y, svarar åter ett bestämdt 
värde af funktionen f(y): 


f (yo) = (9 (xo). 


Mot hvarje värde x inom (a,b) svarar således ett fullt be- 
stämdt värde af funktionen f(9 (x)). 

Denna funktion säges vara sammansatt af funktionerna £ 
och & ; f är den yttre, & den inre funktionen. 

Då exempelvis funktionen Log y är definierad för y > 0, 
och då funktionen y = sin x antar positiva värden inom en- 
hvar af intervallerna 


2nä<0c<(2n +), ANS )TTILRSENE 


do 


utgör Log sin x en sammansatt funktion af x som är entydigt 
definierad inom dessa samma intervaller. 

Vi bevisa nu följande sats, i det vi bibehålla de ofvan 
införda antagandena och beteckningarna: 

Om funktionen &q (x) är kontinuerlig för x=2x, och funk- 
tionen fly) för y=yYy,, där y, =P (£)), är den sammansatta 
funktionen f (9 (x)) kontinuerlig för x=x2,. 

Vi gifva x ett nytt värde x, + Ax inom intervallen (a,b). 
Funktionen y=yg (x) antar då ett bestämdt värde 


p( Lot AX) =Y) + Ay, 


hvilket ligger mellan A och B, och den sammansatta funktio- 
nen f(w/(x)) får således ett fullt bestämdt värde f (y,+tAy). 
Mot tillväxten Ax af variabeln x svarar sålunda tillväxten 


Af (p(z) =flyo+t Ay)—Flyo) 


af den sammansatta funktionen. 
Då nu £f(y) är kontinuerlig för y=y,, finnes det ett 
sådant positivt tal d att 


IF (yot Ay) —-Flyo)|<e för |Ay|<0. 
Men Ay=g(x,+ Ax) — g(x) och funktionen & (x) är enligt 
antagandet kontinuerlig för x=Xx,. Det finnes således ett 
positivt tal d' sådant att 
FY <ErörFOmE (AS ret OM 
Genom kombination af dessa olikheter sluta vi att 


KAP (Tr))I<<.s så snart ölAXH < dy, 


hvarmed satsen är bevisad. 
Ur denna sats följer t. ex. att funktionerna 


(BIND) S, Sin (To), SI0 (COS X), 


om n är ett positivt helt tal, äro kontinuerliga för hvarje 
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argumentvärde, att funktionen sin E är kontinuerlig för hvarje 


värde utom x=0, samt att funktionens 


x—1 
tang (FF) 
kontinuitet upphör endast i punkten x=-—1, där den inre 


funktionen 2 blir oändlig, samt i de punkter där värdet 


af - sammanfaller med något af de värden, (2n—+ 1) a 


(n=0,+1,+2,---+), för hvilka tangenten blir oändlig, d. v. s. 
i punkterna 
LI 20) E 


SR TATA Sa (n=0, FT, P2 
1-(20+1)3 


Öfningsuppgifter: 


1) Bevisa att funktionen Vx är kontinuerlig för hvarje positivt 
värde x. 

2) Undersök på geometrisk väg kontinuiteten af funktionerna 
arc sin x och arctangzx. 

3) Undersök följande funktioner med afseende å deras kontinuitet: 


RES å tan (=) 
ESCO SKA 8 INTERS 


10. Några satser om polynom. — Vi påminna först om 
följande elementära sats, som är af grundläggande betydelse 
för ekvationsläran. 


Om polynomet 


flr) ay" dy ER ren OR 


där a, £0, antar värdet 0 för x=2x,, är det jämnt divisibelt 
med x—X, d. v. s. man har identiskt!) 


(22) f(x) =(x—-2:) 71 (2);> 


!) En likhet, i hvilken ingå variabla kvantiteter, säges äga rum 
identiskt, om den består för alla värden af dessa kvantiteter. 
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hvarvid fi(x) är ett polynom af graden n—1 som börjar med 
termen ay”? 

Bland de olika bevisen för denna sats är följande af 
FERMAT angifna måhända det enklaste. 

Vi göra i polynomet f(x) substitutionen x=2x,+h, 
hvaraf h=2 — x,, samt utveckla hvarje potens xt =/(2x, + h)" 


enligt vanliga multiplikationsregler. Härvid erhålles (x, + h) 
= ett polynom af graden & med afseende å h, i hvilket koef- 


ficienten för h"” är 1 och den af h oberoende termen är x,". 
Alltså öfvergår f(x)=f(zxi+h) i ett polynom af n'? gra- 
den, där termen med h”, som erhålles endast ur den första 


termen a,(x, +h)” i f(x, +h), har till koefficient a,, och 
där den af A oberoende termen är lika med summan 


äg FAL Re å, ka An; 
d. v. s. lika med £(zx,). Vi kunna således skrifva 
fl +h)=aoh" +d hb herr +db, sh + (21) 
= (RFA lag kod ker td, 


där bi,ba,...,ba—1 äro vissa konstanta koefficienter, hvilka 
vi här icke behöfva uträkna. 
I den erhållna identiska likheten ersätta vi åter h med 


ox—2, och således x,+h med x. Då hvarje potens h"= 
(x—2,)" ånyo utvecklas genom vanlig multiplikation, öfver- 
går uttrycket (a, hh” '—+b, SN b, ,) i ett polynom 


fi (2) af (n— 1)” graden i x, där koefficienten för x”—" är 
av. Alltså erhålles 
(23) f(r)=fl(zi) + (Z— Xi) fi (2). 


Detta resultat gäller oberoende af hvilket värde x, har. 
Välja vi speciellt för x, ett sådant värde att f (x,) =0, redu- 
cerar sig (23) till (22), hvarmed. vår sats är bevisad. 


Ett annat bevis för denna sats grundar sig på den 
tidigare använda identiteten (20) s. 46. Vi bilda skillnaden 
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f(x)—fl(z:), där x, till en början åter är ett godtyckligt 
värde. Då subtraktionen utföres term för term, erhålles 


f(x) — (xi) 
=a0 (2"—- 2") + ( - ) FE Ht An 1 (2-2). 


Vi tillämpa nu nämnda identitet på hvarje term i högra 
membrum och finna härvid, då faktorn x—2x, utbrytes, 


(23) f(x)—f(21) 


SN. n— 2 
=(X—21) (a, Xx” + X Foot FAR 
där koefficienterna qa',,...,&',—-n hafva värdena 


A= 00 La Ag 
a' =A LK)? FA Li TA; 
As =S0gRP FA Li FAR Ly TF Ag, 


, 


—1 —2 
PN SAR Flag Fo FF Anp o2LA FF An 1: 


Likheten (23) är densamma som (23), men vi hafva 
här tillika erhållit värdena för koefficienterna i polynomet 


fi (2). 


Regeln för polynoms division ger oss slutligen ett tredje 
bevis för ifrågavarande sats. Vi dividera f(x) med x—X,, 
och fortsätta divisionen tills vi komma till en rest RB som 
icke beror af x och således innehåller endast x, samt poly- 


nomets koefficienter. Kvoten är då ett polynom fi (x) af 


graden n—1 med a,x””—' såsom första term. Resten R har 


erhållits genom att från dividenden f(x) successivt subtra- 
herats produkterna af divisorn x— Xx, och de olika termerna 
i kvoten £,(x), och vi hafva således 


flr)-(£—-2)fi(cC)=E, 
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hvilken likhet består identiskt, d.v.s. för hvarje värde z. 
Sätta vi speciellt x=>2X,, reducerar sig venstra membrum till 
£(x,). Resten BR, hvilken som sagdt icke beror af x, har 
således värdet £f(x,), och vi återfinna följaktligen likhe- - 
ten (23). 


Om polynomet f(x) försvinner för x, och dessutom 
för sett annat värde x,, är enligt (22) (r,—Xx,)f: (x3)=0. 
Dan, =, 0, följer härur att ff, (x3)=0, ty en produkt 
är noll blott om någon af dess faktorer är noll. Polynomet 
fi (xc) antar således värdet 0 för x=72, och kan följaktligen, 
enligt ofvan bevisade sats, skrifvas under formen (x—232) f2(x), 
där £f. (x) är ett polynom af graden n — 2 med a, såsom koef- 
ficient för x”””. I detta fall är således 


f (2)=(2—21) (2— 232) fi (2). 


Om f(x) försvinner för ett tredje värde xz;, skildt från 
xx, och 2,, inser man på samma sätt att ur £, (x) kan ut- 
brytas faktorn (x—2X3), och genom att fortgå på detta sätt 
finner man att, om polynomet f(x) försvinner för n — 1 olika 
MArGdön Ci Cojser) Ca 19, det kan. skrifvas under formen 


FE UM Tra (RT Lå) Jar (BG 


där f,-1(2x) är ett polynom af formen a,x+)b. 

Om f£(x) försvinner ännu för ett värde x, som är olika 
de föregående, måste man hafva f, 1il(X,)=a,0X, +b=0, 
hvaraf följer b=— a, X,, fa—1(Z)=0,09 (2 —X,), och således 


(24) f (£)=a,(2—2;) (2—2)" >> (X—2L, 


Ur denna framställningsform för polynomet f(x) sluta 
vi att detsamma icke försvinner för något värde x som är 
Olikär Ti, Loge. kk. IYy för ett sådant värde är hvarje fak- 
tor i högra membrum af (24) olika noll och således äfven 
deras produkt skild från noll. Alltså: 

Ett polynom af graden n kan icke försvinna för flere än n 
olika värden af argumentet. 
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Hvarje polynom af n' graden med afseende å x, som an- 
tar värdet 0 för n olika värden, Xi,X2,...,; La, kän skrifvas 
under formen (24), där ay, är en konstant som är lika med 
koefficienten för x” i det gifna polynomet. 

Ur förra delen af denna sats följer korollariet: 


Om tvenne polynom, & (x) och w(x), hvilkas gradtal äro 
<n, till sitt värde öfverensstämma för n + 1 eller flere sinsemellan 
olika argumentvärden, äro dessa polynom identiska, d.v.s. de 
äro af samma grad och deras motsvarande koefficienter äro lika. 


Ty i motsatt fall vore skillnaden &(x)— w(2x) antin- 
gen en från 0 skild konstant eller ett polynom hvars grad 
vore <n. Emellertid försvinner denna skillnad, enligt vårt 
antagande, för åtminstone n + 1 olika värden x, och vi stöta 
således i hvartdera fallet på en motsägelse. 


De ofvan anförda satserna och bevisen gälla utan nå- 
gon förändring om de däri ingående kvantiteterna hafva 
komplexa värden, d. v. s. värden af formen a +ib, där a och 
b äro reella tal och där symbolen i är definierad genom lik- 
heten :?=—1. Ty i bevisen hafva vi stödt oss uteslutande 
på reglerna för de fyra enkla räknesätten samt på satsen 
att en produkt försvinner blott om en faktor är noll, och 
denna sats och dessa regler bibehålla sin giltighet för kom- 
plexa tal. Sedan vi i sista kapitlet af denna lärobok bevisat 
att, inom det utvidgade talområde som omfattar alla reella 
och komplexa tal, hvarje polynom försvinner för åtminstone 
ett värde af variabeln, eller, annorlunda uttryckt, att hvarje 
algebraisk ekvation har åtminstone en rot, hvilken sats går 
under namn af Algebrans fundamentalsats, kunna vi således af 
de ofvan bevisade resultaten sluta, att hvarje polynom af 
n'e graden på ett och ett enda sätt kan upplösas i en pro- 
dukt af formen (24), där a, är koefficienten för x” och där 
Li, Loy... > Ca Aro reella eller komplexa tal, hvilka icke alla 
behöfva vara olika. Vi återkomma längre fram utförligt 
till dessa frågor. 

Här vilja vi ännu bevisa följande viktiga sats om poly- 
nom, i det vi åter inskränka oss till det reella talområdet: 


Hvarje algebraisk ekvation af udda grad med reella koeffi- 
cienter har åtminstone en reell rot. 
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Vi betrakta således ett polynom med reella koefficienter 
f(Z) agg" Fare less e tan 1X+0n, (000), 
hvars gradtal n är ett udda tal, och vilja bevisa att det fin- 
nes åtminstone ett reellt argumentvärde för hvilket detta 


polynom antar värdet 0. 
För detta ändamål skrifva vi f(x) under formen 


(25) Ar) a et +P (z)], 
där &(x) betecknar uttrycket 


SÄLE a Mad bAaA DRA TR AL 
EA SA a av C? 


och visa främst att |q (x)| är mindre än 1, och således 


summan 1—+9 (xx) positiv, så snart |x| öfverskrider en viss 
gräns. 


Om vi med M beteckna det största af talen - /j S NS 
=, erhålles 
da 1 do | Eje än 15) 
KICESEN Ita Nie aan 
Jå 1 |? |. fe 
EE SRA sade 


Men man har (jmf. identiteten (20) s. 46) 


FN |1 
a-l):(-13) 
Iz la] 
hvilket uttryck, om 3 <1 eller |x|] > 1, är mindre än 
äl] ( 3 N 1 
—-j i l1—l1—-1]= z 
E FR 
För |[z|> 1 är således 


M 
[p(x)|< 


fela 


Benga to 


EE 


och vi erhålla följaktligen |q (x)| <1 om vi ytterligare på- 
lägga x villkoret 


M 
fs eller |[r|>M+1. 
4 Hiällänad 
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Då detta i sig innefattar det tidigare villkoret |x|>1, se 
vi att olikheten | 9 (x)| < 1 säkert är uppfylld om |x |> M+1, 
d.v.s om x>M+1 eller x<—-(M+1). För alla dessa 
värden x är således summan 1—+ 69 (x) positiv. 

Enligt (25) följer härur till en början att f(x) AO om 
Iz/>M+1; med andra ord, om ekvationen f(x)=0 öfver- 
hufvud har reella rötter, ligga dessa mellan gränserna — (M+1). 
och M+1. Detta resultat gäller oberoende af om talet n 
är jämnt eller udda. 

Om ” är udda, kunna vi vidare sluta ut (255 datt 
detta fall ändrar tecken samtidigt med x, att polynomet f(x) 
har motsatta tecken för x=—(M+1) och för x= M+1. 
Men ett polynom är, såsom vi bevisat, kontinuerligt för hvarje 
argumentvärde, och en kontinuerlig funktion kan icke ändra 
tecken utan att gå genom 0. Alltså finnes det mellan 
—-(M+1) och M+1 åtminstone ett värde för hvilket det 
betraktade polynomet antar värdet 0, h. s. b. | 


fningsuppgifter: 


1) Hvilket är det polynom af tredje graden som försvinner för 
x=-—3, 0,7 och antar värdet — 6 för xv=1? 
2) Rötterna till ekvationen 


ak FA, LHF As XF As =0 


må betecknas med x,,z.,,x3;. Hvilka relationer äga rum mellan dessa 
rötter Eå ekvationens koefficienter? Generalisera resultatet till en ekva- 


tion af n'? graden. 
3) Bilda ett polynom f(x) af lägsta möjliga grad som uppfyller 
villkoren 


f(-1)=-2,f(0=- 1; fA)=- 2, CA 


11. Lagrange's interpolationsformel. — Vi ställa oss upp- 
giften att bilda ett polynom af så låg grad som möjligt som 
för n olika argumentvärden 


(26) ENE PR Kr ALAA RA ON 
antar föreskrifna värden 


(27) Fa EVA bee DRG Kr 
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Vi lösa först det enklare problemet att finna ett poly- 
nom fi (xc) af lägsta möjliga grad, som för x=>xX, antar vär- 
det <Anroch för xX,;x3;;...,2, Värdet 0. Enligt satsen 
s. 359—60 är det sökta polynomet af graden n—1 och kan 
skrifvas under formen 


C(x.— 22) (2-3): (XLR), 


där C är en konstant. Denna bör bestämmas så att uttryc 
Katctantaärivardet 4, för x=2,, dv. 8. att 


C(x1— 2) (Xi — Lz) (LL) =A1) 
hvaraf följer 
ÄN 
SE (23-02) (00 Ca) (Xi LA) | 


Det sökta polynomet är således 


(0 — CI) (LC — CL): (LC — CN) 


fi (x)=A 


(er aa (ER Baer (Ra CR) 


Vi konstruera på detta sätt, för hvart och ett af vär- 
dena »v=1,2,..,n, det polynom f(x) af graden n—1 som 
för x=X, antar det föreskrifna värdet A, och försvinner för 
alla öfriga värden (26), samt bilda härefter summan af alla 
dessa polynom: 


tl) = (CL) + falr) Tr +tfa (0), 
eller, fullständigt utskrifvet, 


(v CL) (CL Ls) (LX — La) 


t(x)=A, (23 — z3) (21 — Cs): (Ci LR) 
(x —0:) (0 —- 03): (Tr — CH) 
(28) SEE VT or Jao) 
+ 
RA (TR) (0 TE) 


i ENE Ian Jere (DA LA) 
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Detta uttryck 2 (xx) ger oss, då de betecknade opera- 
tionerna utföras, ett polynom af x, hvars gradtal säkert icke 
öfverstiger n — 1, men väl, i speciella fall, kan vara mindre än 
n—1, då det ju kan hända att vid additionen termer taga ut 
hvarandra. 

Man Ööfvertygar sig nu omedelbart om att detta poly- 
nom L(x) för argumentvärdena (26) verkligen antar de 
föreskrifna värdena (27). Ty för x=2X, är f, (2C)=A, me- 
dän: fa (2), f3 (£),..., fa (Xx) alla äro NON CEVAEREEIee 
L(x,)=A,>; för 2=2> är ff. (2)=A4> MEdanfatkoerinen 
funktioner f, (x) försvinna, hvaraf £ (x,)= 43; 0. 8. V. 

Ur det s. 60 bevisade korollariet följer vidare, att hvarje 
polynom som för argumentvärdena (26) antar de föreskrifna 
värdena (27), om det icke är identiskt med £ (x), är åtmin- 
stone af graden » och således af högre grad än £ (xx). 

Lösningen till den uppgift vi ställt oss i början af denna 
paragraf utgöres således af polynomet £(x). Detta är det 
enda polynom som uppfyller de gifna villkoren och hvars gradtal 
är lägre än n. 

Beräkningen af polynomet £ (x) ställer sig något enklare 
om vi först söka skillnaden £(x)— 4,. Denna antar för 
de gifna argumentvärdena (26) värdena 


0, A,— Å,, A,—ÅA,,..., 4, — Ås; 
då vi tillämpa formeln (28), försvinner således den första 
termen i högra membrum och vi erhålla 

—£i)(L — Ls): (LC — LA) 
rv da ÄDT SS RR "(Co — Cn) 
JE 
(rr —x,)(x — 3): (x RA 
+(4, se 1) (fe NIE (EL 


Ra 
Liknande uttryck erhållas för 2 (x)— A;,L(r) — 43, 0.8. V. 


För att bilda 2(x) kan man äfven använda den s. k. 
metoden med obestämda koefficienter, i det man uppskrifver ett 
allmänt polynom af (n — 1): graden, 


2a—1 n— 2 
46 + Ai XL = AE a pe RER NS fs öl Rn 
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och bestämmer dess koefficienter så att detsamma för argu- 
mentvärdena (26) antar de föreskrifna värdena (27). Dessa 
villkor gifva oss följande n lineära ekvationer mellan de 
möobekantardj:;: dj, o3:; Ax 1! 


n— 2 


Rea lo fraga dn 


n—1 , n—2 
Ag L2 + ad: Lo ake sa ror Re DG 


Enligt hvad ofvan bevisats, äro vi säkra om att detta ekva- 
tionssystem ger oss fullt bestämda värden för koefficienterna 
Ag, Ai, .-..y An re Detta kan äfven direkt ådagaläggas med 
stöd af den allmänna teorin för lineära ekvationssystem. 

Det ofvan sagda finner en viktig tillämpning vid lös- 
ningen af interpolationsproblemet, hvilket kan formuleras som 
följer: 

Man känner värdena af en funktion f(x) för vissa argu- 
mentvärden, X,,X2o,..., Ca; det gäller att härur, så noggrant 
sig göra låter, beräkna funktionens värde for ett annat argument- 
värde Xx). 

I naturvetenskaperna står man alltid inför detta pro- 
blem då det gäller att ur observationerna härleda det värde 
en föränderlig kvantitet antar under föreskrifna betingelser. 
Men äfven i matematiken ställer sig ofta samma uppgift, 
nämligen i de fall då den gifna funktionen f(x) är så kom- 
plicerad att beräkningen af ett enskildt funktionsvärde er- 
fordrar vidlyftiga kalkyler. Har man ofta att göra bruk af 
funktionen i fråga, såsom t. ex. är fallet med logaritmen och 
de trigonometriska funktionerna, är det lämpligt att en gång 
för alla tabulera densamma, d. v. s. att beräkna funktionens 
värden för en följd argumentvärden och sammanställa dem 
i en tabell. Nämnda argumentvärden väljas härvid i all- 
mänhet ekvidistanta, d. v. s. så att differensen mellan två på 


1) Ligger detta värde x mellan det största och det minsta af vär- 
dena ZX,,...,<a, Säger man att det sökta funktionsvärdet erhålles 
genom interpolation, i motsatt fall genom extrapolation. 


9) 
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hvarandra följande värden är konstant. Sedan en dylik ta- 
bell uppgjorts, kan man medels interpolation därur approxi- 
mativt beräkna funktionen för argumentvärden som ligga 
mellan de i tabellen upptagna. HResultatets noggrannhet be- 
ror dels af funktionens förlopp, som kan vara mer eller 
mindre regelbundet, dels af huru tät tabellen konstruerats, 
d. v.s. huru liten differensen valts mellan två på hvarandra 
följande argumentvärden, dels af den använda interpolations- 
metodens noggrannhet. 

Själfva interpolationsförfarandet består, teoretiskt sedt, 
däri att den gifna funktionen f(x) inom en viss intervall 
ersättes med en annan funktion, /£, (x), hvilken med  till- 
räcklig noggrannhet ansluter sig till densamma och, å andra 
sidan, är till sin form så enkel att dess värde med lätthet 
kan beräknas för hvarje föreskrifvet argumentvärde. 

Det ligger härvid närmast till hands att såsom inter- 
polationsfunktion £, (x) välja ett polynom, samt att bestämma 
detta polynom så att det till sitt värde öfverensstämmer med 
£(x) i vissa af de punkter i hvilka denna funktions värden 
äro kända !). 

Vi ledas således till problemet att bestämma ett så en- 
kelt polynom som möjligt, som för vissa gifna argument- 
värden, X,,Xo2,...,&X,, antar samma värden som funktio- 
nen £f(x). Men detta problem är identiskt med det vi ofvan 
behandlat, och dess lösning utgöres af polynomet ?) 


Rå (x — XL) (LC — Ls): (LR — LA). 
(29) (TE LT) 4 Le VAR yra Ve (ROR 
REFN (2 0:00 ox) = Xn) 


(Ca Hi) (Lar (MT ENN 


Vf le) EERO SAD EA 


(Ca 03) (Xn — DB) (CA RAN 


') En annan interpolationsmetod, som har en viktig användning 
i fysiken och särskildt lämpar sig för undersökning af periodiska före- 
teelser, är den s.k. harmoniska analysen, hvilken grundar sig på använd- 
ningen af trigonometriska funktioner. 

?) Beräkningen af L(x) ställer sig enklare om man först uträknar 
någon af differenserna L (x)—/£(x,) (jmf. s. 64). 
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Formeln (29), hvilken benämnes LAGRANGE'S interpola- 
tionsformel, har en synnerligen vidsträckt användning i mate- 
matiken. För praktiska ändamål omgestaltas den på flere 
olika sätt, för hvilka vi emellertid här icke kunna redogöra. 

Geometriskt representerar ekvationen y=/f(x) en kurva, 
af hvilken vi antaga såsom gifna de punkter som svara mot 
abskissorna x,,Z2,..,Z,, och ekvationen y=>?(x) repre- 
senterar en annan kurva som går genom dessa samma punk- 
ter. Interpolationen består däri att den förra kurvan ersättes 
med den senare, och felet i interpolationsresultatet utgöres 
af skillnaden f(x) — XL (x) mellan kurvornas ordinator. I diffe- 
rentialkalkylen visas huru man kan uppskatta storleken af 
detta fel då man känner den gifna funktionens egenskaper. 

Om n=1, hafva vi tvenne argumentvärden, x, och x3, 
och motsvarande funktionsvärden, f(x) och f(x.). Formeln 
(29) ger oss i detta fall 


RENAR EE tf (0,) 22000) må lr) gryr Fl) PS TCA 


Li Lo La LI SER Li — Lo 


hvilket ännu kan skrifvas 


2 (LC)=£(2,) + KR AE (TN 

PAGES 
Såsom synes, representerar ekvationen y=X(x) den räta linie 
som sammanbinder de mot abskissorna x, och x, svarande 
punkterna af kurvan y=/f(x). Interpolationen består såle- 
des i detta fall däri att kurvan ersättes med en sekant, d. v. s. 
den utgör en s. k. lineär interpolation, hvarom vi redan tidi- 
gare talat. 

För n=2 är polynomet £(x) i regel af andra graden, 
och kurvan y=?X (xx) representerar en parabel hvars axel är 
parallell med y-axeln. I detta fall ersätta vi således kurvan 
y=f(x) med en dylik parabel, hvilken går genom de tre 
punkter af kurvan som motsvara argumentvärdena x,,X2,X3. 


Öfningsuppgifter : 


é 1) Lös uppgiften 3) s. 62 medels de olika metoder som ofvan an- 
gifvits. 

2) Bilda det polynom af andra graden hvilket antar samma värde: 
som funktionen f(x) för x=a,a+h,a+>2h. 
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3) Bestäm medels interpolation värdet af den Briggska logarit- 
men för talet 10,3, utgående från logaritmerna för talen 9, 10 och 11. 
4) Bilda de två polynom af lägsta möjliga grad som öfverensstämma 


med funktionen cos ax, det ena för värdena x=>— 5 ÖR br , det andra för 
värdena x=->-— ; ,— ; ÖR - , samt undersök huru noggrant dessa poly- 
nom ansluta sig till cos ax inom intervallen Gc svs Upprita i ett och 


samma koordinatsystem de kurvor som representera cos ax och det första 
af nämnda polynom. 
5) Hvilket närmeyärde erhålles för den rot till ekvationen 


f(c)=Xxt-4x? Föx-1=0 


1 


som ligger mellan 0 och om polynomet f(x) inom denna intervall 


DA 
ersättes med det polynom af andra graden som för 2=0,5,3 öfverens- 
stämmer med f(x) (jmf. kalkylerna s. 28)? 
12. Newtons binomialteorem. — Om vi enligt vanliga 


multiplikationsregler utveckla potensen 


(a+b)", 


där exponenten n är ett positivt helt tal, till ett polynom, är 
hvarje term som härvid erhålles af nt! graden med afseende 
å a och b, och resultatet har således formen 


2 


RR b Force 


n 


(801 lat db) = Ra 


1) n 


ab a 


(kk) n—k ok (n — n 
FORA I äg ere Ce 055 
där koefficienterna C äro numeriska konstanter. Man ser 
omedelbart att dessa s. k. binomialkoefficienter äro positiva hela 


tal, samt att för hvarje värde n 


(0) er 


n n 


C 


Beträffande beteckningen !) bör observeras, att undre index n 
i koefficienten (CS är lika med binomets exponent, medan 


1) I stället för Cr användes äfven beteckningen a 
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öfre index & öfverensstämmer med exponenten för b i den 
term till hvilken koefficienten i fråga hör. 

Det gäller att verkligen beräkna koefficienterna i utveck- 
lingen (30). 

Vi anmärka först att, om ifrågavarande koefficienter äro 


kända för en viss exponent n, man därur alldeles enkelt 
n+l 


erhåller koefficienterna i utvecklingen af potensen (a + )b) : 


alltså koefficienterna 


(2) 
REAL INIS 


(k) (n) (n + 1) 
CC + 1? C, +1 


SM FREE 


n + 1? C 


C 


LTS LER Je Rdr Br, 


Ty nämnda potens är lika med produkten af (a + bb)" och 
(a+b), och dess utveckling kan följaktligen äfven bildas så- 
lunda att högra membrum af (30) multipliceras med a+—+)b. 
Då denna multiplikation utföres och resultatet ordnas efter 
fallande potenser af a, erhållas för de successiva termernas 
koefficienter uttrycken 


ER fee 9 SA STO NG NR SK SARA SSR oi 0; 


(n 


0 Vr He Öm Ör 


n n I NG 


Men på hvilket sätt man än utvecklar (a+ bb)" "”' måste 


man erhålla identiskt samma polynom. Ty antag att vi på 
en väg kommit till polynomet FP, (a,b), på en annan väg till 
polynomet P3; (a,b). Vi hafva då, för alla möjliga värden af 
kvantiteterna a och b, 


IL ÅR dk od (AO) (af by” TEE P) (ady; 


och följaktligen FPj,(a,b)= P,y(a,b). Om vi gifva b ett be- 
Hramdtitvaärde, t. ex. bo=1, "utgöra således P;(a, 1) och 
Po (a,1) polynom af a hvilka till sitt värde öfverensstämma 
för hvarje värde a. Enligt det s. 60 bevisade korollariet 
äro dessa polynom då äfven till formen identiska, d. v. s. 
deras motsvarande koefficienter äro lika. Men häraf följer 
att jämväl polynomen P,(a,b) och P3; (a,b) äro till formen 
identiska, h. s. b. 
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Koefficienterna (831) äro således i ordning lika med ut- 


trycken (32). Om vi undantaga de yttersta af dessa koeffi- 


; (0) (n.-F1) ö & Eh NE 
éienter, C, ., och C, ., , hvilka hafva värdet 1; gallersrol 


aktligen för de öfriga rekursionsformeln 


(1) 1 


(33) Cr 0r EC (dy 


Sedan koefficienterna i utvecklingen (30) beräknats, 
erhållas således koefficienterna i utvecklingen af potensen 
(a+b)""', utom den första och den sista hvilka äro =1, 
helt enkelt genom att man bildar summorna af två på hvar- 
andra följande koefficienter i utvecklingen (30). 

Enligt denna regel kan man, utgående från den första 
potensen, a+b, med största lätthet successivt beräkna bi- 
nomialkoefficienterna för n=2,3,4,..... Räkningen upp- 
ställes bäst i följande schema, kändt under namnet PASCAL's 
triangel: 


oo 0 6 » € 0 oo 6 0 00 0 0 ww € vv + CE OO SA 


Den öfversta siffran 1 är tillsatt för att förfullständiga trian- 
geln; den kan anses motsvara (a— bb), hvilket uttryck ju 
tilldelas värdet 1. Talen i andra raden äro koefficienter i 
a+b, i tredje raden stå koefficienterna i utvecklingen af 
(a+b)?, o. S. v. Hvarje tal i schemat, utom de yttersta 
talen i hvarje rad hvilka alltid hafva värdet 1, utgör sum- 
man af de två närmaste talen i raden ofvanom. 


i k 
För att erhålla en bestämd binomialkoefficient Gö har 
man, enligt den ofvan angifna metoden, att först beräkna de 
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koefficienter hvilkas undre index är <n, eller i hvarje fall 
en stor del af dessa koefficienter. Vi skola nu härleda ett 


analytiskt uttryck för koefficienten ET hvilket för hvarje 


gifvet värdepar n, k omedelbart ger oss värdet af motsvarande 
koefficient. Detta uttryck följer ur tolkningen af binomialkoef- 
ficienterna såsom kombinationstal, hvarom vi först böra tala. 


Vi härleda utvecklingen af potensen (a +b)” på ett nytt 
sätt, i det vi först betrakta en produkt af n olika binomiska 
faktorer 


(34) MEK ads henlåst än) 


Om vi utveckla denna enligt vanliga multiplikationsregler, 
ordna resultatet efter fallande digniteter af a och därefter 
HENRStifDera 0, =— 02— > «= 0,=0, äro vi säkra om att åter: 
finna polynomet (30), enligt hvad ofvan blifvit framhållet. 

Produkten (34) är, såsom vi veta, lika med summan af 
alla partialprodukter som kunna bildas sålunda, att från 
hvarje binomisk faktor utväljes en term och dessa n termer 
hopmultipliceras. 

Om vi från hvarje faktor utvälja termen a, erhålles 
partialprodukten a”. 

Utvälja vi från den »'te faktorn den senare termen b, 
och från alla öfriga faktorer termen a, fås partialprodukten 
a" 'b,. Då åt » efterhand gifvas värdena 1,2,...,n och mot- 
svarande partialprodukter adderas, erhålles för deras summa 
uttrycket 


gens (NOPE SR a ENS Bg == ASO 


i det vi för korthetens skull med S(b,;) beteckna summan af 
Krettö Og ones Una 

Om vi från tvenne af de binomiska faktorerna, t. ex. 
(a+b,) och (a—+ b,), utvälja den senare termen och från alla 
öfriga faktorer den första termen, utfaller partialprodukten 
OBS by by. Summan af alla analoga partialprodukter kan kort 
skrifvas a” —” S(b, ba), där med S(b,b.) betecknas summan 
af produkterna af tvenne bland talen b,,ba,...,b,, utvalda på 
alla möjliga olika sätt. 
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I det vi fortgå på samma sätt, finna vi att uttrycket 
(34) kan skrifvas under formen 


(30) Fd dr SÅ) FR (Dear RE 
Fa TES bg VYER 


där vi allmänt med S(b, ba...br) beteckna summan af pro- 
dukterna af & bland talen b,,ba,...,bx, utvalda på alla möj- 
liga olika sätt. 

Då vi nu sätta alla kvantiteterna b,,bo,..,bx lika med 
b, blir hvarje term i summan &(b,) lika med b, hvarje term 
i summan S(b, ba) lika med b?, o. s. v. Den andra termen i 
(35) öfvergår således i uttrycket 4””'b multipliceradt med 
antalet termer i summan S(b,), den tredje termen öfvergår 


Nn — 2 


i a” ”b” multipliceradt med antalet termer i S(5:02)y OSV 

Nu veta vi att, vid nämnda substitution, uttrycket (35) 
blir identiskt med högra membrum af likheten (30). Häraf 
följer att, för hvarje index £k, binomialkoefficienten Oc är 
lika med antalet termer i summan S(5,03...0:) ,sdAvEE ShA 
med antalet olika sätt på hvilka man kan utvälja & af de n 
talen b,,b.,...,b», eller, kortare, lika med antalet kombinatio- 
ner af n olika element, tagna k om k. 


Sedan vi sålunda visat att binomialkoefficienterna äro 
lika med vissa kombinationstal, gäller det för oss att beräkna 
dessa sistnämnda. 

Vi söka först antalet olika permutationer af n element, 
d. v. s. antalet olika sätt på hvilka n» element kunna upp- 
skrifvas i en följd. 

Två element, a och b, kunna permuteras endast på 
två sätt: 


ab och ba. 


Tillkommer ett tredje element c, kan detta inpassas på 
tre olika sätt i hvardera af de ofvanstående följderna; ab 
ger sålunda upphof åt permutationerna 


00:55 HC UR TCIONR 


ha åt permutationerna 


(ES RR FS a oe MA 


Antalet permutationer af tre element är följaktligen sex, 
Bilgri sett 23. 

Genom att fortsätta på detta sätt finner man att antalet 
Permutalioner af n olika element är =1.2.3...n. Att detta 
resultat, hvars riktighet vi kontrollerat för n=2 och för 
n=3, gäller för hvarje helt tal n, bevisas medels fullständig 
induktion, och uppmanas läsaren att själf noggrant genom- 
föra beviset (jmf. s. 51). 

Produkten 1.2.3...n benämnes n-fakultet och beteck- 
nas n! eller |n. Vi använda i denna lärobok den förra be- 


teckningen! Man har sålunda 
RE 3 1=6, 4124, 5!=120, 617209) 


Om vi hafva n olika element, b,,bs,...,b, roch bland 
dessa utvälja & element på alla möjliga olika sätt, och om vi 
vidare i hvarje sådan grupp af & element permutera elemen- 
ten på alla möjliga olika sätt, erhållas de olika variationerna 
af de gifna elementen, tagna k om k. 

Är k=1, d. v. s. taga vi endast ett element i sänder, 
erhålla vi tydligen: n variationer. 

Bland de variationer som erhållas då två element i sän- 
der utväljas, finnes det n—1 som hafva ett gifvet element 
såsom första element, och då hvilket som helst af de n ele- 
menten kan väljas till första element, erhålla vi inalles n(n—1) 
variationer, hvilka vi här uppskrifva: 


008 OTO DAN RÖ 
UT sä ag Oder 
Än AAA USE 0.30 RRD 


Db OSA Mb 06 TRRINNEA 


se 


Då vi fortsätta detta resonemang, finna vi att antalet 
variationer af n olika element, tagna k om k, är lika med 


n (nn — 1) (n— 2)...(n— (k—1)). 
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Detta resultats allmängiltighet bevisas åter medels fullständig 
induktion, i det man antager satsen riktig för ett visst värde 
k(<n) och bevisar att den då äfven gäller för värdet & +1. 
För k=n2 är ofvanstående uttryck = !, hvilket äfven kunde 
förutses, då i detta fall variationer och permutationer äro 
identiska. 


Då &£k element kunna permuteras på &k! olika sätt, kan 
man indela samtliga variationer af n element, tagna k om k,; 
i grupper, sålunda att hvarje grupp omfattar de &! variatio- 
ner hvilka innehålla samma element men skilja sig genom 
elementens ordningsföljd. De till en och samma grupp hö- 
rande variationerna betraktas såsom identiska kombinationer, 
och vi erhålla således antalet olika kombinationer genom att 
dividera antalet variationer med k!, hvaraf det viktiga re- 
sultatet: 


Antalet kombinationer af n olika element, tagna k om k, 
är lika med 


(HET JANEE Vs a AN 
RARE SENS be fome pe 


! 
För k=n reducerar sig detta uttryck till Er =1, såsom sig bör. 
”n.:. 


Vi visade tidigare att värdet af binomialkoefficienten OT 


är lika med antalet kombinationer af n element, tagna k om k. 
Enligt ofvanstående sats erhålla vi således för nämnda koeffi- 
cient det analytiska uttrycket 


4) n(n—1)(n—2)...(n—k+1) 
(36) ro LER | 


hvilket för hvarje gifvet värdepar n,k direkt ger oss vär- 


| (k) 
det af C, . Om vi förlänga detta uttryck med (n —k)!, kan 
det skrifvas under den kortare formen 


; (k) n! 
(36) föl ki(n— ky)! 


Om man i (386)'" ersätter & med n —k, hvarvid n —k 
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omvändt öfvergår i £, blir högra membrum oförändradt. 
"Alltså är 


(k) (n 
Y NOTA 
C BJ M 


I utvecklingen (30) äro således koefficienterna för a” "pb" 


och a"b"—" desamma, hvilket äfven är klart då a och b ingå 
symmetriskt i uttrycket (a + Db)”. 

Om vi öfverenskomma att åt beteckningen 0! gifva be- 
tydelsen 1, antar högra membrum af likheten (36) värdet 1 
för k=0 och för k=7, och likheten gäller således äfven för 
dessa värden af k. 

Med användande af resultatet (36) antar utvecklingen 
(30) följande form 


(37) (a+b)” = 
IEA ake or SÖNER he Sotblibie LAR DEG Aröpg 
Skapa Ce SDs (nia tl) ark k 
toret AE RT db roses: 


Fä 3 
i ÄDE RS ER ASSR TÖM 


n(n— 1) 
KET: 


För att förkorta beteckningen införa vi ett summatecken, 2, 


och kunna då, om vi för CE använda uttrycket (36)', skrifva 


n | ! R— e 
7) (a + Pb) DV BEGR Ed 


NO 


I uttrycket som står under summatecknet har man att åt 
summationsindex &k efterhand gifva alla heltaliga värden, från 
och med det nedtill angifna värdet £=0 till och med det 
ofvanom summatecknet angifna värdet k=7n, samt att sum- 
mera alla de sålunda erhållna termerna. För att låta analo- 
gin med det följande tydligare framträda, skrifva vi ännu 
(37)' under den något förändrade formen 


(37) (at) =D oe ad 
uUtTv=R 
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där man under summatecknet bör för u,»v efterhand insätta 
alla olika par af hela tal, positiva eller 0, hvilkas summa” 
är =n, hvarefter de erhållna uttrycken adderas. 

Den ofvan bevisade satsen (37) benämnes NEWTON's bino- 
mialteorem. Denna sats utsträckes i differentialkalkylen till 
godtyckliga reella exponenter n, samt i funktionsteorin ytter- 
ligare till komplexa värden af a,b,n. I stället för ett po- 
lynom uppträder i dessa fall i högra membrum af (37) en 
oändlig serie, men lagen för koefficienternas bildande är 
fortfarande densamma. 


Vi skola generalisera formeln (37), till en början till 
en potens af ett trinom: 


(Clan nn 
Då denna potens utvecklas, erhålles en summa af termer 
hvilka alla hafva formen ÅA,,, a" bc”, där FRONT SE On 


numerisk koefficient, som tydligen är ett positivt helt tal, 
och exponenterna u,»v,o hela tal >0 hvilkas summa är =n. 
För att bestämma koefficientens värde, skrifva vi det gifna 
uttrycket under formen af en potens af ett binom, i det vi 
sammanfatta a + b till en term: 


(a+b+c)” =((a+b) +c)", 


samt utveckla denna potens enligt binomialteoremet. Den 
term i utvecklingen som innehåller c” har, enligt (37), formen 


0 (a +)” 0 


Här utveckla vi åter potensen (a+b)”—” enligt binomialteo- 
remet, samt utgripa den term som innehåller a” b". Denna 


har till koefficient (då man observerar att n=u+v—+ 0) 


För koefficienten ST , erhålla vi således värdet 


| n! (n — 6)! n! 


= . SE Arfa 9 
mys oll(n—G6)! ulv! ulv!o! 


- 
- 


och den sökta formeln blir följaktligen 


(38) (a+d+c)' =) KAN bheR 


ulvlo! 
kt vto=n 


där högra membrum bildas sålunda, att man i uttrycket un- 
der summatecknet för u,»v,o efterhand insätter alla olika 
system af hela tal >0 hvilkas summa är =n, hvarefter 
resultaten adderas. 


Formlerna (37) och (38) utgöra specialfall af den all- 
männa polynomialformeln: 


” ! y Va vr 
(39) (dart srt) =) AA ALEN äär då da än 


Val VS ls D er k I 
vt tv =0n 


hvilken gäller för alla positiva hela tal a» och £. Denna 
formels allmängiltighet bevisas medels fullständig induktion, 
och uppmanas läsaren att själf genomföra beviset. 


Öfningsuppgifter: 


1) Utveckla x? i ett polynom ordnadt efter fallande potenser af 
(x—2), och kontrollera resultatets riktighet genom att utveckla det er- 
hållna polynomet efter potenser af x. 

2) Utveckla polynomet x7— xt+1 efter potenser af (x+1). 

3) Utveckla fullständigt (a+b+ec)” för n=2,3,4. 

4) Beräkna koefficienterna för xtyz, xyzg? och ry? 2? i utveck- 
lingen af potensen 

(£C—-2y+32)?!. 


5) Härled rekursionsformeln (33) ur likheten (36). 

6) Hvilket värde har summan af koefficienterna i utvecklingen (37)? 

7) Bevisa att i utvecklingen (37) summan af koefficienterna med 
jären ordningsnummer är lika med summan af koefficienterna med udda 
ordningsnummer. 

8) Bland sju gifna element finnas tre som äro sinsemellan lika. 
Huru många olika permutationer kunna bildas af dessa sju element, 
och huru många olika variationer och kombinationer erhållas, om ele- 
menten tagas 2 om 2, 3 om 3, 0. s. v. 

9) Bland n gifna element finnes en grupp af u element hvilka äro 
=a och en annan grupp af » element hvilka äro =b, medan de öfriga 
1=n—-u—v elementen äro olika a och b och sig emellan olika. Huru 
många olika permutationer kunna bildas af dessa n element, och huru 
många olika kombinationer erhållas, om elementen tagas 2 om 2, 3 om 
IKLOTISE Ve 
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13. Exponentialfunktionen. — Då exponentialfunktionen 
a” utgör en af Analysens allra viktigaste funktioner, synes 
det vara skäl att här påminna om huru dess definition suc- 
cessivt utsträckes till nya värden af variabeln zz. 

19. Uttrycket a” definieras till en början endast för 
positiva heltaliga värden af x, såsom en förkortad beteck- 
ning för en produkt af x faktorer a. 

Då multiplikationen äro associativ, d. v. s. då man i en 
produkt får sammanfatta faktorerna i grupper och multi- 
plicera faktorerna inom hvarje grupp, finner man omedel- 
bart att exponentialfunktionen för heltaliga positiva expo- 
nenter har egenskapen | 


+ 
(40) Ör Sd AN 


hvilken benämnes funktionens additionsteorem. Allmännare är 


3 SR STAR 


för ett godtyckligt ändligt antal faktorer. Sätter man spe- 
ciellt alla exponenter =x och betecknar faktorernas antal 
med y, erhålles likheten 


(41) (CNRS 


Då multiplikationen är kommutativ, d. v. s. produkten 
oberoende af faktorernas ordning, har man vidare likheten 


(42) [d0). 0 0 


för hvarje positivt helt tal x. 
Enligt reglerna för bråks förkortning erhålles slutligen 


(43) Ae 


om x, och x, äro positiva hela tal och x, > X2. 


20, Denna inskränkning, x, > x,, under hvilken likhe- 
ten (43) tillsvidare gäller, ger oss den första anledningen att 
utvidga potensbeteckningen och därmed exponentialfunktio- 
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nens definition. Om x,=Xx, eller x£,< x., har nämligen 
venstra membrum af nämnda likhet ett fullt bestämdt värde, 


i förra fallet värdet 1, i senare fallet värdet é medan 


xo — Li? 
högra membrum antar en form som tillsvidare icke har nå- 
gon betydelse, nämligen i förra fallet formen a”, i senare 


fallet formen a” ”"””). Vi ernå således att likheten (43) bi- 
behåller sin giltighet jämväl för x, Zx,, om vi åt a” gifva 
betydelsen 1 och, för hvarje positivt helt tal x, sätta 


(44) Sed FE 


Exponentialfunktionen är härmed definierad för alla 
heltaliga värden af variabeln, och man konstaterar omedel- 
bart att egenskaperna (40) — (44) gälla om exponenterna äro 
godtyckliga hela tal, positiva, negativa eller noll. 


39. Nästa utvidgning af exponentialfunktionens defini- 
tion erbjuder sig då vi gå till den omvända operationen till 
upphöjandet i dignitet, d. v. s. till rotutdragning. 

Vi förutsätta härefter att exponentialfunktionens bas a är 
positiv och olika 1. 

Vi betrakta ekvationen 


(45) re ka 


där p och 4 äro godtyckliga positiva hela tal. Denna ekva- 


tion har en och en enda positiv rot. Ty x'— a” är en kon- 
tinuerlig funktion, som är negativ för x=0, växer samtidigt 
med x, och öfverskrider hvarje föreskrifven gräns då x blir 
tillräckligt stort. Denna funktion försvinner således för ett 
och ett enda positivt värde x"', hvilket utgör den sökta roten 
till (45). 


er 
Ifrågavarande rot x' utgör det positiva värdet af Va”, 

enligt den vanliga rotbeteckningen. Men det visar sig i alla 

afseenden lämpligare att för x' införa beteckningen 


46) 


än 
an, 


hvarunder vi således förstå den positiva roten till ekvationen (45). 


80 


p 
För 4=1 är x'=a” och uttrycket (46) antar formen a!. 


Den nya beteckningen är således i detta fall ekvivalent med 
den tidigare använda. 

Ur likheten x''=4” följer enligt (41), om > är ett posi- 
tivt helt tal, x'"" =a"". Den positiva roten till ekvationen 
Zz =a"”", hvilken enligt vår öfverenskommelse betecknas 

öv Pp 
ae, är således lika med x', d. v. s. lika med a ?. Härmed är 
visadt att värdet af uttrycket (46) beror endast af exponen- 
tens värde och icke af dess form. 

Sedan exponentialfunktionen a” sålunda definierats för 
det fall att x är ett positivt brutet tal, utsträcka vi dess 
definition till negativa brutna värden x i det vi låta egen- 
skapen (44) fortfarande gälla och följaktligen sätta 


Exponentialfunktionen är härmed entydigt definierad för 
hvarje rationellt!) värde af variabeln, och det bör observeras 
att funktionen antar endast positiva värden. Man kontrol- 
lerar nu utan svårighet att egenskaperna (40) — (44) bibehålla 
sin giltighet, exponenterna må vara hvilka rationella tal 
som helst. Vi inskränka oss här till att visa detta för additions- 
teoremet (40). 

Vi antaga först att x, och x, båda äro positiva, alltså 


Pp fa Gå 
RS (EE 


där p,q4,”7,s äro positiva hela tal. Om vi med &« och 8 beteck- 


na värdena af uttrycken a” och a”, är, enligt vår definition, 
VR RO Hl 


På grund af egenskaperna hos digniteter med heltaliga expo- 
nenter sluta vi härur 


(47) REA 


!) De positiva och negativa hela talen och bråken bilda tillsammans 
den rationella talklassen. 


81 


och vidare, då dessa likheter multipliceras, 
AN 2 ärr qr a 


Produkten «fp =a”?:.a” utgör således den positiva roten till, 
likheten 


S 
L q 


påle: 
2 fa VEN 


Men, enligt vår öfverenskommelse, betecknas denna rot äfven 


pst gr AN RR 
Ad qs SE 3 
och vi erhålla således a”:. av:=atz:, h. s. b. 


Härur följer, då vi taga reciproka värdet af hvartdera 
membrum, | 


hvilken likhet kan skrifvas 


OR 0 


a ad ASG > EYE RAN 


=P a 


a 


Additionsteoremet gäller således äfven om båda exponenterna 
äro negativa rationella tal. 


Om vi slutligen dividera likheterna (47) med hvarandra, 
erhålles 


hvaraf, enligt våra definitioner, följer 


ps—qr DER CA 
— = Aq qsS EN SKER 
Men 
Li 
AX ad AL Ci UR 
Fr sr Ad , 
a 

och vi få således 

a a AA Ci” LL2 


, 

d. v. s. additionsteoremet gäller äfven om den ena exponen- 
ten är ett positivt, den andra ett negativt rationellt tal. 
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49, Förrän vi utsträcka exponentialfunktionen till irra- 
tionella värden af argumentet, måste vi närmare undersöka 
huru dess värde förändras då argumentet varierar genom 
rationella värden. Vi antaga härvid att basen a är större 
än 1. Ur likheten (44) framgår omedelbart huru de följande 
satserna modifieras om a < 1. 

Under nämnda förutsättning se vi till en början att 


värdet af a” är större än 1 om x > 0, mindre än 1 om x< 0. 
ytida a > 1-är jämväl ar > 1, omm när ett SN öv tal, 


Om åter exponenten är ett positivt bråk, —, betyder 5 den 
positiva roten till ekvationen x'=2a", och då a? > 1 är denna 


rot äfven ”>1. Enligt (44) följer härur att a” <= MOmoE EO 
Då x växer, växer äfven a”. Ty om vi gifva x en till- 
växt h, erhålles enligt additionsteoremet 


RR RN 

Om nu h>0, är, såsom vi just bevisat, a" > 1 och såle- 
dösdd ES AA 

Värdet af a” öfverskrider hvarje föreskrifven gräns då x 
växer mot oo, och kommer 0 huru nära som helst då x aftar 
mot — 00. Om vi skrifva a=1+Jd, hvarvid enligt vårt an- 
tagande d > 0, följer nämligen ur binomialteoremet att a” > 
1+nd för hvarje positivt helt tal n 1). Är nu M ett föreskrif- 
vet positivt tal, huru stort som helst, och välja vi talet » så att 


1+ nd > M eller n> AS erhålla vi a” > M, och således 


äfven a” >M för x>n, hvarmed förra delen af vårt på- 
stående är bevisad. 


1) Denna olikhet erhålles äfven enkelt utan Eg af bino- 
mialteoremet, ty man finner successivt | 


(1:55)7= 14 200 
(1:-E 5) > (1-+d) (I d-20) LR 
(148) SAL SPOLAS) SLS 


o. s. v. Medels fullständig induktion bevisas att olikheten i fråga gäller 
allmänt. 
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Om vi å andra sidan fixera ett godtyckligt litet positivt 
tal £, samt härefter välja M så stort att TES e, och slutligen 


bestämma n så att ofvanstående villkor är uppfylldt, erhålles 
Ra 1 ik 5 
d RN ENLÖG NG 
Or M je 


eller, annorlunda skrifvet, 
OR KENTOR 0 ER, 


hvilket innehåller den senare delen af vårt påstående. 


Skillnaden a? — 1 närmar sig 0 samtidigt med x. Om n 
1 


är ett positivt helt tal och vi sätta a” =1+A, hvarvid A > 0, 
erhålles a=(1 FA) >1+nA, AL Fang och följaktligen 


1 
a (ESA 


n 


I 


BEIT 


2 
Då vi dividera med a”, följer härur 


HRC a—l Aged a— 1 
OL EE RE, 
eller 
a—l 3 
ro SSI ll LA 
1 1 a 
uran som = CR - äfven a NESS Vara 


& 
n 


1 
MORRA [RON TRA BOET, 


Enligt de ofvanstående olikheterna är således 


a 0 a—l EA 1 1 
RE a le Sa för js a, 


n n 


34 


eller, med kortare beteckning, 


(48) SR 


för |x|< 2. 
Tr MOE 


Vi kunna således göra |a” —1/| mindre än ett föreskrifvet, 
godtyckligt litet positivt tal £ genom att göra || 3 där 
n är ett positivt helt tal som valts så stort att SR el- 
ler Nn > SE . 


Vi hafva härmed visat att värdet af exponentialfunk- 
tionen a” kontinuerligt öfvergår i värdet 1 då x närmar sig 0 
(tillsvidare genom rationella värden); likheten a? =1, som 
förut endast utgjort en beteckning, har härmed TahnE en 
reell betydelse. 


Ur den nyss bevisade egenskapen följer allmännare att 


skillnaden a RR närmar sig 0 samtidigt med h, hvar- 


vid x, kan vara hvilket gifvet rationellt värde som helst. 
Ty enligt additionsteoremet är 


RAR SL ÄRAN (a r TS 
och på grund af (48) sluta vi härur 


Kr RARE NG fa 


för] AGS 


I 
n? 
hvarur riktigheten af vårt påstående omedelbart följer. 


990. Vi gå nu att utsträcka exponentialfunktionens de- 
finition till irrationella värden af variabeln, och göra för 
detta ändamål först några allmänna anmärkningar. 


Vi betrakta ett irrationellt tal y. Detta delar mängden 
af samtliga rationella tal i tvenne klasser: den undre klassen, 
hvilken omfattar alla rationella tal som äro mindre än ry, 
och den öfre klassen, som omfattar de rationella tal hvilka 
äro större än y. Vi beteckna allmänt med c«& ett tal i den 
undre klassen, med £g ett tal i den öfre klassen, och för 
själfva dessa klasser använda vi beteckningarna (c«) och (£). 
Vi säga kort att talet y åtskiljer de rationella talklasserna 
(«) och (8). 
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Enligt dessa klassers definition är hvarje tal « mindre 
än hvarje tal g. Vidare inses att i klassen (ce) icke finnes 
något tal som är större än alla öfriga tal i samma klass. 
Ty mellan ett gifvet tal « och talet y kunna vi alltid inskjuta 
ett rationellt tal; detta hör då till den undre klassen, då det 
är mindre än y, och är större än det betraktade talet «. På 
samma sätt inses att klassen (£) icke innehåller något minsta 
tal. Slutligen bör observeras att, om & är ett gifvet positivt 
tal, huru litet som helst, man alltid kan välja ett tal ur 
klassen (gb) och ett tal ur klassen («) så att deras skillnad är 
mindre än &. Ty för detta ändamål behöfva vi endast taga 


ett så stort positivt helt tal » att Le samt bland de hel- 


taliga multiplerna af = utvälja de två på hvarandra följande 


mellan hvilka y ligger. Antaga vi 


m m+ 1 


mil m 


hör ER till klassen (Pp), Re till klassen (4), och dessa tals 


FRdAdS Arnlika” med E Gen galades titdrekäntsn 


I åttonde kapitlet återkomma vi utförligt till teorin för 
de irrationella talen. Här hafva vi endast velat framhålla de 
egenskaper hos nämnda tal som i det följande komma till 
användning. 


Vi hafva entydigt definierat värdet af a” för hvarje 
rationellt argumentvärde. Mot hvarje tal «, som hör till den 
undre af de två rationella talklasser, («) och (8), hvilka åtskil- 
jas af det irrationella talet y, svarar således ett bestämdt värde 


JA 
ES 0 


och mot hvarje tal £ i den öfre klassen (£) svarar likaledes 
ett bestämdt värde 
T=a". 


Mot klasserna (a) och (£) svara sålunda tvenne nya oändliga 
talmängder, hvilka vi kort beteckna (t) och (T).: Dessa be- 
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sitta samma tre egenskaper hvilka ofvan påvisades hos klas- 
serna (c«) och (£), och hvilka vi här än en gång formulera: 

I. Hvarje tal i mängden (t) är mindre än hvarje tal i 
mängden (T). | 

flög Kr PIA i eka TR GER ÄV SARS 

II. I mängden (t) finnes intet största tal ochi mängden 
(T) intet minsta tal. i 

Ty om t=a"” är ett gifvet tal i mängden ($), kunna 
vi, såsom ofvan påpekats, i klassen («) finna ett tal «'”>«, 
och talet t'=a"” hör då äfven till (t) och är större än det 
betraktade talet t. På samma sätt visas att man i mängden 
(T) alltid kan finna tal som äro mindre än ett gifvet tal i 
samma mängd. 

HI. Om e& är ett föreskrifvet positivt tal, huru litet som 
helst, kan man alltid välja ett tal ur mängden (t) och ett tal 
ur mängden (T) på sådant sätt att T-1TLe. 

Ur likheterna T=a" och t=a" följer, enligt additions- 
teoremet, 

T—ba=0 äre 


Enligt hvad ofvan framhållits, kan man välja talen « och £ 


så att prod aa där n är ett gifvet positivt helt tal. På 
grund af olikheten (48) erhålles då 


fl 
n 


isl Ungen 


, 


där £, betecknar något tal från mängden (Pp), likgiltigt hvil- 


ÖNS 
ket. Om vi valt n >/5 - Å 


än & och således T—1t<L e. 


, är högra membrum mindre 


Det gäller nu att definiera, d. v. s. att gifva en bestämd 


betydelse åt exponentialfunktionen a” för ett irrationellt argu- 
mentvärde x=7Yy. Vi se då genast att, om vi vilja att funk- 


tionen skall blifva kontinuerlig för x=7y, vi måste tilldela a” 
ett värde som är större än hvarje värde a” och mindre än 
hvarje värde a”, då vi såsom ofvan med « beteckna ett god- 
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tyckligt rationellt tal <y och med $£ ett godtyckligt ratio- 
nellt tal >y7. Ty gåfves åt a” t.ex. ett värde mindre än 
ett visst tal a”, skulle man för hvarje rationellt tal x > «a 
hafva ar <a <a”, hvaraf a” — a? > a” — a”, och denna olik- 
het skulle gälla huru nära det rationella talet x än kom- 
me y. Funktionen vore således icke kontinuerlig för r=/Y. 

Vi hafva således att fråga oss om det finnes något tal 
med de erfordrade egenskaperna, d. v. s. som är större än 


hvarje tal a” och samtidigt mindre än hvarje tal a”, och, 
om så är, om det finnes endast ett sådant tal. Att så är fal- 
let, följer ur nedan anförda allmänna sats, af hvilken vi 
upprepade gånger komma att göra bruk i denna lärobok, men 
hvars bevis vi kunna gifva först i åttonde kapitlet, sedan 
vi genomgått teorin för irrationella tal. 


Om (t) och (TY äro tvenne gifna oändliga mängder af 
reella tal!) hvilka besitta de tre ofvan angifna egenskaperna 
I, II och III, finnes det ett och endast ett reellt tal som åtskiljer 
dessa mängder, d. v. s. är större än hvarje tal 1 mängden (t) och 
samtidigt mindre än hvarje tal i mängden (T)?). 


Med stöd af denna sats kunna vi nu uppställa följande 


definition, hvilken entydigt fastslår värdet af a” för hvarje 
gifvet irrationellt argumentvärde. 


Definition. — Om y är ett irrationellt tal, och om med (c) 
och (Pp) betecknas de rationella talklasser hvilka åtskiljas af detta 
tal, förstås med a” det entydigt bestämda reella tal som åtskiljer 
talmängderna (a”) och (a”), så att 


hvarje tal a” Da? < hvarje tal ha 


1) De rationella och de irrationella talen bilda tillsammans den 
reella talklassen. é 

2) Man inser omedelbart att det icke kan finnas flere än ett tal 
med ifrågavarande egenskaper. Ty funnes det två sådana tal, A och 
BIE r skulle man hafva t< A< BT och således T-t>B-4A, 
huru än talen t och 7 valdes från hvar sin af de gifna mängderna. Men 
detta strider mot egenskapen III. 

Att det verkligen finnes ett tal som uppfyller de ställda fordrin- 
garna, kan däremot bevisas endast med stöd af teorin för irrationella tal. 
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69, "Sedan exponentialfunktionen sålunda definierats för 
alla reella värden af argumentet, konstaterar man utan svå- 
righet att de egenskaper fortfara att gälla hvilka tidigare 
bevisats för rationella argumentvärden. 

Sålunda inser man omedelbart att a” växer samtidigt 
med x (om man fortfarande antager a > 1). Ty om 2x, och 
zo(>x,) äro tvenne godtyckligt gifna reella tal, kan man 
mellan dem inskjuta ett rationellt tal 7 och har då, med stöd 
af ofvanstående definition och hvad tidigare sagts, a” <a', 
a” <a”, och följaktligen a” < a”. Vi sluta härur, enligt hvad 
s. 82 bevisats, att a” för hvarje reellt argumentvärde x har 
ett positivt värde, hvilket obegränsadt växer då x växer mot 
oo, och obegränsadt närmar sig 0 då x aftar mot — oo. 

Funktionen a” är kontinuerlig för hvarje reellt värde x. Ty 
om xx, är ett gifvet reellt värde, kunna vi (jmf. s. 85—386) 
instänga det mellan två rationella tal, « och £ (C> a), valda 


så att skillnaden a” 


— a” är mindre än ett föreskrifvet tal es. 
För hvarje värde x mellan « och 8 är då a” <a” id och 


speciellt är a” < a” <a. Ur dessa olikheter följer 


I ör RT OR EG för ee GR 


hvarmed vårt påstående är bevisadt. 

Man konstaterar vidare att egenskaperna (40)— (44) 
gälla för hvilka reella värden som helst af exponenterna. 
Vi inskränka oss till att visa detta för additionsteoremet (40). 

Vi antaga tvenne reella tal, y, och y., al BYUkdEARE 
minstone det ena är irrationellt, och vilja bevisa att ar Er 

Su va 
Vi beteckna med (2,;) och (£,) de rationella talklasser 


hvilka åtskiljas af talet y,, med (a>) och (B3 ) de rationella 
talklasser som åtskiljas af y,. Då är 


FREE (RA ac SRS Jaa 
hvarur genom multiplikation följer 


OR PT ANG NAR ESR 
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eller ännu, då additionsteoremet gäller för rationella expo- 
nenter, 


(49) (EG a” a” 7 LEG 


Å andra sidan erhålles ur olikheterna « Sa Kr Sr Dr a RED 
genom addition 


(FIRA EL LA og fö or SÅ di sl 


och härur följer 

(50) FIRA Sea DER a TEN 
Olikheterna (49) och (50) gifva oss 

(51) FREGE Ka Tepe äre 


och denna olikhet gäller, såsom de föregående, huru än de 
rationella talen &«,, P,, «3, P, väljas inom sina resp. klasser. 

Nu kunna dessa tal väljas så att venstra membrum i 
ofvanstående olikhet blir mindre än ett föreskrifvet, god- 
tyckligt litet positivt tal (jmf. s. 86), ty skillnaderna Pp, —0c, 
och P,— «, kunna göras huru små som helst, och detsamma 
gäller således äfven om skillnaden 


förra) (er tr os) =(8i— 05) + (83 02). 


Härur följer att a”-.a” —a”"”—0. Ty i annat fall skulle 
olikheten (51) innebära en motsägelse för tillräckligt små 
värden af differenserna p,— a, och Pp, — ag. 


79, Det skulle återstå att redogöra för utsträckningen 
af exponentialfunktionens definition till komplexa argument- 
värden, hvilken leder till nya intressanta resultat och up- 
penbarar ett intimt samband mellan exponentialfunktionen 
och de trigonometriska funktionerna. Behandlingen af dessa 
frågor faller emellertid utom planen för vår lärobok. 


Öfnin gsuppgifter: 
1) Dela intervallen (0, 1) i så många lika stora delar att oscilla- 


tionen af funktionen 10” inom hvarje del är FRE 
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2) Bevisa riktigheten af likheten (a7)7 =a77 om x och y äro 
a) positiva eller negativa brutna tal, b) irrationella tal. 


3) Bevisa att x” är en kontinuerlig funktion af variablerna x,y för 
hvarje värdesystem x,,y, där xc, > 0 (jmf. s. 39). 


14. Definition af en gifven funktions inversa funktion. — 
Vi antaga att funktionen f(x) inom en viss intervall (a,b) 
är kontinuerlig och ständigt varierar i samma riktning, d. v. s... 
antingen ständigt tilltar eller ständigt aftar. Funktionens 
begynnelse- och slutvärde inom intervallen beteckna vi med 
iroch B: 


A=f(a), B=f(0). 


Enligt den s. 38 anförda satsen antar f(x) hvarje gifvet 
värde y, mellan A och B£ i åtminstone en punkt x, mellan 
a och b. Det kan i förevarande fall icke finnas mer än en 
sådan punkt x,, då f(x) varierar i samma riktning inom 
intervallen (a,b). Då y, genomlöper alla värden från A 
till B, rör sig punkten x, ständigt i samma riktning från 
a till b. 


Mot hvarje värde y inom intervallen (4, B) svarar så- 
lunda ett och ett enda värde x inom intervallen (a,b) som 
satisfierar ekvationen 


(52) f(x)=y. 
Detta värde x utgör följaktligen en funktion af y, 
(52) x=09 (y), 


som är entydigt definierad inom intervallen (A,B). 
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Denna funktion qg(y) utgör den gifna funktionens om- 
vända eller inversa funktion, eller, rättare sagdt, en gren af 
denna inversa funktion, såsom vi strax närmare skola för- 
klara. 

Kurvan y=/f(2x) åskådliggör tillika förloppet af den in- 
versa funktionen & (y), om vi hänföra den till y-axeln såsom 
abskissaxel (jmf. den första af ofvanstående figurer). För att 
få abskiss- och ordinataxlarna att intaga det sedvanliga läget 
i förhållande till hvarandra, behöfva vi endast låta figuren 
rotera ett halft hvarf kring räta linien y=>2Xx, hvarvid den 
först uppritade kurvan öfvergår i den symmetriska kurvan 
med afseende å nämnda linie, såsom figuren till höger ut- 
visar. 

Funktionen &(y) är kontinuerlig för hvarje värde y inom 
intervallen (A,B). Ty om y,. är ett sådant värde, ligger 
Harder, — 9.(,) mellan a och b: Om. vi då välja ett 
positivt tal £, huru litet som helst och i hvarje fall så 
litet att värdena x,—e& och r,+e& jämväl ligga inom (a,b), 
falla värdena y' =/f(x,— 8) och y” = f(x,+&£) inom (A, B) och 
på hvar sin sida om värdet y,=/f(x,). Mot hvarje värde y 
inom intervallen (y"',y”) svarar då omvändt ett värde x=q (y) 
som faller mellan x,—& och x,+e, eller mellan q& (y9)— 
och &(y,) +&, så att man följaktligen inom denna intervall 
Cylrsy”) har 

Ip (y)— Pp lydde 


hvilket innebär att q (y) är kontinuerlig för y=y,. Lä- 
saren uppmanas att geometriskt åskådliggöra detta bevis. 

Det kan inträffa att ekvationen (52), för ett gifvet värde 
y inom intervallen (A,B), är satisfierad ännu för andra 
värden x än det som ligger inom (a,b) och hvilket vi be- 
tecknat med q(y). Dessa andra rötter till ekvationen (52) 
definiera då nya grenar af den inversa funktionen, hvilken i 
detta fall är en mångtydig funktion, bestående af särskilda 
entydiga grenar, hvilka geometriskt representeras antingen 
af olika kurvor eller af delar af en och samma kurva, be- 
roende på karaktären af den gifna funktionen f(x). 


Vi tillämpa de ofvanstående betraktelserna på potensen 
x", där n är ett positivt helt tal. Om n är ett udda tal, 
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växer x” ständigt och genomlöper alla värden från — 00 till 
TO då xr växer från — oo till +oo. Likheten 


(53) y=2" 


definierar således omvändt x såsom en funktion af y, hvil- 
ken är entydig och kontinuerlig för alla reella värden y och 
växer från —oo till --Foo då y växer från — oo till + 00. 
Kurvan (52) har det i figuren till venster angifna utseendet. 


Om exponenten nn är ett jämnt tal, är funktionen x” 
ständigt positiv och växer kontinuerligt från 0 till oo då x 
växer från 0 till oo eller aftar från 0 till — oo. Funktionen 
antar samma värde för motsatta värden af x. Kurvan (53) 
förlöper sålunda helt och hållet i det öfre halfplanet och är 
symmetrisk med afseende å y-axeln, såsom figuren till höger 
anger. För hvarje gifvet positivt värde y erhålles ur (53) 
två reella motsatta värden x. Den inversa funktionen är 
således i detta fall (då vi fortfarande inskränka oss till reella 
tal) en tvåtydig funktion som är definierad endast för y > 0. 
De två grenarna, hvilka hafva motsatta värden, öfvergaå kon- 
tinuerligt i hvarandra för y=0. 


Den inversa funktionen till y =x"” betecknas, såsom be- 
1 


kant, x=Vy, eller ock x=y ”. Dock synes det, på detta 


stadium, vara lämpligare att, såsom vi gjort i teorin för 
; | 
exponentialfunktionen, använda beteckningen y” endast för 


positiva värden y och för att utmärka den positiva grenen 
af Vy. 


Om vi åter beteckna den oberoende variabeln med xx, 
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1 : 
är således x”, eller den positiva grenen af Ve, en för x> 0 
entydigt definierad och kontinuerlig funktion, som växer från 
0 till oo samtidigt med x. Enligt hvad s. 55 bevisats om 
sammansatta funktioner, sluta vi häraf att, om m är ett po- 


LV ee m 
sitivt helt tal, jämväl potensen (G rv) eller x” för x> 0 är 
en entydig, kontinuerlig och ständigt växande funktion. 
Härur följer åter att potensen 


är kontinuerlig för x > 0 och aftar från oo till 0 då x växer 
fran 0Ctilll 00. 

Vi hafva sålunda entydigt definierat potensen x" för 
positiva värden af variabeln x, för det fall att exponenten u 
är ett godtyckligt rationellt tal. 


Öfningsuppgift: Undersök noggrant, såväl analytiskt som geo- 
metriskt, de reella grenarna af polynomets xt— Xx? inversa funktion. 


15. De cyclometriska funktionerna. — Vi uppehålla oss i 
denna lärobok icke vid teorin för de trigonometriska funk- 
tionerna, hvilkas egenskaper vi förutsätta såsom bekanta, 
men skola i stället något närmare betrakta dessa funktioners 
inversa funktioner eller de s. k. cyclometriska funktionerna: 


ATCISULITErG COS, arc lang care cot x. 


Med arc sin x förstås, som kändt, den vinkel eller båge 
(= arcus) hvars sinus har värdet x. Beteckna vi denna vin- 
kel med y: 
ESAPC SINTCK 
är således omvändt 


(54) RE SING 


o . o NT . MT: oc . > . 
Då y växer från — 3 till 5, växer sin y kontinuerligt 


från värdet —1 till värdet 1. Mot hvarje gifvet värde x 
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inom intervallen (—1,1) svarar således ett och ett enda värde 
y inom intervallen (57) som utgör rot till likheten (54), 


och denna rot definierar följaktligen en funktion af x som 


kontinuerligt växer från —>3 till 5 då x växer från —1 till 1. 
Vi benämna ifrågavarande funktion hufvudgrenen af arc sin x 
och beteckna den för tydlighetens skull med arcsinx. Allt- 
så är 

(55) — 35 Slare stör SG 


I nedanstående figur representeras grenen arcsinx af kurv- 
stycket A, B, och dess värde är betecknadt med y. 


Mi==karG sin x y = are cos x 
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Då y fortfar att växa från 3 till ES aftar siny kon- 


tinuerligt från 1 till —1. För hvarje gifvet värde x mellan 
— 1 och 1 har ekvationen (54) således äfven inom intervallen 


GE dT 


(7, > 


af arcsinx, hvilken kontinuerligt aftar från 2 till dä 


) en och endast en rot. Denna rot utgör en ny gren 


x växer från —1 till 1. Dess värde är 

(56) x —äresinz. 

Ty om vi för korthetens skull sätta y= arc sin x, är 
sin (sz —y)=siny =>; 


x —y utgör således en rot till ekvationen (54), och ur olik- 
heterna (55) följer att denna rot tillhör intervallen (5.3): 


Grenen (56) representeras i figuren af kurvstycket AA. B,. 
Den öfvergår kontinuerligt i hufvudgrenen för x=1. 

Då funktionen sin y är periodisk med 2x såsom period, 
så att man, om n är ett godtyckligt helt tal, för hvarje 
värde y har 


sin (y+n.2z)=siny, 
finnes det en oändlig mängd andra grenar af arc sin x, hvilka 
alla framgå ur de ofvan betraktade då till dessa adderas 
heltaliga multipler af 2x. Funktionen arc sin x är således 


en oändligt mångtydig funktion, hvars grenar kunna sam- 
manfattas i följande tvenne serier: 


arecsinx+n.2x, 


x—arecsinx+Nn.2n. 


Då x växer från — 1 till 1, växer grenen arc sinx+n.2x 
kontinuerligt från n.2x— 5 till n.2x tr medan grenen 
Xx — arcsinx+n. 2 aftar från n.2x Se till n.2x +) och 


sålunda kontinuerligt öfvergår i den förra grenen för x=1. 
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Läsaren uppmanas att på analogt sätt i detalj diskutera 
funktionen arc cos x, såväl analytiskt som geometriskt. Man 
väljer lämpligen till hufvudgren den gren af funktionen som i 
figuren representeras af kurvstycket B, 4,, och hvars värde 
kontinuerligt aftar från « till 0 då x ökas från —1 till I. 


Användes för hufvudgrenen åter beteckningen arc cosx, kan 
man sammanfatta funktionens oändligt många grenar i föl- 
jande tvenne serier: 


are coSX+N.2x, 
(n=0, FL, FANER 


— are COSX FN. 2. 


Då x växer från — 1 till 1, aftar grenen arc cosy + n.2x 
kontinuerligt från (2n +1) x till 2nz, medan grenen — are cos x 
+n.2zx växer från (2n— 1) = till 2nz och således kontinuer- 
ligt öfvergår i den förra grenen för x=1. 


y = are tang x y = are cot x 


Funktionen y=arctangx utgör den inversa funktio- 
nen till ; 
(57) iFAlang fu 


Då y växer från FER till Su växer tang y kontinuerligt från 


— 00 till + 00. Mot hvarje gifvet reellt värde x svarar således 
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en och en enda rot y till likheten (57) som ligger mellan 
— 35 och 3 Denna rot utgör en entydig och kontinuerlig 
funktion af x, hvilken växer från RS till dä x växer från 
— 00 till + oo, och hvilken vi benämna hufvudgrenen af funk- 
tionen arc tang x och beteckna med arc tang x. 


Då funktionen tang y är periodisk med &x såsom period, 
så att 


tang (y + nn) =tang y 


för hvarje heltaligt värde n, har ekvationen (57) för hvarje 
gifvet värde x en oändlig mängd rötter som skilja sig från 
hvarandra på heltaliga mångfalder af x. Funktionen arc tang x 
är sålunda en oändligt mångtydig funktion, och dess samt- 
liga grenar kunna sammanfattas under formen 


rating Fox (t=0 tl, TT 2,...): 


Då x växer från — oo till + oo, växer grenen arc tang x 


+ nx kontinuerligt från värdet (n 3)” till värdet (n + > )r: 
På analogt sätt diskuteras funktionen arc cotx. Till 
hufvudgren är det lämpligt att välja den gren af funktionen 
som kontinuerligt aftager från = till 0 då x växer från — oo 
till +00. Betecknas hufvudgrenen med arccotx, kan man 
sammanfatta funktionens samtliga grenar under formen 


arGCOle FN, (NN =0, TI It 2,00) 


Då de cyclometriska funktionerna spela en viktig roll i 
Analysen och det därför är nödvändigt att fullständigt be- 
herska deras användning, uppmana vi läsaren att i detalj 
genomarbeta nedanstående öfningsuppgifter. 


Öfningsuppgifter : 
1) Lös ekvationen 


; El NEG 
ATC SIN IC. =arIC BAN FAT Sk 


bat 
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a) då i hvardera termen i högra membrum väljes hufvudgrenen 
af arc Sin x; i ; a Ae 
b) då för arc sin > väljes hufvudgrenen och för arc sin 5 den gren 
Ja 
som ligger mellan 3 och 5 | Zz 
2) Lös ekvationen 


Fe . 4 
arc tang x = are sin 3 + arc sin 5 


under samma förutsättningar som den föregående. 
3) Bringa följande uttryck under enklare form: 
1—cosx /1— cos x 


arc tan RSA RC SUM 
8 I + cos Xx” 2 


, are cos (1— 2 sin? Xx), 


| I -t ä 
arc cos (sin £), arc tang ( SER ) : 


I + tang x 
4) Förenkla följande uttryck, i hvilka antages att |x|<1: 


RR TUNFAT ENTEs Xx y 
arc cos 1—2?, arc sin (2x V1—2?), arc tang ( ==). 


Vl—2X? 
arc tane Ke 2 
2 förp 


z 
FÖRA tang a + arc tang x. 


5) Lös ekvationen 


6) Bevisa riktigheten af likheten 


Zz i 1 
Vy =4 are tang = — arc tang 339 


7) Hvilken algebraisk relation äger rum mellan x,y,z, om 


arc tang a = arc tang x + arc tang y + are tang z? 


16. Logaritmer och elementära metoder för deras beräk- 
ning. -— Vi hafva sett att exponentialfunktionen a”, om a > 1, 
kontinuerligt växer från 0 till oo då x växer från — 00 till 
+ 00. Den antar således hvarje gifvet positivt värde en och 
endast en gång, eller, annorlunda uttryckt, mot hvarje posi- 
tivt värde y svarar ett och endast ett reellt värde x som ut- 
gör rot till ekvationen 


Denna rot utgör således en entydig funktion af y, som är 
definierad endast för positiva värden y och kontinuerligt 
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växer från — oo till + 00 då y växer från 0 till oo. Ifråga- 
varande funktion benämnes, som kändt, logaritmen för wY i det 
system hvars bas är a, och betecknas 


(58Y' ÖN 


Vi beteckna härefter den oberoende variabeln såsom 
vanligt med x, och betrakta funktionen log,x, hvars kurva 
vi här nedan upprita (för a=2). 


y=log4ye 


Den logaritmiska funktionens egenskaper härflyta omedel- 
bart ur de tidigare bevisade egenskaperna hos exponential- 
funktionen. Om zx, och Xx, äro tvenne positiva tal, har man 
enligt logaritmens definition (om beteckningen förenklas) 


log log : 
(59) DUR tia DRA vn 


Genom multiplikation erhålles härur, enligt additionsteo- 
Romet för a”, ; 


log x log x log x log ra 
TR ANA 2 SO g it 5 5 


hvilken likhet innebär logaritmens fundamentalegenskap: 
(60) 108 (a 100 få FLOOR tar 


Genom division af likheterna (59) erhålles åter, då vi 
göra bruk af relationen (44) s. 79 samt af additionsteoremet, 


La log xi — l10g x2 


NG é 
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hvaraf, enligt logaritmens definition, följer 
La 
(61) log (2: ) =10g 21 — 108 22. 


På grund af den för exponentialfunktionen gällande 
likheten (41) s. 78 erhålla vi slutligen, om x är ett positivt 
otal och u ett godtyckligt reellt tal, 


(62) xt —=(aEPYR GER 
hvarur vi afläsa logaritmens tredje grundegenskap 
(63) log (Xx) = lög &; 


Då funktionen logzx är kontinuerlig för x > 0 och ex- 
ponentialfunktionen för alla värden af argumentet, kunna vi 
ur likheten (62) sluta, enligt den s. 55 bevisade satsen om 
sammansatta funktioner, att potensen x” är en kontinuerlig 
funktion af x för x > 0, jämväl om exponenten pu är ett irra- 
tionellt tal (jmf. s. 93). 


Om vi känna talens logaritmer i ett visst system, hvars 
bas må vara a, kunna vi med stöd af likheten (63) lätt be- 
räkna deras logaritmer i ett system med en godtyckligt vald 
bas b. Om vi utgå från definitionslikheten för log,x: 


ploRp =, 


och taga logaritmen för hvartdera membrum i systemet med 
basen a, erhålla vi nämligen, enligt (63), 


1083 0100 = JOE 
hvarur för x=a följer 


log ,a.log ,b=1. 
Alltså är | 

log ,x=M.l1og ,x, 
där 

RME 

OR Rö o8,4. 
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Denna konstanta faktor M, med hvilken man sålunda 
har att multiplicera logaritmerna i systemet med basen u 
för att erhålla motsvarande logaritmer i systemet med basen 
b, benämnes det senare systemets modul i förhållande till det 
föregående. 

I praktisk räkning användes som kändt företrädesvis 
det Briggska logaritmsystemet'!), hvars bas är 10. I teore- 
tiska frågor användes däremot nästan uteslutande det natur- 
liga eller Neperska logaritmsystemet ?). Detta har till bas 
det s. k. MNeperska talet e, ett irrationellt tal hvars värde är 


SS LSISLIT sg 


och för hvars definition och beräkning vi i fjärde kapitlet 
utförligt redogöra. Moduln för det Neperska systemet i för- 
hållande till det Briggska är 


1 


intet = log, Iller SOJA ss 


” 


- Omvändt är det Briggska systemets modul i förhållande till 
det Neperska 


1 
Log e= log, 10 = 0,43429448 po fr 


Vi göra några anmärkningar af praktisk natur beträf- 
fande logaritmernas användning. Vi antaga att det gäller 
att söka summan eller skillnaden af tvenne uttryck, a och b, 
hvilka beräknas medels logaritmer. Man har då, sedan 
Log a och Log b erhållits, att i tabellerna slå upp motsvarande 
tal och härefter addera eller subtrahera dessa tal. Söker 


1) Benämndt efter engelsmannen BRIGGS, som. år 1620 offentliggjorde 
ett omfattande verk med : titeln Arithmetica logarithmica, innehållande 
14-ställiga logaritmer för de hela talen 1—20000 och 90006-— 100000. 

2) Systemet har fått sitt namn efter engelsmannen NAPIER, som 
år 1614 offentliggjorde det första arbetet öfver logaritmer, under titeln: 
Mirifici logarithmorum canonis descriptio, ejusque usus in utraque trigono- 
metria. Såsom bas för sina logaritmiska tabeller använde NAPIER emel- 


10” 1 
lertid icke talet e, utan talet ( nad) , hvars värde kommer - myc: 


ket nära. 
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man Log (a + b), har man än en gång att slå upp en EN 
ritm i tabellerna. 

Denna upprepade uppslagning af logaritmer och anti- 
logaritmer är obekväm, och ökar dessutom osäkerheten i 
resultatet, hvarför man på särskilda sätt sökt undgå den- 
samma. 

Man har sålunda, på Gauss” initiativ, konstruerat s. k. 
additions- och subtraktionslogaritmer, med hvilkas tillhjälp man 
enkelt erhåller Log(a+b) då Loga och Log)b äro kända. 


Om man sätter ad är 


a+b=al1+2)=a(1+3), 


LJ 


och således 


Log (a + b) = Log a + Log (1++)- 


Tabellerna för : additionslogaritmer hafva till argument !) 
Log x och gifva direkt värdet af Log | 1+2). För att er- 


hålla Log(a+b) har man således att beräkna skillnaden 
Log a — Log b = Log x, uppslå i tabellerna motsvarande värde 


af Log ( +=); och addera detta till Log a. Tabellerna för 


subtraktionslogaritmer äro inrättade på ett liknande sätt. 
Utan att använda några särskilda tabeller, kan man 
i flere fall väsentligen förenkla beräkningen af summan el- 
ler skillnaden af tvenne expressioner genom att införa en 
s. k. hjälpvinkel. 
Om det t. ex. gäller att beräkna uttrycket 


(64) i a sin v + b cos v, 
är det lämpligt att sätta a och b under formen ; 


(65) a=7 cos 9, b=r sin qg, 


1) Om det större af de gifna talen betecknas med a, är v= Fö 


"och således Log x> 0. ”Tabellerna upptaga därför endast positiva argu- 
mentvärden. : . 
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där »r är ett positivt tal och q& en vinkel som tillhör inter- 
vallen 0 < 9 <2 xx. Att detta är möjligt, och blott på ett 
sätt, inses enklast om vi i ett rätvinkligt koordinatsystem 
utmärka den punkt P som har koordinaterna x=2a,y=b,; 
7 och g utgöra nämligen, såsom ur likheterna (65) omedel- 
bart framgår, denna punkts polära koordinater. Vinkeln q 
blir bestämd genom likheten 


b 
tang q =7>3 


då man tillika observerar att, enligt (65), cosq9 bör få 
samma tecken. som a, sin 9 samma tecken som b, eftersom 7 
har ett positivt värde. Härefter beräknas >» ur någon af 
ekvationerna (65), hvilka gifva 


a b 


= SAN: 
cosq — Sin P 


Genom substitutionen (65) öfvergår det gifna uttrycket 
(64) i det följande: 
MS Ir sin (d+ 9); 


hvilket lätt beräknas medels logaritmer sedan vinkeln q och 
log r bestämts. 
Substitutionen (65) kan äfven med fördel användas för 


att beräkna uttryck af formen Va? b?. 


Vi redogöra slutligen för några elementära metoder 
för beräkning af logaritmer, hvilka äro af stort historiskt 
intresse emedan de verkligen kommo till användning vid ut- 
räkningen af de första logaritmtabellerna, ehuru de senare 
utträngts af de väsentligt enklare beräkningsmetoder diffe- 
rentialkalkylen erbjuder. j 

Den första af de metoder vi afse grundar sig på ut- 
veckling af logaritmerna i s. k. kedjebråk, hvilkas teori vi 
senare skola behandla. Vi tillämpa denna metod på beräk- 
ningen af den Briggska logaritmen för talet 2, d. v. s. roten 
till ekvationen 


(a) 107 =2. 
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Då 10” < 2 och 10' > 2, ligger roten x mellan 0 och 1. 
Vi sätta ; 


ARR 
och upphöja i (a) hvartdera membrum till potensen x,, 
hvarvid erhålles 


(b) 2” — 10, 


Man finner här 2? <10 och 2'> 10, hvarur framgår att 
Herr < 4. Vi sätta därför 


Jo 
C2 


1 1 
AD hvaraf £x=—-: 


Ekvationen (b) antar då formen 


5 
(c) (+) 29. 
Man finner här 
JUNE 125 d VE 625 
(2) = a <li> 


Haket VISar. alb 3 < Paso tv 

Afbryta vi utvecklingen på detta steg, kunna vi appro- 
ximativt bestämma värdet af x., medels lineär interpolation, 
hvarvid erhålles (jmf. s. 27) 


125 
21-80 ORSA 
RIROFTEG ER PIN 
2067-64 
eller 3 = Vi erhålla således för Log 2 närmevärdet 
1 387 
387 


Om vi vilja fortsätta kedjebråksutvecklingen, sätta vi 


il 1 
TAR hvaraf X= — 
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Ekvationen (c) reducerar sig då till 


Sch 
4 


(d) 


Roten xz; till denna likhet ligger mellan 9 och 10, ty man 
erhåller, med ett fel mindre än en enhet af den tredje deci- 
malen (räkningen ställer sig enkel om man använder för- 
 kortad multiplikation), 


128 
125 


je (1, 024)” = 


(1,024) =1,288 <7> 
(66) Vi 3 
(1,024)” =1,268 >: 


Man slutar härur successivt 


; 31 28 
och slutligen 103 < <q eller 
| 0, 30097 < 2 < 0, 30108. 


Alltså är 
Log 2=0, 3010 


med ett fel mindre än en enhet af fjärde decimalen. Ett 
noggrannare värde erhålles om vi, utgående från likheterna 
(66), bestämma värdet af x, medels lineär interpolation. 


Man finner då p3=, hvarur följer närmevärdet 


146 
Löp 2 = Free 0, 301031, 


hvars fel är mindre är en enhet af den sjette decimalen. 
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En annan elementär metod för beräkning af logaritmer 
grundar sig på upprepad användning af formeln 


log Iges (log di+ lg 0): 
välja vi t. ex. beräkna NS 2, utgå vi från värdena 
Gogge 0 LOS 100 
och erhålla först, då räkningen utföres med fyra decimaler, 
V1.10=3,1623, 
bog 1623 = 0,5000. 
Då 2 ligger mellan 1 och 3,1623, beräkna vi härefter 
VA. 3,1623 =1,1183, 
Log 1,7783 = (0 + 0,5000) = 0,2500. 


Då 2 ligger mellan 1,7783 och 3,1623, blir nästa steg i 
räkningen 


V1,7783. 3,1623— 250114, 


Log 2,3714 = (0,2500 + 0,5000) =0,3750. 


Vi fortsätta på detta sätt, och finna successivt 


V1,7783.2,3714 =2,0535, 


Log 2,0535 = 0,3125. 


V1,7783.2,0535 =1,9110, 


Log 1,9110 =0,2812(5).5- 


VT,9110 . 2,0535 =1,9810; 


Log 1,9810 = 0,2969. 
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V1,9810 . 2,0535 = 2,0169, 
Log 2,0169 = 0,3047. 


V1,9810 . 2,0169 =1,9989, 
Log 1,9989 = 0,3008. 


Då räkningen fortsättes, sammanfaller värdet af kvadrat- 
roten med faktorernas aritmetiska medeltal, med den grad 
af noggrannhet som antagits vid beräkningen. Detta inne- 
bär att, mellan gränserna 1,9989 och 2,0169, talen variera 
närmelsevis proportionellt mot deras logaritmer, och att vi 
således kunna afsluta räkningen medels lineär interpolation 
mellan nämnda gränser. Härvid erhålles analogin 


Log 2—0,3008 —2,0000—1,9989 
0.3047-=0330U8.—-, .2,0169.— 1,99897 


hvaraf 
Log.2=0,3010; 


Kalkylerna enligt denna senare metod ställa sig ganska 
enkla om kvadratrötterna beräknas enligt det förfarande som 
angifves i slutet af nästa kapitel. 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna de Briggska logaritmerna för talen 3,5, 7 med tre 
eller fyra decimaler, 
2) De positiva talen p och 4 äro gifna genom .sina Briggska loga- 
ritmer: 
TOWER 20953 0 000045 


Beräkna, med användande af lämpligt valda hjälpvinklar, logaritmerna 
för uttrycken 


Vp>+q", VP —q?, psin 309 — q cos 30", 
samt rötterna till ekvationen 
Ti +px+q=0. 


3) I. en sferisk triangel är sidan -a=30"9', sidan b=45920' och 
mellanliggande vinkel C=387915'. Beräkna sidan c, enligt formeln 


COS c = COS a COS b + Sin a sin b cos C', 


genom att införa en lämplig hjälpvinkel. 


Andra kapitlet. 


Räkning med approximativa värden. 


17. Olika frågeställningar vid approximativ kalkyl. — I ma- 
tematikens numeriska tillämpningar inträffar det oupphörligt 
att man för vissa i kalkylen ingående tal icke använder de- 
ras exakta värden, utan approximativa eller närmevärden, 
d. v. s. värden behäftade med större eller mindre fel. Detta 
är alltid nödvändigt då det uttryck som skall beräknas inne- 
håller kvantiteter hvilka bestämts genom observation af ett 
eller annat slag och därför äro kända endast med en viss 
grad af noggrannhet. I fysiken och i astronomin har man 
"sålunda ständigt att operera med approximativa värden. Men 
äfven inom matematikens eget område står man ofta inför 
samma nödvändighet, nämligen i alla de fall då det uttryck 
som skall beräknas innehåller något irrationellt tal, för hvil- 
ket man naturligtvis är tvungen att vid den numeriska räk- 
ningen använda ett afkortadt värde. En dylik afkortning 
blir af praktiska skäl nödvändig vid beräkningen af uttryck 
som innehålla decimaltal med många decimaler eller andra 
bråk med stor nämnare. | 

De olika frågor som ställa sig vid räkning med approxi- 
mativa värden, gruppera sig kring följande tre problem: 


19. Att bestämma noggrannheten af det värde som erhålles 
för ett gifvet numeriskt uttryck, då för vissa däri ingående tal 
användas approximativa värden hvilkas noggrannhet är känd. 


Man kan sålunda fråga sig huru noggranna värden man 
o .”' 7 1 FR oc oo .” 
erhåller för uttrycken LÄR Vx, om för x användes närme- 


värdet 3,14, eller det noggrannare värdet 3,1416. 
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Vi anföra ännu följande exempel från fysiken, som se- 
nare i detalj behandlas:' 


(a) För att beräkna tyngdkraftens acceleration g har man uppmätt 
längden ! af en pendel, samt bestämt den tid 7 under hvilken pendeln 
gör en enkel svängning. Härvid har man erhållit värdena 


l1=0, 9761 meter, T=0, 99052 sekunder , 


hvilkas fel uppskattas vara mindre än 0,3 mm. resp. 0,0001 sekund. 
Med hvilken noggrannhet kan man härur beräkna g, om pendelns sväng- 
ningar antagas så små att formeln 


TR ge NV” 
T=n V35 eller g=2(5) 


utan märkbart fel kan användas? 


20. Att afgöra huru noggranna värden man bör använda 
för de 1 ett gifvet uttryck ingående kvantiteterna, för att erhålla 
uttryckets värde med en föreskrifven grad af noggrannhet. 


Såsom exempel må anföras följande uppgifter: 


(b) Produkten x V2 skall beräknas med ett fel mindre än äg 


20105 
Huru noggranna värden bör man använda för x och för J/2 ? 
(ce) Huru noggrant värde bör man använda för x för att erhålla 


0 
den absoluta vinkelenheten 1807 med ett fel mindre än 0”,005? 
IT 


(d) cos 18” =IV10+2 V3 skall beräknas med ett fel mindre än 


a Huru noggrant värde bör uträknas för 5? 


LS far 


Sedan de ofvan formulerade problemen lösts, ställa sig 
nya spörsmål vid räkningens praktiska utförande. Man fin- 
ner t. ex. vid lösning af uppgiften (b) att man bör medtaga 


åtta decimaler såväl i värdet för x som i värdet för 2, 
och således för dessa tal använda närmevärdena 


T=3,14159265, V2=1,41421356. 


Om dessa värden på vanligt sätt multipliceras, kommer pro- 
dukten att innehålla sexton decimaler. Af dessa är emeller- 
tid redan den åttonde osäker, och de följande decimalerna 
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äro således utan hvarje betydelse, hvarför det icke kommer 
i fråga att bibehålla dem i slutresultatet. Här ställer sig 
således uppgiften att anordna multiplikationen på sådant - 
sätt att endast de signifikativa siffrorna i resultatet behöfva 
uträknas. 

Vid behandling af uppgiften (ce) skola vi finna att man 
bör medtaga sju decimaler i värdet för x. Man har således 
att utföra divisionen 


180 
3. 1415020, 


och kvoten bör uträknas med sex decimaler. Det är emel- 
lertid klart att, vid beräkningen af de senare af dessa deci- 
 maler, divisorns sista siffror icke spela någon roll, och vi 
stå här således åter inför den praktiska frågan huru man på 
enklaste sätt kan utföra divisionen för att erhålla kvoten 
med den föreskrifna graden af noggrannhet. j 

En tredje hufvudfråga vid numerisk kalkyl är sålunda : 
följande: 


39. Huru kunna de elementära räkneoperationerna på 
enklaste sätt utföras så att resultatet erhålles med en föreskrifven 
grad af noggrannhet? 


Vi skola i sådant afseende angifva reglerna för s. k. 
förkortad multiplikation och division, äfvensom en förenklad 
metod för kvadratrotens beräkning. 


18. Absolut fel och relativt fel. — Vi beteckna med a 
det riktiga eller exakta värdet af en viss kvantitet, med a 
det approximativa värde eller närmevärde vi i kalkylen an- 
vända för densamma. Skillnaden mellan det exakta och det 
approximativa värdet beteckna vi med Aa: 


Aa =aä—ad, a=a+ Aa; 


Aa är sålunda den korrektion man bör addera till det approxi- 
mativa värdet för att erhålla det exakta värdet; korrektio- 
nens numeriska värde | Aa | utgör det fel hvarmed det approxi- 
mativa värdet a är behäftadt. Om a < a och således Aa > 0, 


13 
säges a utgöra ett undre närmevärde för a, däremot ett öfre 
närmevärde om a > ä och således Aa < 0. 

I approximativ kalkyl kommer det icke i fråga att an- 
gifva korrektionens precisa värde, hvilket för öfrigt ofta är 


omöjligt, utan man inskränker sig till att angifva en öfre 
gräns för felet, d. v. s. ett sådant positivt tal d att 


lAa|<d eller —S << Aa LÖ. 
Det exakta värdet ä—=a + Aa ligger då mellan gränserna 
a—d0ZaäaZa+d, 
och omvändt ligger a mellan gränserna 
a—dZa<a+d. 


Känner man därtill korrektionens tecken, kan man angifva 
trängre gränser för a: är Aa > 9? ligger ä mellan a och a +/, 
är Aa < 0 ligger ä mellan a—dJd och a. 
Vi antaga att det exakta värdet ä har formen af ett 
decimaltal med flere än n decimaler. Om vi i detta lemna 
bort alla decimaler som följa efter den n»n'e, erhålla vi ett 


undre närmevärde för a, hvilket kan skrifvas under formen 
2 där &k är ett helt tal. Om i detta värde den sista deci- 
malen ökas med en enhet, erhålles värdet FR som utgör ett 


öfre närmevärde för a. Alltså är 


k le k+1 
1 — a SE 
( ) OS vå 107 
Värdena 
koook+1 
nd 10” 10" 


utgöra sålunda de på hvarandra följande heltaliga multipler af 


mellan hvilka det exakta värdet aä faller, och skilja. sig 


1406 
följaktligen båda från a med mindre än AC Vi benämna des- 


sa värden (2) kort det gifna talets (undre och öfre) närme- 


112 


3 ES SE :s EIA Er Sä NG 
värden på Or när +), och att beräkna a på EE när vill säga 


att bestämma något af värdena (2), likgiltigt hvilket. 
Exempelvis äro närmevärdena för talet 


T=3, 14159265358979 ... 


på Sa här 3,14: och 8715, på a Där 3,141 och 3,142, 0. s. v. 
På samma sätt utgöras närmevärdena för 379015 på 10” när 
af talen 379000 och 380000, närmevärdena för 37,89 på en 
enhet när äro 87 och 38, 0. 6 Vv: 


Det af närmevärdena (2) som kommer det exakta värdet 
a närmare, och hvilket således skiljer sig från detta med mindre 
än , Te , benämnes värdet af a afkortadt till n decimaler, eller, 
kortare, värdet af a med n decimaler ?). 


Exempelvis är värdet af talet zz med två decimaler 


3,14, med tre decimaler 3, 142, med fyra decimaler 3,1416, 
med fem decimaler 3, 14159, 0. s. v. 


Om a är ett godtyckligt närmevärde för a hvars fel är 


räcka 
mindre an —s—=—, 
LÖK 
= gr RE LG: 
är dd <ä + 
2 10 É SR 108 
och således, enligt (1), 
ko RE Re 
10” <a RNE 


1) Allmänt förstår man med ett tals närmevärden på en m"” del när 
de på hvarandra följande heltaliga multipler af = mellan hvilka talet faller. 
2) Om i talet ä den (n + 1)" decimalen är 5 och alla följande 0, 


ligger dess värde midt emellan närmevärdena (2) och skiljer sig från 


hvartdera af dem med precis 5 rå I detta fall kan hvilket som helst af 


nämnda närmevärden väljas till afkortadt värde för a. 


1i3 


Dessa olikheter visa oss att, om man söker den heltaliga 


- 10 cc 
multipel af on SOM kommer a närmast, eller, annorlunda ut- 


tryckt, om närmevärdet a afkortas till » decimaler, man 


erhåller någotdera af värdena (2). Alltså: 


För att beräkna ett tal ä på a när, är det tillräckligt att 


söka ett närmevärde a hvars fel är mindre än — 


2 107 


och afkor- 


ta detta värde till n decimaler. 


För att säkert erhålla det af värdena (2) som kommer 
ä närmare, måste man däremot utföra räkningen noggran- 


nare, t. ex. så att felet blir mindre än eller i vissa 


I 
107 + 1? 
fall t. o. m. ännu noggrannare. Om man sålunda beräknat 


Tx med ett fel << ligger det erhållna närmevärdet mellan 


gränserna 3,1516... och 3,1316..., och då detsamma afkor- 
tas till en decimal, kunde det således inträffa att man erhölle 
värdet 3,2 i stället för 3,1. 


En analog anmärkning gäller det fall då man söker det 
mindre af värdena (2) och således vill beräkna de n första 
decimalerna af det exakta värdet a. 


Noggrannheten vid bestämningen af en kvantitets värde 
framgår icke enbart ur storleken af det fel som därvid blifvit 
begånget, utan är det nödvändigt att tillika angifva storleken 
af kvantiteten själf. Om man sålunda vet att, vid mätningen 
af ett afstånd, begåtts ett fel af t. ex. 1 meter, säger detta 
ännu intet om mätningens noggrannhet, så länge icke afstån- 
dets egen storlek angifves. Är denna t. ex. 1000 meter, måste 
mätningens noggrannhet uppenbarligen betecknas såsom myc- 
ket större än om samma fel begåtts vid mätningen af ett af- 


stånd af 100 meters eller af endast 10 meters längd. I första 
I 


fallet utgör felet nd i andra fallet ;q9» i tredje fallet af 


själfva den uppmätta kvantiteten. Dessa förhållanden: 1000 


3 
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I 1 
100? 10? | 
mätningarna, gifva den bästa föreställningen om dessas nog- 


hvilka benämnas de relativa felen vid de betraktade 


grannhet. 

Med det relativa felet vid bestämningen af en kvantitets 
värde menas således förhållandet mellan felet och kvantitetens 
exakta värde. Enligt den ofvan antagna beteckningen är sålunda 

relativa felet i närmevärdet a 2. 
Det relativa felets storlek angifves ofta i procent, d. v. s. i 
hundradedelar. 

Till åtskillnad från det relativa felet benämnes |Aa| 
ofta det absoluta felet. 

Om man vid beräkningen af en kvantitet a funnit ett 
närmevärde a och vet att dettas fel | Aa | är mindre än Öd, 
kan man äfven angifva en öfre gräns för det relativa felet. 
Ty det exakta värdet a är större än a—Jd, och ur olikhe- 
terna |Aa <d,aäa>a—/J följer | 


Vill man omvändt beräkna kvantiteten a med ett rela- 
tivt fel mindre än ett föreskrifvet tal d', har man att göra 
det absoluta felet |Aa| mindre än ad". För att t. ex. be- 


räkna x? med ett relativt fel NE bör man sålunda ut- 
föra Ae med sådan noggrannhet att det absoluta felet 


blir. < 40000 ' 
Uttrycket för det relativa felet kan skrifvas 


Aa] = [Aa] ARN 1 


a SE AREA a a 


Om mätningen är någorlunda noggrann, är 2 ett litet tal 
och den senare faktorn i högra membrum således nära lika 


A 
med 1. Förhållandet SM mellan det absoluta felet och det 


sf 
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approximativa värdet anger således det relativa felets stor- 
lek med en för praktiska ändamål tillräcklig grad af nog- 
grannhet. 


Öfningsuppgifter : 
1) Bestäm det absoluta och det relativa felet hos det af ARCHIMEDES 


angifna närmevärdet 22 för talet z. 
i 
2 
2) Enligt teorin för kedjebråk utgör bråket Sr ett undre närme- 


värde för y/2 hvars fel är mindre än 1 divideradt med två gånger näm- 


narens kvadrat. Hvilka gränser följa härur för talet J/2 och huru många 
säkra decimaler erhållas i dess utveckling? 

3) Bevisa att, om ett decimaltal afkortas till ett visst antal deci- 
maler, det relativa felet hos det afkortade värdet i allmänhet är mindre 
n 5 , gr , där m betecknar antalet signifikativa siffror i nämnda värde. 

4) Årets längd är, med fyra decimaler, 365,2422 dygn (medel- 
soldygn). Beräkna felet i årets medellängd enligt den Gregorianska 
kalendern, och angif inom huru lång tid afvikelsen uppgår till ett dygn. 


19. Uppskattning af felet vid addition och subtraktion. — 
Vi betrakta en summa af ett antal positiva eller negativa tal 


SEEN te AJ Ra SEEN gA BRT IAN 


Om vi i stället för de exakta värdena aä,,aä.,.. använda 
approximativa värden, a,,a.,..., hvilkas korrektioner må 


betecknas med Aa,,Aas,..., erhålla vi för S närmevärdet 


S=A0i tag titt + An 
hvars korrektion har till uttryck 
AS=S—S=(ä;—01;) + (ä2— 42) Ht: + län— an) 


eller 
AS=Aa,F+Aa, +:::+Åa,, 


och således är lika med summan af termernas korrektioner. 
Härur följer 


|IAS]ElAaI+lAal tr +lA an 
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där likhetstecknet gäller endast om de af korrektionerna 


ÅA a,, ÅA as,... som icke äro 0 alla hafva samma tecken (jmf. 
satsen s. 40—41). Om man vet att 
(3) |A Ci 105 Ada) 09, ANN RO 


erhålles för summans fel AS| den öfre gränsen 
[AGS TES 07 hk 0g Se 


Äro jämväl tecknen för korrektionerna Aa,;, 4 a3,.... 
kända, kan man angifva noggrannare gränser för AS. Om 
man t. ex. antar att af korrektionerna u äro positiva och vv 
negativa, samt att det numeriska värdet af hvarje korrek- 


å zE TA ; (å ud 
tion är SR finner man för AS gränserna 


10”? 


wo ul 
2 40 m <A SÄ 10” 

Gäller det omvändt att beräkna summan S med en före- 
skrifven grad af noggrannhet, t. ex. så att felet |A S]| blir 
mindre än ett gifvet tal £, behöfver man endast välja talen 
0,,02,..., 0» Så att deras summa blir <e&, samt beräkna ter- 


merna i S med sådan noggrannhet att deras fel uppfylla 
villkoren (3). Exempelvis är det tillräckligt om felet i 
hvarje term är mindre än SE 

Beträffande subtraktionen af tvenne tal göra vi ännu 
följande anmärkning. Om det gäller att beräkna skillnaden 


a—d på oa när (jmf. s. 112), är det tillräckligt om man 


ÖR 


1 
för båda talen ä, b använder deras öfre närmevärden på — 0 


när, 
när. Ty om a, b är någotdera af dessa tvenne par närme- 
värden, och om man sätter : 
a=a FANA, b=d-+ ND 
hvaraf s 
a—b=(a—b)+(Aa—A Ab), 


UI 


hafva Aa och Ab samma tecken och äro båda numeriskt 


mindre än hvaraf följer att deras skillnad (ÅA a— Ab) 


äfven är numeriskt mindre än (TAR Närmevärdet a — b, som 


har formen af ett decimaltal med nn decimaler, skiljer sig 


följaktligen från det exakta värdet ä— 5 med mindre än a 


och utgör således ett närmevärde för ä — 5 på or DA: 
Vi tillämpa ofvanstående enkla betraktelser på summan 


3 1 
S=1 + tatt UN 


SN 3 9: SM kö : 
hvars värde vi föresätta oss att beräkna på när. /Ni 


7 


veta (jmf. s. 113) att det för detta ändamål är Na 
1 


om vi beräkna ett närmevärde S hvars fel | As | är BAN NT 


och afkorta detta närmevärde till sju decimaler. 

För de tre första termerna i summan använda vi na- 
turligtvis deras exakta värden, medan de åtta återstående 
termernas decimalbråksutvecklingar, hvilka äro periodiska, 
måste afkortas. För att ernå den föreskrifna noggrannheten 
i slutresultatet är det tillräckligt att ENE enhvar af dessa 


Feve . Vi afkorta där- 
210010 (0) Db 
för dessa termers värden till 8 decimaler, hvarvid felet i 


åtta termer med ett fel < 5 . 


; : 10 di o S 58 
hvarje term blir SÅR och således mindre än den erfor- 


derliga gränsen. Efter hvarje term angifva vi inom paren- 
tes tecknet för dess korrektion, hvilket omedelbart framgår 
ur räkningen. 


AR 


1 
lt ta 
:=0,16666667 (—) 


= 0,04166667 (—) 


=0,00833333 (+) 
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= 0,00138889 (—) 


n 

=0, 00019841 (+) 
51 =0,00002480 (+) 
31=0,00000276 (—) 
101 =0,00000028 (—) 


EPA ISP lera 
Vid afkortning till 7 decimaler erhålles närmevärdet 
(4) 2 IB2010G 


och vi äro säkra om att detta skiljer sig från det exakta 


värdet S med mindre än en enhet af sista decimalen. 

En noggrannare uppskattning erhålles om man beaktar 
tecknen för termernas korrektioner. Då tre af dessa äro 
positiva och fem negativa, medan enhvar af dem är nume- 


5 ö 23 Re : : 
riskt mindre än Aaot ligger summans korrektion AS mel- 


lan gränserna 


Al 


da =0,000000015 och — 5 : 2 ==— 0,000000025, 


och summans exakta värde S=S+ AS faller således mellan 
gränserna 


2,718281785 < S < 2,718281825, 


hvilket visar oss att närmevärdet (4) faktiskt skiljer sig 


från det exakta värdet S med mindre än ST 
Öfningsuppgifter: 
1) Beräkna skillnaden V3 —V2 

a) med ett relativt fel mindre än 1 ?/,; b) på —z när. 
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isl) 


2) Beräkna värdet af summan 


18257 » 423678 21 
32049 EE 29474 ST 9953 


med två decimaler !). 


20. Förkortad multiplikation. — Om det gäller att multi- 
plicera två hela tal eller decimaltal med flere siffror, och 
om man icke åstundar att erhålla produktens exakta värde 
utan åtnöjer sig med en viss föreskrifven grad af noggrann- 
het, kan det VEN multiplikationsförfarandet väsentligen 
NA 

Vi antaga t. ex. att det gäller att beräkna produkten 


9, 34781 .0,260593 


på a när. Vi utföra först multiplikationen på det vanliga 


sättet, dock med den skillnad i uppställningen att vi upp- 
skrifva partialprodukterna i den ordning i hvilken de er- 
hållas då multiplikatorns siffror genomlöpas från venster till 
höger. Härigenom ernås bl. a. den fördel att partialproduk- 
terna blifva ordnade efter aftagande storlek, hvilket är na- 
turligare än att ställa den minsta partialprodukten främst, 
såsom vanligen brukas. För jämförelsens skull utskrifva vi 
den vanliga uppställningen vid sidan af den nya. 


9,34781 9,34781 
0,260593 0,260593 
1,869562 2804343 
5608686 8413029 
4673905 4673905 
8413029 5608686 
2804343 1,869562 
2,43597385133 2,43597385133 


Man ser nu genast att det, för erhållande af produk- 


tens värde på SS när, ingalunda är nödvändigt att uträkna 
10 


1) Att ,beräkna värdet af en kvantitet med an» decimaler" vill säga 
att bestämma det till 2» decimaler afkortade värdet af denna kvantitet 
(JPOEESALI2). 
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partialprodukterna fullständigt, utan att det är tillräckligt 
att beräkna deras värden med fem decimaler. Felet i hvarje 
partialprodukt blir då mindre än td och summans fel så- 
ledes mindre än >. ul = KL 
JR Eg 4 10 

Räkningen ställer sig som följer: 


hvilket är fullt tillräckligt. 


9,34781 
0,260593 


1,86956 
56087 
467 
84 
3 
2,43597 


Vid afkortning till fyra decimaler erhålla vi närmevärdet 
2,4360, hvilket säkert skiljer sig från produktens exakta 
värde med mindre än en enhet af sista decimalen (jmf. s. 113). 

För att underlätta räkningen är det lämpligt att, vid 
bildandet af hvarje partialprodukt, från slutet af multipli- 
kanden medels ett vertikalt streck afskilja de siffror hvilka 
endast bidraga till den minnessiffra man har att observera 
på det sista i räkningen medtagna decimalstället, i före- 
varande exempel det femte decimalstället. För hvarje ny 
partialprodukt kommer man sålunda att afskilja en siffra 
till från slutet af multiplikanden. Likaledes är det lämp- 
ligt att utmärka med en accent (eller öfverkorsa) de redan 
använda siffrorna i multiplikatorn. 

För tydlighetens skull utskrifva vi här de successiva 
steg man har att göra i ofvanstående multiplikation, med 
användande af det beteckningssätt vi föreslagit. 


9,3478|1 9,34 7/81 9, 3|4/7'8]1 
0,260593 0,260593 0,260593 
1,86956 1,86956 1,86956 

56087 56087 


467 
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9,/'3/4/78/1 9,3/£/7 (8/1 
0,260593 0,260593 
1,86956 1,86956 
56087 56087 
467 467 

84 84 

3 

2,43597 


De minnessiffror man har att observera vid bildandet 
af de successiva partialprodukterna utgöras af de till när- 
maste hela tal afkortade värdena af produkterna 


PED SI RIO 0:81 45 10,4781, I 034781, 19. 0,984781. 


Man ser omedelbart att ifrågavarande minnessiffror äro 0,35, 
ED I 

Om man vid multiplikationen af två tal afkortar samt- 
liga partialprodukter till » decimaler ?), blir felet i det er- 


1) Den förkortade multiplikationen kan anordnas på flere olika sätt. 
Man kan exempelvis, såsom i flere läroböcker rekommenderas, vid par- 
tialprodukternas afkortning lemna minnessiffran ur räkningen och således 
helt och hållet negligera de siffror hvilka vi ofvan afskilt från multipli- 
kanden. Detta innebär visserligen en förenkling, men i stället ökas 
felet i resultatet väsentligen, så att man, för att uppnå den föreskrifna 
graden af noggrannhet, blir tvungen att räkna med flere decimaler än 
enligt det i texten angifna förfarandet, hvarförutom uppskattningen af 
felets storlek ställer sig väsentligen mindre enkel. 

Beträffande räkningens uppställning må ännu anmärkas, att det i 
vissa afseenden är fördelaktigt att uppskrifva multiplikatorns siffror i 
omvänd ordningsföljd, så att dess första siffra kommer att stå under den 
siffra i multiplikanden som närmast föregår de siffror vi afskilt från den- 
samma. I ofvanstående exempel skulle talen sålunda uppskrifvas på 
följande sätt (decimalkommata behöfva icke utsättas): 


93478/1 
395062 


Vid denna uppställning kommer hvarje siffra i multiplikatorn att multi- 
pliceras endast med de siffror i multiplikanden som stå ofvanom och till 
venster om densamma, hvarjämte man, enligt det i texten föreslagna 
förfarandet, har att observera minnessiffran. 

?) Vid räkningens början har man härvid att från slutet af multi- 
plikanden afskilja så många siffror, att produkten af enheten för den 
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hållna värdet för produkten säkert mindre än rv där k 


betecknar antalet afkortade partialprodukter. Noggrannare 
gränser kunna erhållas: för resultatets korrektion om man 
observerar tecknen för partialprodukternas korrektioner. Man 
kan härur i hvarje gifvet fall lätt sluta till antalet decimaler 
hvarmed räkningen bör ställas för ernående af en föreskrif- 
ven grad af noggrannhet i slutresultatet. Vill man hafva 


produktens värde på aa när, är det i allmänhet tillräckligt att 


räkna med n + 1 decimaler, och detta är säkert fallet om antalet 
från 0 skilda siffror i multiplikatorn icke öfverstiger tio. 
Vi vilja såsom öfning ännu beräkna produkten af talen 


Tx =3,14159265358..., V2 =1,41421356237... 
| 
105 
decimaler (vi antaga således att vi af de gifna talen känna 
så många decimaler som härför erfordras) och utsätta efter 
hvarje produkt tecknet för dess korrektion. För tydlighe- 
tens skull utskrifva vi tillika vid sidan af hvarje afkortad 
produkt motsvarande exakta produkt. Räkningen ställer sig 
som följer: 


3,14159265|358 .. 
1,41421356 237... 


med ett fel <3 Vi afkorta partialprodukterna till åtta 


3,44159200HE-) 0 rn 
1,256638706 (+) = .0,4 
STAT SIS U — JR ES ROSA 
1256637 (+) <=5x.0,004 
62832 (—) =>+r.0,0002 
3142 (—JiE 20, 00004 
942 (+) —=x.0,000003 
157 (+) =>. 0,0000005 
19(—) =2+.0,00000006 
1(—) =+27.0,00000000237.. 
4,44288294 


närmast föregående siffran och enheten för den första siffran i multipli- 


katorn blir lika med fe 
10) 
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Då partialprodukternas antal är tio, är felet i resultatet 


JUR 1 bed 
säkert mindre än — ER 
Z 10 PN (6) 


korta till sju decimaler, att värdet 


+»; Vi sluta häraf, i det vi af- 


4,4428829 


utgör ett närmevärde på = när för produkten x V2. Om 


man ytterligare beaktar att af partialprodukternas korrek- 
tioner fem äro positiva och fem negativa, erhåller man så- 
som gränser för resultatets korrektion 


hvaraf följer att det exakta värdet af x V2 ligger mellan 
gränserna 


4,442882915 och 4,442882965. 
Öfningsuppgifter: 
1) Hvilka närmevärden erhållas för produkten 
8,296.7,814 


om man successivt afkortar partialprodukterna till en, två, tre, fyra. fem 
decimaler? Uppskatta för hvarje gång felets storlek och gränserna för 
produktens exakta värde. 

2) Beräkna på en million när värdet af produkten 


837484. 347371. 


3) Beräkna värdet af x? med åtta decimaler. 


21. Förkortad division. — För enkelhetens skull börja 
vi med ett speciellt exempel. Vi bilda ett närmevärde för 
kvoten 


229 ,4703568 
(5) 7,359412 >” 


sålunda att vi afkorta dividenden samt produkterna af divi- 
sorn och de successiva siffrorna i kvoten till fyra decimaler, 
och fortsätta räkningen tills vi erhålla resten 0. Då första 
siffran i kvoten kommer att angifva tiotal, hafva vi vid räk- 
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ningens början att medtaga fem decimaler af divisorn (jmf. 


not (2) s. 121); enheten för den sista af dessa decimaler, ra 


multiplicerad med enheten för den första siffran i kvoten, hvil- 


ken som sagdt är 10, ger oss då till produkt 0 d. v. s. enheten 


för den fjärde decimalen. Den enda återstående decimalen i 
divisorn afskilja vi med ett vertikalt streck, och vid hvarje 
följande steg i räkningen hafva vi att afskilja en siffra till 
från divisorn. För att åskådliggöra de successiva faserna af 
räkningen, uppskrifva vi vid hvarje rest ånyo divisorn jämte 
de redan erhållna siffrorna i kvoten. 


229,4704 — |7,359412 
8 
220,7824 
8,6880 |7,3594|112 
31 
7,3594 
1,3286 = |7,3594/1)2 
SL 
7359 
5927 — | 7,35|94/112 
SÖKS 
ORD 
389 | 7,3|59412 
31,180 
RSS 
39 — | 785942 
31,1805 
37 
Tang sb 942 
31,18053 
2 


Vi ha kommit till resten 0 genom att från den afkor- 
tade dividenden subtrahera det närmevärde som erhålles för 


125 


produkten af divisorn och kvoten då vid multiplikationen 
samtliga partialprodukter afkortas till fyra decimaler. För 
tydlighetens skull utskrifva vi denna förkortade multiplika- 
tion här nedan: 
7,35941|2 
31,18053 
220,7824 
7,3594 
7359 
5888 
3 REN 
2 


229 ,4704. 


Det exakta EN af produkten i fråga skiljer sig med mindre 


än 6- | = TG ; från värdet 229,4704, och då detta i sin tur 


. : z Er KL SK 
skiljer sig med mindre än SAR a från dividendens exakta värde, 


kunna vi sluta att skillnaden 


229 ,4703568 — 7, 359412. 31,18053 


är numeriskt mindre än = ju oe RET = Härur följer vi- 
dare då vi dividera med SERA 
229,4703568 I 350 kind 
| — 31,18053 0 : . 
| 7,359412 Så 7,359412 10" - 204 


Det exakta värdet af kvoten (5) ligger således mellan grän- 
serna 
31,18048 och 31,18058 


och skiljer sig följaktligen från värdet 31,1805 med mindre 
än id 
105 

Vi skola nu framställa det ofvan beskrifna förfarandet 

under en allmännare form. Vi antaga att det gäller att 


approximativt beräkna värdet af kvoten 


DN AA 
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där a och bö äro decimaltal med ett ändligt eller oändligt 


antal decimaler. För detta ändamål afkorta vi först divi- 


denden till n decimaler, och ersätta således a med ett närme- 
värde a=a — Aa, där |A a] < S : a « Under divisionens gång af- 
korta vi likaledes produkterna af divisorn och de successiva 
siffrorna i kvoten till » decimaler !), samt fortsätta räkningen 
tills vi erhålla resten 0. Det sålunda erhållna närmevärdet 


för kvoten beteckna vi med 4, och detta närmevärdes kor- 


rektion med Aq. 

Vid divisionen hafva vi kommit till resten 0 genom att 
från den afkortade dividenden a-— Aa successivt subtrahera 
de till n decimaler afkortade produkterna af divisorn ö med 
enhvar af siffrorna i kvoten 4. Om vi med P beteckna det 
närmevärde för produkten 46 som framgår ur denna förkor- 
tade multiplikation, är således 


ä— Aa=P. 


Beteckna vi vidare med AP korrektionen för närmevärdet P, 
är gö= P+-AP,:eller 


Ur dessa likheter följer ä— Aa =4qb — AP, eller 


TA 


— gb =ANa— AP, 


eller ännu, om vi dividera med b, 


ad 
(6) ÄTER 


Nu är [AG < sn och å andra sidan är felet | AP| 


vid den förkortade multiplikationen af b och 4 mindre än 


1) Vid räkningens början bör man från slutet af divisorn (med ett 
vertikalt streck) afskilja så många siffror, att enheten för den närmast 
föregående siffran, multiplicerad med enheten för den första siffran i 


1 
kvoten, ger till produkt — -: 
TJÖT 
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ko 
2 GA 
likheten (6) kunna vi således för felet |A4q]| i den erhållna 


där &k betecknar antalet från 0 skilda siffror i 4. Ur 


kvoten härleda den öfre gränsen 


I — år 
107 


(7) Aqg VR 


Noggrannare gränser erhållas för Aqg om man observerar 
tecknen för Aa och för de afkortade partialprodukternas kor- 
rektioner. | 

Det är i flere afseenden lämpligt att före divisionen 
förlänga den gifna kvoten med en sådan potens af 10, att 
divisorns första siffra ROMA att utmärka enheter. Om detta 


villkor är uppfylldt, är. ;< 1 och olikheten (7) ger oss 


ög G 1 
Aq RAR POPE OA 
| ES 9 10” 


Är kk < 10, följer härur |Aq/|< I och vi erhålla såle- 
des, genom att afkorta 4 till n — 1 decimaler, ett närmevärde 


för 5 på CET när. I regel är naturligtvis |Aq]| betydligt 


mindre än den angifna gränsen. 


För att på I när beräkna värdet af en kvot 


10 n 


5, där 1<8 


< 10, är det således i allmänhet tillräckligt att afkorta dividen- 
den och partialprodukterna till n+1 decimaler, och detta är 
säkert fallet om det härvid erhållna värdet för kvoten icke 
innehåller flere än nio från 0 skilda siffror. 

Såsom en tillämpning af det ofvan sagda skola vi ännu 


behandla uppgiften att beräkna den absoluta vinkelenheten 
2 på 07,01 när. Uttryckt i bågsekunder är denna kvan- 


ES värde 
648000 


, 


Tx 


när. Vi ställa för detta ändamål räkningen med tre deci- 
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maler, utsätta tecknen för partialprodukternas korrektioner, 
samt utskrifva för tydlighetens skull åter vid hvarje erhål- 
len rest divisorn jämte de redan beräknade siffrorna i kvo- 
ten. Då enheten för den första siffran i kvoten är 10”, 
hafva vi vid räkningens början att i divisorn medtaga åtta 
decimaler. (Vi antaga åter att vi känna så många deci- 
maler af x som erfordras för erhållande af de aTkorrann 
partialprodukterna). 


648000,000 3,14159265|358... 
5 
628318,531 (—) 
19681,469 = |3,141592|6|5I358... 
Ht 
18849,556 (—) 
831,913 3,14159|2|6/5I358 ... 
2 
628.319) 
203,594 3,1415(912/6|51358 ... 
oe 
188,496 (—) 
15,098 3,141/5[912|6|5/358 ... 
 h 
12,566 (+) 
2,532 3,14/1/59|2|6|51358 . ... 
206264,8 
2,513 (+) 
19 3,/1/4/1/5/91216|51358 . ... 
206264, 806 
190) 
0 


Antalet afkortade partialprodukter är SR TT Na 


och ö > 3, erhålla vi, enligt (6), LYIEEE Vi 


Oo Oo Oo .” . .” 0 Oo 
få således såsom närmevärde för 180” på Vä när 
NT 


206264”,81 =570 17" 44”, 81. 
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Om man observerar tecknen för partialprodukternas 
korrektioner, erhålles ett ännu noggrannare resultat. Då 


två af dessa korrektioner äro positiva och fem negativa, 


ligger AP mellan gränserna a och ET och enligt (6) 


ligger således korrektionen Aq mellan gränserna öl - 


FÅ LOT Alltså utgör det vid divisionen erhållna värdet 
579 17" 44” ,806 
ett närmevärde för den absoluta vinkelenheten på 0”,001 när. 


Öfningsuppgifter: 


1) Hvilka närmevärden erhållas för kvoten 


2,70369 
8,30128 
enligt det förkortade divisionsförfarandet, om dividenden och partial- 
' produkterna successivt afkortas till en, två, tre, fyra decimaler? Upp- 
skatta för hvarje gång felets storlek och angif gränserna för kvotens 
exakta värde. 
2) Beräkna med tre decimaler förhållandet mellan talen 75169139 
och 2571623, med användande af förkortad division. 
3) Beräkna kvoten 
2 


1,414213562373 


1 
på 10” när. 


22. Uppskattning af felet vid multiplikation och division. 
Om man vid beräkningen af en produkt ka för faktorn k 
använder dess exakta värde men däremot för faktorn a ett 
närmevärde, a, hvars korrektion må betecknas med Aa, 
erhålles för produkten närmevärdet ka, hvars korrektion är 


A(ka)=ka— ka=kl(ä-—a)=k Aa. 


Det fel man begår i värdet af faktorn a blir således i 
produkten multipliceradt med &£k, medan ur likheten 


A(ka) Aa 
Känt ofå 


9 
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framgår att produktens relativa fel är detsamma som det 
relativa felet i värdet för faktorn a. 

Om man exempelvis vill beräkna produkten 50 xx och 
härvid för x använder närmevärdet 3,14, hvars fel är ungefär 
0,0016, blir felet i resultatet 50 gånger så stort, alltså unge- 
fär 0,08. Vill man omvändt beräkna produkten 50 x med 
en föreskrifven grad af noggrannhet, t. ex. med ett fel mindre 
än 5 . Tu bör man för x använda ett närmevärde hvars fel 
är mindre än a af denna gräns, alltså mindre än 


Vi antaga nu att det gäller att beräkna produkten a5 
och att man härvid för båda faktorerna använder approxi- 
mativa värden, a och b, med korrektionerna Aa=27a— ca och 

Ab=b—b. För prodilltökh erhålles då närmevärdet ab, och 
dettas korrektion är 


A (ab) = ad — ab ="(a + 4a) (b+Ab) — ab 
Br 
hvilket uttryck äfven kan skrifvas 
A (4522 (6 eV ERS 
Faktorerna 


— a+ä ÄblN RT 
ha RR OG 


ligga mellan gränserna a och a resp. b och b. Om vi med 
« och 8 beteckna två tal som uppfylla villkoren 

a > det större af talen a och ä 

8 > det större af talen b och 5, 
är således å VIS SA 


(8) |A (ab) |£elAd|+BrAal, 


hvilken olikhet ger oss en öfre gräns för produktens fel. Om 
tecknen för Aa och Ab äro kända, kan man angifva nog- 
grannare gränser för A (ab). 
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Såsom en tillämpning af det sagda, skola vi undersöka 
huru noggranna värden man bör använda för x och V2 för 
att erhålla värdet af produkten xV 2 med ett fel mindre än 
1 
10” . 

a och b må beteckna de närmevärden som komma till 
användning för nämnda tal, Aa och Ab dessa närmevärdens 
korrektioner. För kvantiteterna « och 8 kunna vi använda 
t. ex. värdena «=3,2, 8=1,5, ty det är omedelbart klart 
att man, för ernåendet af den föreskrifna noggrannheten i 
produkten, måste använda närmevärden a och b som äro 
mindre än dessa värden, hvilket jämväl efteråt bekräftas af 
det erhållna resultatet. 


DD | 


Felet i det närmevärde som erhålles för x V 2 är, enligt 
(8), mindre än uttrycket 


3,2 |Ab|+1,5|Åa]. 
Vi äro således säkra om att i resultatet ernå den föreskrifna 


graden af noggrannhet om vi göra |Aa]| och |Ab/! så små 


att nämnda uttryck blir - ST Detta villkor är säkert 


uppfylldt om | Aa | och |Ab]| båda göras mindre än ga Man 
kan således för x och V2 välja t. ex. något af deras närme- 
värden på för när. 

10 


Resultatet (8) utsträckes lätt till en produkt af flere 
faktorer. Om det t. ex. gäller att beräkna produkten a pb r-r, 
och om man för .faktorerna använder närmevärden a,b, ce, 
hvilkas korrektioner som vanligt må betecknas Aa, Ab, Ac, 
finner man, genom upprepad tillämpning af (8), olikheten 


(9) IA (abe)|<af|Ac|+BylAa|+relAd, 


där A(abe) betecknar korrektionen för närmevärdet abc 
och &«,p,y betyda tal som uppfylla villkoren 

a > det större af talen a och za, 

p > det större af talen b och b, 


y > det större af talen c och >. 
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Läsaren uppmanas att bevisa detta resultat samt att utsträcka 
det till en produkt af ett godtyckligt antal faktorer. 


—-N 


Vi betrakta ännu en potens a , där n är ett positivt 
helt tal, och undersöka noggrannheten af det närmevärde 


a” som erhålles då för basen a användes ett approximativt 
värde a. Korrektionen för närmevärdet a” är lika med 


(10) A (a"”) =aä" — a” =Aa(aä" Färg 


där Aa=a—a betecknar korrektionen för a. Om vi åter 
välja ett tal « som uppfyller villkoret 


oe > det större af talen a och «a, 


1 


äro termerna inom parentesen enhvar <«a" och deras 


summa således < nea” ', hvaraf följer 


(11) A(a" jä =ne TE NANG 


På liknande sätt kunde man finna en undre gräns för | A (a”) |. 

Om i högra membrum af (10) a ersättes med a och 
likheten därefter divideras med a”, erhålles den approxima- 
tiva likheten 


hvilken är desto närmare riktig ju noggrannare värdet a 
är. Vi sluta häraf att det relativa felet i värdet af en potens 
är approximativt lika med basens relativa fel multipliceradt med 
exponenten. Detsamma gäller, enligt hvad ofvan sagts, om 
produkten ka”, där k är en numerisk faktor för hvilken vid 
räkningen användes dess exakta värde. Om man exempel- 
vis för radien af en sfer känner ett närmevärde 7 med ett 
relativt fel «, är således relativa felet i det värde, 4x7r?, som 
erhålles för sferens yta, ungefär 20, och det relativa felet i 


55 4 så a 
värdet 3 xr? för sferens volym ungefär 30. 


Vi skola slutligen undersöka noggrannheten af det värde 


o +” ä Oo [I SN Så . 
som erhålles för en kvot = då man för a och 6 använder 
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approximativa värden a och b med korrektionerna Aa och 


Ab. Korrektionen för det erhållna närmevärdet 7 kan skrifvas 


A($)==—5= a+Aa a bAa- a Ab 
Kat Br möA De Näe SOL DERA 
eller 
| NR 
b bb 
Om vi välja ett positivt tal 8' som uppfyller villkoret 
p" L det mindre af talen b och b, 


erhålla vi såsom öfre gräns för kvotens fel 
| av| —blAal|+al|Ab] 
'g A()E ER 
Äro tecknen för Aa och Ab bekanta, kan man angifva nog- 
grannare gränser för A (4). 


Om speciellt Aa=0, d. v.s. om man vid kalkylen an- 
vänder täljarens exakta värde, erhålles 


(2) ÖRE 


Vi antaga t. ex. att det gäller att beräkna kvoten 


648000 


Ax 


med ett fel mindre än - Vi beteckna med A korrek- 


YT 

RR 0 

tionen för det närmevärde som användes för «x. För p”' 

kunna vi använda t. ex. värdet 3. Felet i kvoten är då, en- 

ligt (12)", mindre än 
648000 


a |A |=72000/A], 


och detta uttryck blir i sin tur mindre än RET om vi göra 


|| 
ÅA — 
| 7 


[CS 
—— 
OO 
Sd 
ju 
FS 
a 
— 
= 
-I 
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Det är således fullt tillräckligt om vi för x använda dess 


till sju decimaler afkortade värde 3,1415927, i hvilket fall 

IK 
fö RENEE fnllong 
ES 0: 


Ofningsuppgifter: 


1) För sidorna i en rektangel har vid mätning erhållits värdena 


a , SANTE 
1,3673 m. och 0,7964 m., hvilkas fel uppskattas icke öfverstiga 3 mm. 
Med hvilken noggrannhet kan rektangelns yta beräknas? 
2) Uppskatta storleken af det fel man begår i värdet af uttrycket 
At 
41 
bör man använda för zx för att erhålla uttryckets värde med ett fel 


om för zz användes närmevärdet 3,14. Huru noggrant närmevärde 


mindre än od ät 
10 


3) Faktorerna i produkten abe ligga mellan gränserna 
1 Za NED ETEN 
Huru noggranna närmevärden bör man använda för dessa faktorer för 


att erhålla produktens värde med ett fel La ? 


4) Med hvilken noggrannhet bör man beräkna värdena af a och b 
för att erhålla värdet af kvoten é med ett fel ON då man vet att 
HRT OFOCNEVFL BE 0 2 


23. Om felens anhopning under kalkylens gång. — Då 
det gäller att faktiskt uträkna värdet af ett aritmetiskt ut- 
tryck som innehåller kvantiteter hvilkas värden äro kända 
endast med en viss grad af noggrannhet, eller irrationella 
tal, eller andra tal hvilkas värden man af praktiska skäl är 
tvungen att förenkla, kommer det fel som, på grund af de 
företagna afkortningarna, blifvit begånget vid beräkningen 
af en viss del af uttrycket, att inverka jämväl på räkningens 
senare skeden, och felen komma sålunda i allmänhet att hopa 
sig under kalkylens gång. Det är skäl att här något när- 
mare ingå på denna fråga, hvilken redan tidigare i förbi- 
gående berörts. . 

Vi betrakta först en produkt af två faktorer, äb, och 
antaga att vid dess beräkning för faktorerna användas vär- 
den, a,b, af hvilka åtminstone det ena ej är exakt. Vi er- 


t 
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hålla då för produkten ett närmevärde, AD hvars korrektion 
må betecknas med A,:: 


aö—=ab + Ar. 


Vi hafva i n? 22 lärt oss att beräkna en öfre gräns för Ai, 
om noggrannheten af värdena a och b är bekant. 

Om produkten ab exakt uträknades, skulle dess sista 
siffror i allmänhet lemna ett bidrag af en mindre storleks- 
ordning än A, och vore således utan betydelse för resultatet. 
Man afkortar därför värdet ab, t. ex. så att endast en osäker 
siffra bibehålles i resultatet, hvilket lämpligen sker medels 
förkortad multiplikation. Vid denna afkortning erhålles i 
stället för det exakta värdet af ab ett närmevärde, [ab], 
hvars korrektion vi beteckna med As: 


ab=[ab]+ Az. 


Ur denna och den föregående likheten följer 
äb=[ab]+(A,+A32). 


Det närmevärde [ab] som slutligen erhållits för produkten 
ab har således till korrektion A,+A,. 

Gäller det att beräkna produkten ab med ett fel mindre 
än en gifven kvantitet £, måste man, då tecknen för A, och 
ÅA, i allmänhet icke på förhand äro kända, ställa räkningen 
så att |A,|+ |A.) Le. 

En analog anmärkning gäller beräkningen af en kvot 
af tvenne tal. ; 

Vi gå till en produkt af tre faktorer, abc. Vi beräkna 
först produkten ab, med beaktande af ofvanstående anmärk- 
ningar. Det erhållna närmevärdet beteckna vi med [ab], 
dess korrektion med A,: | 


Genom multiplikation med & följer härur 
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Vi beräkna nu produkten [ab]z, beteckna det erhållna 
närmevärdet med [abc] och dess korrektion med As: 


[ab] = PavcT FAS. 
Vi hafva då, enligt denna och den föregående likheten, 


abe =[abe]-F(2A4, FA). 


Korrektionen för det slutligen erhållna värdet [abc] är såle- 
des zÅ, + As. 

För att säkert erhålla värdet af produkten abc med ett 
fel mindre än en gifven kvantitet £, bör man således ställa 
räkningen så att & A,|+|A.|<e. : 

På analogt sätt har man att förfara för att med en före- 
skrifven grad af noggrannhet beräkna en produkt af flere 
än tre faktorer. 


Såsom en tillämpning af det sagda skola vi beräkna 
värdet af produkten 


17, 8730216 . 0,284513 . 2,6035712 


med fyra decimaler. För detta ändamål ställa vi räkningen 


så att felet i det erhållna närmevärdet blir LT 


Vi beteckna såsom ofvan med A, korrektionen för det 
närmevärde som erhålles för produkten af de två första fak- 
torerna, med A. korrektionen för det värde som erhålles vid 
multiplikation af nyssnämnda närmevärde med den tredje fak- 
torn. Då denna är <3, är, enligt det ofvan sagda, felet i 
slutresultatet <3 4, +|4.|. Vi ernå således den eftersträf- 
vade graden af noggrannhet om vi t. ex. göra 


1 ( 
NT ARK 


ty då är 3|A,|+l ANT 


"Vid multiplikationen af de två första faktorerna afkorta 
vi i öfverensstämmelse härmed partialprodukterna till sju 
decimaler: | 


FN 


17,873021/6 
0,284513 
3,5746043 
1,4298417 

714921 
89365 
1787 
536 


5,0851069 


Då antalet afkortade partialprodukter är sex, är felet | A,| 
i det erhållna värdet <6-+-,=— 5. 
24 0) 10 
Vi multiplicera nu detta värde med den tredje faktorn 
och afkorta denna gång partialprodukterna till sex decimaler: 


5,0851069 
2,6035712 
10,170214 
3,051064 
15255 
2543 
356 
5 
1 


13,239438 


Felet |A; vid denna multiplikation är or Lan Alltså är 


SJ 7 
| € Fra RR FE = 
SLA AGES or aclatra Törr 


Det exakta värdet af den betraktade produkten ligger såle- 
des mellan gränserna 


13,239433 och 13,239443, 


och dess värde med fyra decimaler är följaktligen 


13,2394. 
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Vi skola ännu behandla den i n? 17 ställda uppgiften 
(a) (s. 109). Det gäller att beräkna tyngdkraftens accelera- 
tion g, enligt formeln 


XY 2 l 
=1/ 7) = n? — 
J = HU 


då man för I! och 7T funnit värdena (med meter resp. sekund 
såsom enheter) 


(=0,97T02 =E 05090525 
hvilkas fel antagas ligga under gränserna 
1 
'Å ATI 
U| <+ RR SA 


Vi hafva först att uppskatta den osäkerhet i värdet af 
g som härrör af osäkerheten i värdena ! och T. Om vi all- 
mänt beteckna korrektionen för ett värde f med Af, är en- 
ligt (12) ; 


| Ag] =S (FEAT FLAT 


där 7" är ett tal som är mindre än såväl det exakta som det 
approximativa värdet för T.- Vi kunna välja T'=0,99 och 
hafva då T'”> 0,98, T'' > 0,96. Vidare är, enligtöcmmis 
A(T)|<2T"|AT|, där T” betecknar ett tal större än så- 
väl det exakta som det approximativa värdet för T. Vi kunna 
välja T”=1, och erhålla då | A (T") |<2/1AT|:: Då slutligen 
Ax? <-10, TIL 1,1 <1, följer ur ofvanstående olikhet 


10 --—-/£ö 2 3,3 

DET är NET ns 
Såsom häraf framgår, kan felet i det värde som erhålles 

för g uppgå till flere enheter af den tredje decimalen. Men 
det är äfven möjligt att detta fel är mycket mindre, ty felen 
i I och T kunna delvis kompensera hvarandra. För att icke 
öka osäkerheten i resultatet är det därför skäl att uträkna 


värdet af uttrycket 7) på en enhet när af den tredje deci- 
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malen, och för detta ändamål ställa vi räkningen så att felet 
EL d 


ME SNÖN 
Vi beteckna med |A| det fel som begås vid beräkningen 
af kvoten 


1 denna blir mindre än 


Xx 


— hyrt . 
T — 0,99052 


Vid uppskattningen af det härur härrörande felet i värdet af 


Il 
värdet 3,5, och finna då att ifrågavarande fel är mindre än 


(2). kunna vi i formeln (11) för « med säkerhet använda 


SRA Fö ER TAN 


Detta fel blir i slutresultatet multipliceradt med !, hvarige- 
nom det något minskas, men å andra sidan ökas osäker- 
heten i resultatet genom de afkortningaår vi företaga, först 


då vi upphöja det för än erhållna värdet i kvadrat, därefter 


då (7) multipliceras med !. Vi beräkna därför - med så- 


dan noggrannhet att felet A | blir < gö hvarvid 7 |A | < SS . 


Om man utför räkningen medels förkortad division med 
fem decimaler, erhålles 


7 | 3 
—=38,17166 + ÅA, |A —A ' 
T ) = , | <& LÖS 

Härur följer enligt olikheten (11), där vi nu för « kunna an- 
vända t. ex. värdet « = 3,2, 


NG RE: GÖ 
(7) =(B17166) +A,, 14,1 <2.32/4|<Qs 


Medels förkortad multiplikation erhålles 


(3,17166)” = 10,05943 + Az, | A2|< 250 


hvaraf 


(7) =10,05943 + 43; |As |=|41 + 4) < TG 
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Genom multiplikation med ! följer härur 
SE FEENA : 25 
HT) = 0,9761. 10,05943 + 44, |As|=1|A3/<Tel 
Då produkten uträknas medels förkortad multiplikation, er- 
hålles 
0,9761. 10,05943 =9,81902 F Ar, |ÅGI< a 


och således 


20 
Sw 


HUT) =981902+A;, AS AE 


Vi sluta härur att det till tre decimaler afkortade värdet af 


IE är =9,819, samt att 


TN ba 2 27 3 
1 = 0, 519 FÅ dar kåTl Plot Sn 


Enligt hvad tidigare visats är, om det exakta värdet 
för tyngdkraftens acceleration betecknas med gg, 
33 
10” 


g7=1 (7) + 49, där; Ag] «GG 
Vårt slutresultat blir följaktligen 
949819 FAT; 


där A'=Ag + 4, och således 


5,6" 


LIRA 


Öfningsuppgifter: 


1) Man har med sju decimaler 
TE 

ir HOgLe 

Beräkna härur den Neperska logaritmen för x och angif resultatets nog- 


grannhet. : ; 
2) Beräkna den Neperska logaritmen för z då man har gifvet 


Log zz =0,4971499, Loge = 0,4342945. 


Log az =0,4971499 = 2,3020801. 
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3) Beräkna (1,024)” och (1,024)'"” med fyra decimaler (jmf. s 105). 
4) Beräkna värdet af uttrycket - på 0 när, då 


3 


a=2,6059341, b=0,081409653 . 


5) Enligt de geodetiska mätningarna har jorden närmelsevis for- 
men af en rotationsellipsoid, hvars polarradie har längden 6356549 m. 
och ekvatorsradie längden 6378393 m. Felet i det förra värdet torde 
icke öfverstiga 300 m., felet i det senare värdet icke 400 m. Beräkna 
jordens volym med så många säkra siffror som ur dessa data kunna 
erhållas. 


24. Uppskattning ai felet vid utdragning af kvadratroten 
ur ett approximativt värde. Förenklad metod för kvadratrotens 


beräkning. — Om vid beräkningen af Va det exakta värdet 
a ersättes med ett närmevärde a, hvars korrektion aä— a 
åter må betecknas med Aa, erhålles för kvadratroten närme- 


värdet Va, och dettas korrektion kan skrifvas under formen 


A ( Va) = Kd Va = (Va -Va) (Va + Va) In e—a 


Va +WVa ENG Ka 
eller 
(EIA a Rade 
(13) A (1 UL 


Om man i högra membrum ersätter JV a med yV a och här- 
efter dividerar med Va, erhålles den approximativa likheten 


Det relativa felet i kvadratrotens värde är således approximativt 
lika med hälften af det relativa felet i det för kvantiteten under | 
rotmärket använda närmevärdet. 

Gäller det t. ex. att beräkna Jx och användes för x 
närmevärdet 3,14, hvars fel är ungefär 0,0016 och relativa 


fel således ungefär 00 erhålles för kvadratroten ett när- 


mevärde hvars relativa fel är ungefär ARR 
För att erhålla en öfre gräns för felet i kvadratrotens 
värde, välja vi ett positivt tal « som uppfyller villkoret 


a< det mindre af talen Va och Va. 
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Enligt (13) är då 
(14) IA(Va Ja 


Högra membrum i likheten (13) är approximativt lika 


med SE Skillnaden mellan RA uttryck kan Skes vard 
- a ; | 
Aa 25 fork Som PE -Va HÅ | (Aa)” Er 
Vä+Va 2Va = 2Va (Vä+Va) 2Va (Vä +Va) 


hvaraf följer 


Ä (AE on 
ar ÖR SS RUNAR Ur AaT 


eller, då A(Va)=Va+Aa—Va, 


(15 a tha V a tså (AR) 
Va Yahoo VR oe 


Formeln (15) leder till en väsentlig förenkling af den 
vanliga metoden för kvadratrotens beräkning. Vi antaga 
att, vid tillämpningen af denna metod på ett gifvet tal a, 


för Va erhållits närmevärdet g och att den sista resten är 
or. Till denna rest hafva vi kommit genom att från a suc- 
cessivt subtrahera flere termer hvilkas summa är q?. Så- 
ledes är 


= dn 


Vi kunna följaktligen tillämpa formeln (15) i det vi sätta 
Tr goAd =>; och få då 


(169 vän vetnar EL - SR 


Va +q 


Då r>0 och således Vä >4q, är den sista termen nu- 
meriskt mindre än | 
1 rY 
zal2a) ” 


Om q beräknats med ' flere gällande siffror, är sistnämnda 
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kvantitet liten i förhållande till eå och man erhåller således 


ett väsentligen noggrannare värde för ro 


adderar korrektionstermen 57 


ten om man till 4 


Förrän vi gå att allmänt undersöka huru stor approxi- 
mation härvid ernås, skola vi behandla ett speciellt exem- 


pel. Vi beräkna på vanligt sätt V2 och afbryta räkningen 


sedan vi erhållit den femte decimalen i 
motsvarande rest. 


roten och bildat. 


9 1,41421 
1 fr 
100 Yi 
Ia DE 
400 81 
281 1 
11900 2824 
11296 RR 
60400 28282 
56564 2 
383600 282841 
282841 $ 
100759 282842 


Enligt den ofvan antagna beteckningen är 


q=1,41421, r =0,0000100759. 


En approximativ uppskattning ger 


r 3,6 FINE 118 1 pen? 
oron) Sion - 


Alltså är 


där talet A är positivt och mindre än a 


d 
107 


ÖS ; 
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Vi beräkna kvoten 5 medels förkortad division, i det vi 


afkorta partialprodukterna till tolf decimaler !): 


0,000010075900 |2,82842 
848526 —|0,0000035623774 
1590640 
1414210 
176430 
169705 
6725 
5657 
1068 
849 


; | / RE 1 : 
1) Om enheten för den sista decimalen i närmevärdet q är ar 


den sista af de siffror i resten »r, hvilka vid rotutdragningens afbrytande 


äro nedflyttade, till enhet SS , hvaraf följer 
102” 


T Rn 
ME RE 0 
i 0 kar GREDAE 
där Q=10”g betecknar det hela tal som bildas af siffrorna i 4, och där 


den hela delen af R =10?”7 bildas af de siffror i resten r som vid räk- 
ningens afbrytande äro nedflyttade. 


Om man utvecklar kvoten Al till ett decimaltal, erhålles således 


2Q 


värdet af korrektionstermen a uttryckt i samma enhet som den sista 


decimalen i qg. 7 
| 100759 
282842 


till decimaltal, och erhåller då värdet af Er uttryckt i enheter af den 


femte decimalen. 


I ofvanstående exempel kan man således utveckla kvoten 
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Antalet afkortade partialprodukter är sex och felet i kvoten 
således mindre än 


OLE 
24S 5 107 


Vi sluta härur, i det vi afkorta kvoten till tolf decimaler, 


(18) q+ 3 = 1,414213562377 + Ar 
där 
1. LUla4 140 
JAN 9 2 bu SST 
PE EL 10 107 


Ur (17) och (18) följer att värdet af V2 ligger mellan 
gränserna 


1,41421356237 och 1,41421356238, 


och att man således med tolf riktiga siffror har 
V2 =1,41421356287. 


Korrektionstermen 30 ger oss således i förevarande fall sex 


riktiga siffror till i rotens värde, alltså lika många siffror 
till som antalet siffror i närmevärdet 4. 


Vi skola nu bevisa följande allmänna sats: 


Om man, enligt det vanliga förfaringssättet, för Va funnit 
ett närmevärde q med n+1 (> 2) signifikativa siffror, och om 
den sista resten betecknas med r, erhåller man genom att till q 


addera kvoten 3, utvecklad till decimaltal, åtminstone n signifika- 


FA 
tiva siffror till i rotens värde, hvarvid den sista af dessa siffror 
1 ogynnsammaste fall kan vara osäker på en enhet. 

Genom att på förhand, om så behöfves, multiplicera det 
gifna talet med en lämplig potens af 100, hvarvid dess kva- 


dratrot blir multiplicerad med samma potens af 10, kan man 
alltid åstadkomma att | 


100-30 10095 bhvarafrföljer 1<gqG101 
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Enheten för den sista siffran i närmevärdet qg, hvilket anta- 

. és SE FSB 
gits hafva n+1 signifikativa siffror, är då TA Om nämn- 
da siffra ökas med en enhet, erhålles ett öfre närmevärde 


för Va. Alltså är 
+ an) >=" +r 
(2 0) | q ) 
hvarur följer 


20 ] 
S 
LÖK Tp rr 


eller 


ie BI Iran 
RER 
2 2 ra 10” 20. 0 


Nu är, enligt vårt antagande, äg >1 och:n >. Ur ofvan: 
stående olikhet kunna vi således sluta 
TEEN 
20: OS 


SKR SS GRAN 
KR 0) a 


och, om vi upphöja till kvadrat, 


r äs, 
od) Sn 


hvaraf slutligen, då 4 > 1, följer 


IT il 056 
20 (2) 2 (ba): > grn 


Det numeriska värdet af den sista termen i formeln (16) be- 
löper sig således, i ogynnsammaste fall, blott till c. 5 enhet af 
den (27n)'” decimalen, hvartill kommer att denna term alltid 
är negativ, så att dess inverkan i viss mån kan beaktas. Ge- 
nom att till 4 addera korrektionstermen 5) få vi således, en- 
ligt (16), minst n signifikativa siffror till i resultatet, hvar- 
med satsen är bevisad. 


Ur likheten (16) skola vi ännu härleda ett annat resul- 
tat som ofta kommer till användning vid numerisk kalkyl. 
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Vi antaga att det gäller att beräkna uttrycket Vab, hvilket 
representerar medelproportionalen mellan talen a och b, eller 
deras geometriska medeltal. Vi beteckna med M talens arit- 
metiska medeltal och med Jd deras differens, och hafva då, 
ANDE 


a+b a—b 0) 
FEVER. ÖREN 


po 


hvarur genom addition och subtraktion följa likheterna 


>& 


a=M+3, b= M— 


Di , 
och, då dessa multipliceras, 
ab= M FT SL 
eller slutligen 
Vad = VM HEN 
Enligt formeln (16), där vi i förevarande fall hafva att 
substituera ; 
(VEN AN ST (ERA AR r=—(3); 


erhålla vi nu omedelbart för det geometriska medeltalet Vab 
uttrycket 


(19) Vab=M-— ÖREN MOB 


Då de två senare termerna äro negativa, är alltid 


Vab << MG 


såsom för öfrigt redan tidigare visats (jmf. s. 45). Den sista 
termen i (19) är således numeriskt mindre än 


() 
2 RN 


SM. NIGER 


9 Py Gl 1 dö Me 
AN 2Mi(2 ab)" Ga rt 


148 


Häraf synes att, om talen a och b äro nära lika och d såle- 
des är en liten kvantitet, den tredje termen i högra membrum 
af (19) är mycket liten, såväl absolut taget som i förhållande 
till den andra termen, och att följaktligen uttrycket 


(2) 


ger ett. närmevärde för Vab som är desto noggrannare ju 
mindre d är. För att afgöra huru noggrant detta värde 
är, har man i hvarje gifvet fall att uppskatta storleken af 
kvantiteten (20). 

Såsom exempel skola vi beräkna uttrycket (jmf. s. 106) 


V.1,9110:3,08351 
Man finner i detta fall 
| M=1,98225, d=0,1425, 
hvaraf successivt erhålles 
5 =0,07125, (2) <0,006, (2) < 0,00004 


8 Mab > 15.3,8 > 50, 
och således 


| 


RR (3 ) < 0,000001 . 


Uttrycket (21) ger oss således i förevarande fall rotens värde 
med ett fel mindre än en enhet af den sjette decimalen. Vid 
afkortning till fem decimaler finner man 


Ö 2 
(2) 
IM => 0, 00128 , 
hvarur för den betraktade roten följer värdet 1,98097. 
Öfningsuppgifter: ; 
1) Huru noggrant värde bör man använda för 2 för att erhålla 


värdet af V 30 + 10 V2 med ett fel < 0 ? 
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2) Beräkna värdet af 
cos 189 = : V10+2y5 


på en enhet när af den sjunde decimalen. 


il 
3) Beräkna — med sex decimaler. 
AX 
sö 
4) Beräkna V3 med åtta decimaler. 


5) Beräkna den Briggska logaritmen för x med fyra decimaler en- 
ligt den s. 106 beskrifna metoden. 


Tredje kapitlet. 


Teorin för kedjebråk. 


25. Euklides” algoritm. — I sjunde och tionde böckerna 
af EUKLIDES' Elementa framställes ett allmänt förfaringssätt 
för undersökningen af förhållandet mellan två gifna storheter 
af samma slag. Detta förfaringssätt, som erhållit namnet 
Fuklides” algoritm, har sedermera vunnit en synnerligen vid- 
sträckt användning inom matematiken, och är speciellt af 
grundläggande betydelse för talteorin och algebran. 

För att fixera uttryckssättet och ernå större åskådlighet, 
tänka vi oss under de gifna storheterna, A och B, hvilkas 
förhållande det gäller att undersöka, tvenne rätliniga sträckor. 
Vi antaga vidare A”>B. 

Vi uppmäta först sträckan A med sträckan B, d. v: s. 
vi afsätta uppå A, utgående från dess ena ändpunkt, sträc- 
kan B så många gånger detta är möjligt, d. v. s. tills vi er- 
hålla en rest R af A som är mindre än B. Inträffar detta 
då B afsatts 4 gånger, har man 


HEL fr Lb, LEDA 


Om BR =0 och således A=4B, är förhållandet mellan A 
och B£ lika med det hela talet 4. 
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Är däremot resten BR > 0, uppmäta vi sträckan B med 
R. Antaga vi att RB innehålles 4, gånger i B, med en rest 
R, som är mindre än R, erhålles 


BE 04 Södergren Ne 
Om resten R,=0, följer ur ofvanstående likheter 
B=q, RB, 4=(qq, +1) B. 
I detta fall utgör således RB ett gemensamt mått för A och 
B, och dessa sträckors EE. är lika med det ra- 
tionella talet mt =4+> . Är däremot BR, >0, uppmäta 


vi RP med RR BN: a 
Detta förfaringssätt leder oss sålunda till en kedja af 
likheter: 


A=q B +R, 
B=q,B FIG 
(1) RB=q, BR, + Ba, 


OP A Bot Bag, 


22 


hvilken afbrytes i händelse någon af de successiva. mätnin-: 
garna går jämnt ut, så att resten blir 0, men hvilken inne- 
håller ett obegränsadt antal likheter om detta förhållande 
aldrig inträder och hvarje rest således är större än 0. Talen 
dT, Jr J25- ss > Jays» - Aro SaMmtligen positiva hela tal, och resterna 
R,B,,... bilda en aftagande räcka: 


(2) ” A> Bö> Rö > dr > rst UL ARE 


Om kedjan. (1) är obegränsad, sjunker R, med växande 
index under hvarje föreskrifven gräns, eller, annorlunda uttryckt, 
R, närmar sig gränsvärdet 0 då v växer mot oo. 


Ur (1) och (2) följer nämligen, då hvarje talg ar Gig 


AS BR SR 
R >EH,+t+ Ba >203, 
BR > RE MSEK 


tr 
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0. sS. v., hvarur successivt erhålles 
ÅA R ÅA R A 
RES Igar Se ka SCA 


och allmänt, för hvarje positivt helt tal £, 


A 
(3) Bor < SKO 
Är nu & en föreskrifven längd, huru liten som helst, kan 
5 o A ; 6 o 
man bestämma kk så stort att Rare Enligt (3) är då 


sasse, ochi ur. (2), följer, således att R,< ss om v.>2K, 
hvilket just innebär det vi ville bevisa. 


Den Euklidiska algoritmen tillkomma följande grund- 
väsentliga egenskaper: 


Om storheterna A och B äro kommensurabla , leder den Eu- 
klidiska algoritmen efter ett ändligt antal steg till en rest som är 
noll, så att kedjan (1) följaktligen består af ett ändligt antal 
likheter. 

Om man omvändt antar att den Euklidiska algoritmen, till- 
lämpad på tvenne gifna storheter A och B, efter ett ändligt antal 
steg leder till en rest =0, äro A och B kommensurabla. 

Är R, den sista af de rester som äro större än 0, utgör R, 
det största gemensamma måttet för A och B, och hvarje annat 
gemensamt mått för dessa storheter innehålles exakt i R,. 


Vi antaga först att storheterna AÅ och B äro kommen- 
surabla och hafva £ såsom gemensamt mått, d. v. s. att 
A=mE, B=nE, där m och n äro positiva hela tal. Ur den 
första af likheterna (1) följer då 


R=A—-qB=(m—qn)E, 


hvaraf framgår att resten RB, om den ej är noll, utgör en 
heltalig mångfald af EF, och att £ således är ett gemensamt 
mätt för B-ochR. 

Ur den andra af likheterna (1) sluter man nu på samma 
sätt att resten R,=B-—-4q,R, såframt den icke är noll, 
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utgör en heltalig mångfald af £, och att R och BR, sälgdes | 
hafva £ såsom gemensamt mått. 

Genom att fortgå på detta sätt finner man att hvarje 
från noll skild rest RB, är en heltalig mångfald af E och således 
FIT Allmängiltigheten af denna slutsats bevisas medels 
ständig induktion. 

Ur (3) och (2) NE emellertid att, om det hela talet £ 


väljes så stort att < FE, man har RB, <L £ så snart v>2k. 


LE Ng 
Enligt hvad just bevisats, är således säkert BR, =0 för » SA 
och kedjan (1) innehåller följaktligen blott ett ändligt antal 
likheter, hvarmed första delen af satsen är bevisad. 

Vi antaga nu omvändt att den Euklidiska algoritmen, 
tillämpad på storheterna A och B, efter ett ändligt antal steg 
leder till en rest 0, och beteckna med RB, den sista från 
noll skilda resten. Kedjan (1) afslutas då med likheten 
R,.-1=qQ,+1 RB», hvilken visar att RP, 1 är en heltalig mång- 
fald af R,. Den närmast föregående likheten 


Rons2 =) aker Notan qn+1i+t1) Jes 


visar att detsamma gäller för R, >», och då vi sålunda suc- 
cessivt gå tillbaka i kedjan (1), erhålla vi slutligen det re- 
sultat att storheterna A och B£B båda utgöra heltaliga mång- 
falder af R, och således äro kommensurabla, såsom vår sats 
utsäger. 

Vi hafva tillika funnit att R,, d. v. s. den sista af de 
rester som äro större än noll, utgör ett gemensamt mått för 
A och B. Å andra sidan hafva vi ofvan visat att, om I är 
ett godtyckligt gemensamt mått för nämnda storheter, hvarje 
från 0 skild rest R,, och således äfven R,, utgör en heltalig 
mångfald af £. Vi sluta häraf att R, är det största gemen- 
samma måttet för A och B, samt att hvarje annat gemensamt 
mått exakt innehålles i R,, hvarmed den ofvan formulerade 
satsen är fullständigt bevisad. 

Denna sats kan kompletteras som följer: 


Om storheterna A och B äro inkommensurabla, innehåller 
kedjan (1) alltid ett obegränsadt antal likheter, och omvändt, om 
. tillämpningen af Euklides” algoritm på tvenne storheter A och B 
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leder till en obegränsad kedja (1), äro dessa storheter inkommen- 
surabla . 


Riktigheten af dessa påståenden följer omedelbart ur 
den föregående satsen medels indirekt bevis. 

Om 4A och B äro positiva hela tal, reducerar sig det 
ofvan beskrifna förfarandet till den vanliga metoden för upp- 
sökandet af talens största gemensamma divisor. Då resterna 
R, i detta fall äro hela tal och aftaga med växande index, 
är det utan vidare klart att man en gång kommer till en rest 
som är 0. Den sista från 0 skilda resten utgör, enligt ofvan- 
stående sats, de gifna talens största gemensamma divisor. 


Vi skola tillämpa ofvanstående betraktelser på problemet 
att bestämma förhållandet mellan diagonalen och sidan i en 
kvadrat, hvilket i historiskt afseende är af det största intresse, 
emedan grekerna antagligen genom detsamma först leddes till 
insikt om existensen af inkommensurabla storheter. 

Vi beteckna kvadratens diagonal 
med d och dess sida med s. Då s<d 
<< 2s, ger EUKLIDES” algoritm oss såsom 
första likhet d=s$ + s,, där 0 < s, <<. 

NN Vi konstruera nu en kvadrat med 

s, till sida, såsom vidstående figur an- 

ger, och beteckna dess diagonal med d,. 

JÄRN Ur figuren afläses omedelbart relatio- 

; nen s=d,+s,. Å andra sidan erhål- 

les ur den mindre kvadraten, då dess 

diagonal d, uppmätes med dess sida, 

di, =s8i+t52 där so <s,. Vi få således s=2s, +s., hvilket är den 
andra likheten i den Euklidiska kedjan. 

s, utgör skillnaden mellan diagonalen d och sidan si 
den gifna kvadraten, s, åter utgör skillnaden mellan diago- 
nalen och sidan i den kvadrat hvars sida är s,. Vi kon- 
struera nu vidare en kvadrat med sidan $s., därefter en 
kvadrat hvars sida s, utgör skillnaden mellan sistnämnda 
kvadrats diagonal och sida, o. s. v. Vi erhålla sålunda en 
obegränsad följd af kvadrater, hvilkas sidor ständigt aftaga: 


SP ir AEA Ber ERIK FU SL ER IRON AVR 
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Hvarje kvadrat konstrueras ur den föregående enligt 
samma lag. Samma resonemang som, tillämpadt på den gifna 
kvadraten, gaf oss relationen s=2s, + s,, ger oss således, då 
vi utgå från kvadraten med sidan s,, relationen sj, = 2s3 + S83z3, 
då vi utgå från kvadraten med sidan s,, relationen s,=2s3 +8.,, 
0. Si vin infinitum: 

Den Euklidiska algoritmen leder oss således, då den 
tillämpas på sträckorna d och s, till följande obegränsade 
kedja af likheter: 


d = 8 + 51; 
8 =28, F52, 


(4) 81 =282 + 83, 


Enligt den tidigare bevisade satsen sluta vi härur att d och 
s icke hafva något gemensamt mått, och att således diagonalen 
och.-sidan i en kvadrat äro inkommensurabla. 


26. Utveckling i kedjebråk. — Likheterna (1) leda till 
en intressant framställningsform för förhållandet mellan de 
gifna storheterna A och B. Dessa likheter kunna nämligen 
skrifvas: 


R RE 1 

Rn Rd VR d 
R. 

6 5 Kör DERIVAT | 

EE R, 

HETE R 2 
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Härur följer genom successiv insättning 


A 1 Ib 
rd REN SS 00006 
ER FIN fe 
da RR 
och allmänt 
A 1 
(ög gt 
FÖR icrar 
gt 
Q3rt 
D i 
+ 
EE Ag sj 
OMM 
furutsatltkatt resterna £,0i, B3,..., P,i alla äro olika noll: 


Om R,=0 och storheterna 4 och B således äro kom- 
mensurabla, erhålles för deras förhållande uttrycket 


1 
disk 
BIErar 


Ett dylikt uttryck benämnes ett kedjebråk; q utgör kedje- 
bråkets hela beståndsdel och qi, 2,--->;In dess partial- eller 
delnämnare eller, kortare, dess nämnare. 

Om däremot 4A och B äro inkommensurabla och så- 
ledes samtliga rester BR större än 0, gäller likheten (5) för 


R R 
huru stora värden n som helst. Den restterm ITA som är 
n—1 


fogad till den sista delnämnaren q, är alltid positiv och mindre 
FUSKA AN TUR dine 1 > tt sn Let vi gifva. n allt stör:e 
värden, ledas vi till att betrakta det oändliga kedjebråket 
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(05 FFS 


Vi: skola längre fram se att detta uttrycks värde, hvilket 
definieras såsom gränsvärdet för det ändliga kedjebråket 
(6) då » växer mot oo, är lika med förhållandet mellan de 
gifna storheterna A och B, hvilket förhållande i förevarande 
fall är irrationellt. Allmänt skola vi visa att hvarje gifvet 
oändligt kedjebråk (7) med heltaliga positiva nämnare har 
till värde ett ändligt irrationellt tal. 

Exempelvis erhålles ur likheterna (4) för förhållandet 


/ mellan diagonalen och sidan i en kvadrat det oändliga 
kedjebråket 


(8) LR 


I det föregående hafva vi ständigt antagit A > B£B. För 
att utveckla ett förhållande + där A<B, skrifva vi 


AE e 
BYAR 
A 


och tillämpa det ofvan beskrifna förfarandet på förhållandet 
r Vi erhålla sålunda för 3 en kedjebråksutveckling hvars 
hela beståndsdel är 0. 

Såsom en tillämpning skola vi utveckla förhållandet - 


ort I kedjebråk. Likheterna (1) blifva i detta fall: 
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740=1. 611 


+ 129, 
GRE H200lr00 
TI0ESTI KO5A NIA 
Hf Par VAL RA EO VER 
SVE NERD ND 
DESSA Gör pal 
Tis [I Gr DET 
SÖT AL 
hvarur erhålles 
740 1 
OKI äng ÖDT 
A+ 
+ 
ÄT REN 
1 
1+—4 
i! 
Ip 
RE 


Vi utveckla ännu talet 3,1416 i kedjebråk: 


1416 
10000 = 7.1416 + 88 
1416 =16.88 +8 
BOET 0 


Ur dessa likheter följer 


3, 1416 = 3 + 
(se 


ör 


Öfningsuppgifter 5 


1) Jordens omloppstid kring solen är 365,2422 dygn. Utveckla 
detta tal i kedjebråk. 

2) Jupiters dagliga medelrörelse är 299”,1 och medelrörelserna för 
de små planeterna Hecuba, Hilda och Thule resp. 618”,0, 450”,8 och 
404''.3. Utveckla förhållandena mellan dessa sistnämnda medelrörelser 
och Jupiters medelrörelse i kedjebråk. 


27. Kedjebråksutveckling af approximativa värden. -— Vi 


ball bn 


antaga att det gäller att utveckla ett gifvet förhållande 
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i kedjebråk, men att härvid de exakta värdena A och B er- 
sättas med vissa närmevärden A och B. Dessas korrektioner 
må betecknas med AA och AB, så att A= A-F-A4A, B=B+AB. 
Det gäller då att afgöra huru långt den kedjebråksutveckling 


som erhålles för förhållandet z öfverensstämmer med den 


sökta utvecklingen för 5 eller, annorlunda uttryckt, huru 
många af nämnarena i förstnämnda utveckling äro exakta. 

För de rester och nämnare som erhållas vid utveckling 
af 3 använda vi de tidigare beteckningarna, hvarvid således 
likheterna (1) och (5) fortfarande gälla. 


Den hela beståndsdelen q i utvecklingen (5) är exakt 
om A innehåller B q gånger men icke 4q+1 gånger, eller, 
annorlunda uttryckt, om resten 


(9). R =A—4qB 


uppfyller villkoret B > R = IR 
Om detta villkor är uppfylldt och om därtill B innehål- 
ler R q, gånger men icke 4, +1 gånger, d. v. s. om resten 


(9) Ri=DB- 0 


uppfyller villkoret RB > RE, > 0, är jämväl den första del- 
nämnaren 4, exakt. 


För att den andra delnämnaren q, skall vara oxhAk er- 
fordras ytterligare att resten 


(0) Da — QR, 


uppfyller villkoret R, >R.>0. 
| Sätta vi i analogi med det föregående 


(Dyr R;=RB,i—-qsBo, Bi=R2=QiRspoosea 


inses allmänt att 4,q9,,92,..., 49, äro exakta om man har 


B>R>B Ra vn 0 
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och blott i detta fall. Är antingen R,,1 < 0 eller R,+i > Ry, 
är den följande delnämnaren q4,,1i icke mer exakt, utan i 
förra fallet för stor, i senare fallet för liten. 

Vi införa beteckningarna 


WORK TVÄRT Ri dr, ARR — Rayses 
ur hvilka följer 


R=R+AR, MRS CRS SANT AG IR öra JA ARE SA FRAME 


Genom att från likheterna (9), (9)',;(9)” o. s. v. i ord- 
ning subtrahera likheterna . 


ESKO BRN BB 0iR, HR grenad 


hvilka omedelbart följa ur (1), erhålla vi för korrektionerna 
NEAR, , .. uttrycken 


AR =AA—q AB", 
(10) NET ND -gr NIT, 
NIS=ENR YIN; 


ST FEGA INT Gr FK tr RON 


Med hjälp af dessa uttryck kan man, då AA och AB äro 
kända, successivt bestämma AR, AR,, AR.,... och sålunda 
afgöra om RB, R,, R.,... uppfylla de ofvan uppställda vill- 
koren. 

Såsom exempel skola vi söka kedjebråksutvecklingen af 
talet x, och använda härvid först närmevärdet 3,1416. Vi 
kunna sätta A=231416, BB = 10000, och hafva då AB =0 samt, 
med tre decimaler, 


NARE 07305 
Enligt den s. 157 utförda kalkylen, är 
TESTAR RR T087 ska LK ÖR 
q=3 >, q4u=" , g.=16, qgs=11. 
Den första af likheterna (10) ger oss AR = 0 =— 0,073, 


hvarur omedelbart framgår att B>R>0 och att värdet 
q=3 således är exakt. 
Ur den andra af likheterna (10) följer att AR, =—7d8 


160 


=0,5..." Alltså är.R>R,>0 och således Värdet vit 
exakt. | 
För AR, erhålles värdet 


AR, =&d—16AR,=1138. 


Då detta värde är < —8, är RB, =R,+AR,<0, hvaraf vi 
sluta att värdet 4, =>16 är för stort. 

För att erhålla flere riktiga nämnare i kedjebråksutveck- 
lingen af x måste vi utgå från ett noggrannare närmevärde 
för detta tal. Vi välja värdet 


3,1415926536 , 


hvars korrektion ligger mellan sn och NT Vi hafva 


11 


således att tillämpa EUKLIDES' algoritm på talen 
A = 31415926536, B=10"", 


hvarvid AA =Jd, AB =0, där d ligger mellan — 0,10 och 
— 0,11. Räkningen ställer sig på följande sätt, då efter hvarje 
division omedelbart kontrolleras om den erhållna delnämna- 
ren är exakt: 


Al sa BB pk denn Rö 1 AGN 
AB =0ö(=-0,1:.), 1 B>R>0, ge 
Bo CTR Ri, Ris 801 d0SE 


ÅR, = T8(=0;1 ),, BSR SOT ERAN 
R = 15B, HR, Ro > SSICSUON 
AR, = AR —15AR, =1060 (>-—12), R, > RB, 00 ee 
R,= 1LR, 4 Rs kas OLE 
ÅR, = AR, — AR, = 41185 (<€ 13), 00, Se 


ÅR, —AR,— 292AR,= 331020 (=> 3642); Ra = Bö 00 ge RN 
Ri ARik Ren Bo GGR 


AR, =AR; AR (= 332150 (< 3054), Ri SR SUG TE ER ae 
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FrR RE INT ARE I LR OUR 
AR. =AR,—-AR,=663176ö (>> — 71295), Ry>R;>0,g9ge=1 exakt. 
Rask ta, Jeg 18848; | 
AR,=AR;—- AR, => 995325 (< 10949); R.>R,>0, q, =1 exakt. 
Re 4 da Pg, bg 120205 
AR, =AR,—4AR, = 464445 < — 0 ,1.464445 = — 46444 ,5. 


Ur den öfre gränsen för AR; framgår att Re= Ret Ng 
har ett negativt värde och att således värdet 4. =4 är för 
stort, hvarför vi måste afbryta algoritmen med den nästsista 
likheten B;=1.B;+ BR,. Vi erhålla sålunda följande kedje- 
bråksutveckling för talet xx: 

RS Ar 
RE 
Ifa SE 
I + kd 


där O==— ligger mellan 0 och 1. 


byll I 


Öfningsuppgifter: 
1) Man har med 7 decimaler 
Log 2 = 0,3010300 . 


Beräkna härur så många delnämnare det är möjligt i kedjebråksutveck- 
lingen af Log 2 (jmf. s. 104— 105). 


2) Beräkna kedjebråksutvecklingarna för det Neperska talet e samt 


8 Fat 3 : Er 
för — med så många exakta delnämnare som kunna erhållas, då för e 


användes närmevärdet 2,71828183, hvars korrektion ligger mellan gränserna 
2 


28. Ett kedjebråks konvergenter. — Vi betrakta ett änd- 
ligt eller oändligt kedjebråk 


iv 


där q är ett positivt helt tal eller 0 och 41,42»--- positiva 
hela tal. 

Om vi afbryta detta kedjebråk efter den' första, den 
andra, den tredje delnämnaren, o. s. v., erhålla vi en följd 
af bråk SN 


Jag il Ta 1 Ru l 
ana 0 f SSA a — - FANA — =  /( IT CSN es 
Q. SKEN Q. RS I Sh kid l ; 


hvilka benämnas kedjebråkets konvergenter. Den n'? konver- 
genten Sr är, såsom synes, bildad af 4 och de n första del- 


Qn 


nämnarne 4,,q42,..., 4», ; densamma beror således alls icke af 
de delnämnare hvilkas index är större än n. 

Vi inslå följande förfarande för konvergenternas reduk- 
tion till vanliga bråk. Vi hafva 


LA ag rd 
fen qa 


och kunna således sätta 


(11) P, =qiq+1, Q=- 

Den andra konvergenten bilda vi ur den första genom 
att ersätta 4, med ere och förlänga med q,. Bråket an- 
tar härvid formen 


9 (9: 9-+1) F920 FITTA 
Qrdarka qq4r +l 


Vi kunna således sätta 


Po =q2 (4:49 Fl) +9, 22 =Q729, + 1. 
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(KA) Fi=0,Q01=1,; hvaraf ==, 
kunna uttrycken för P; och Q3. skrifvas 
Po =q2 Py + Po, 
Q, + Qo- 
Den tredje konvergentens täljare och nämnare bilda vi 


på analogt sätt, i det vi i P2 opsätta 4. med 43 + - och där- 
c 3 


Q: 
efter förlänga med 43. Vi erhålla då 


P,=4s3 (92 +) Pi+ Po) =95 (92 Pi +P) +P, 


Q:=s((92+1-) A+ 0) = 92 (42 A+ FJ + Q 
hvilka uttryck kortare kunna skrifvas 
Je 
[Q:=93 +. 


Då detta förfaringssätt fortsättes, erhålles för den n'" 
konvergentens täljare och nämnare följande enkla rekursions- 
formler: 

JP = at a pd SR 
(13) | (02 0 RE 
FÖRESTEN 


Dessa formlers allmängiltighet bevisas medels fullstän- 
dig induktion. Vi antaga således formlerna riktiga för ett 
visst värde n, och visa att de då äfven gälla för värdet n+1. 

Enligt det förfaringssätt vi inslagit, erhållas täljaren 
och nämnaren i den (n är 1) 

Å 
VE 
På detta sätt finner man !) 


"2 konvergenten sålunda att man i 
ER 


ÖR ersätter 4, med q, + 


och därefter förlänger med q, +1- 


1) Enligt hvad reåan frambållits, bero uttrycken Pa—1, Pn—2, 
Qn—1, Qn—2 alls icke af qn. i 
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Pga Ua +) Part Paoa) 
= & nan (FRE nh FL Rs) RN LR 
QugatORNN ((9.« ERA 4) Qaa+ Qui] 


=Qn+10(0n Qaac Qa 9) +Q,n1. 


Men på grund af likheterna (13), hvilka enligt antagan- 
det gälla för det betraktade värdet n, kunna dessa uttryck 
skrifvas 


UTN TEN GAEA re SN REA RESA = An+l Qut Qui, 


och vi återfinna således formierna (13) där n ersatts med n+1. 

Då nu formlerna (13) direkt verificerats för n =2 och : 
n=3, kunna vi sluta att de gälla äfven för alla följande 
varden nn, h. 8. Db. 

Formlerna (13) äro synnerligen bekväma för praktisk 
räkning och därjämte, såsom vi skola se, af grundläggande 
betydelse för kedjebråkens teori. De visa oss främst att P, 
och Q, äro positiva hela tal, hvilka växa samtidigt med n. Om 
det gifna kedjebråket är oändligt, är äfven räckan af dess 
konvergenter obegränsad, och dessas täljare och nämnare 
ökas beständigt och växa slutligen öfver hvarje föreskrifven 
gräns. 


Såsom tillämpning af det ofvan sagda skola vi först be- 
räkna konvergenterna för den s. 157 härledda kedjebråks- 


utvecklingen af förhållandet i Enligt (11) och (12) är 
P,=1, Q,=1, =9, Q,=4, 
hvaraf = =D och med användande af rekursions- 


formlerna (13) sluter man härur successivt 


IR IR D+1= 03 QQ, = 4+t-1= D, = = 
Po, 


Pr =2: 6+5—17, 032. (Gedda CEN 


Pi ET 1T 6 08 QR REST 
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Fri FD ba RI 86, (el a TIO öl äl = 
5& 

P;=1. 86+23=109, Q;=1.71+19= 90, = 

P,=6.109+86=740, Q,=6.90+71=0611, F=5 


Det s. 161 erhållna kedjebråket för x har följande kon- 
vergenter, hvilkas värden läsaren uppmanas att kontrollera: 


LR dr VR SGU SAR USE 
SEM TOG SEO TA GT ACSS IAN 


P, 104348 P,: 208341 P, 312689 
RE NASIN Oe 6087 Q4 N9DR2 


Ofningsuppgifter: 


1) Beräkna de tio första konvergenterna för kedjebråket (8) s. 156. 

2) Bilda konvergenterna för talet 0,2422 (jmf. uppgift (1) s. 157). 

3) Beräkna konvergenterna för de kedjebråk som härledts i upp- 
giften (2) s. 157. 


29. Konvergenternas egenskaper. — Om den förra af lik- 
heterna (13) multipliceras med Q,- 1, den senare med P, 1, 
och resultaten subtraheras, erhålles 


Ra Qn—1— Oh RvR (RNE Qn—2— QaEnDR a) : 


Denna likhet gäller, såsom formlerna (13), för n =2, 3, 4,..., 
och man finner sålunda successivt 


Jan QQ; Po=- (P0: —Qa Pi) 
= (1)U(Pa da Qa Pa) 
= (— 1)" (P, Q3— a P3) 


== (— 1 Ja VR GAR En R SR 
Men enligt (11) och (12) är 
FPrQi—- Qi FPo=(giq4 + 1):1—-gq,9=1, 


och vi erhålla således 


(14) JE (I FRA AN AN ena) MEN (NES 25 INN 
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hvilken formel är af fundamental vikt för kedjebråkens teori. 
Man erhåller t. ex. för de s. 165 anförda konvergen- 
terna för talet x följande likheter: 


PiQ,.—-Q,Py= 22. 1— 7..3= 22 
P,Q,—-Q. P,=333. 7—106, 22= 2331— 2332-EEEH 
P,.0,—=Q, P,=355. 106 — 113. 333 = 37680 — I7020 SE 


ÖIS: VV. 

Ur (14) framgår omedelbart att talen P, och Q, äro 
relativa primtal, d. v. s. att de icke hafva någon annan ge- 
mensam heltalig divisor än 1. Ty hvarje gemensam divisor 
till P, och Q, utgör äfven divisor till P,Q,1— Q,. P,—1, Och 
innehålles således, enligt (14), i enheten. Alltså: 


Kedjebråkets konvergenter erhållas under reducerad eller 
förkortad form om deras täljare och nämnare bildas enligt re- 
kursionsformlerna (13). 


Likheten (14) tillåter oss vidare att draga intressanta 
slutsatser beträffande konvergenternas inbördes storlek. Då 
denna likhet divideras med Q, Q,- 1, erhålles 


NING ES HS 
(15) n n—1 ( ) 


Vi ersätta här » med »n — 1 och addera den erhållna likheten 
Pra ERRIN 


Fa [ Qt CR QR Va LB 


till den föregående. Vi få då 
Fr DE n Ja 1 
2 => (0 | PR 
Q, Qi ( ) lots QQ, —2 nes 
i Q, RN 
RT 


eller , enligt (13), 


16 £G RER 1 
( ) Q, Q,—2 IT ) 20 FS ; 
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Skillnaden i venstra membrum är således positiv om n är 
ett jämnt tal, negativ om n» är ett udda tal, och man har 
följaktligen för hvarje positivt helt tal £ 


Por Pok2 Porta Por 1 
22 SF NE ft Pr AG 


hvarur för k=1,2,3,... successivt erhålles 
0 2 Py < Tor 
KE ST ECT OA EC Pi va 
te) 
Ba a AD fä LER 
Q: Qs: Q2r+1 
LTS: 


Konvergenterna med jämn index bilda en stigande talräcka, 
konvergenterna med udda index en fallande talräcka. 


Ur det ofvan sagda följer vidare: 

Hvarje konvergent med jämn index är mindre än hvilken 
som helst af konvergenterna med udda index. 

Likheten (15) ger oss nämligen, för n=2k+1 och för 
hr 2k, 
: Jä 15 JE BE 
18 2k+1 Ik BR TD 
Sed FSI a 
Vi antaga först att det gifna kedjebråket är ändligt och be- 
P2; 


Qt 


Den sista konvergenten med "udda index är då antingen 


teckna med 


den sista konvergenten med jämn index. 


Pak 1 Po; +1 
ER eller Qunc | 
stående olikheter, i hvartdera fallet större än den sista kon- 
vergenten med jämn index, hvarur enligt (17) riktigheten 
af vårt påstående omedelbart framgår. 

Vi antaga nu att det gifna kedjebråket är oändligt och 
räckan af dess konvergenter således obegränsad, och vilja 


och densamma är således, enligt ofvan- 


Po m+l1 Kön 
Män tt da 
ligt valda positiva hela tal eller 0. För detta ändamål be- 
höfva vi endast välja ett positivt helt tal k som är större 
än såväl m som n, hvaraf följer 2£+1> 2m+1,2k>2n, 


bevisa att där m och n äro tvenne godtyck- 
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och sammanställa de ofvan bevisade olikheterna (jmf. (17) 
och (18)) 


Lön 1 Por+1. Por+1 Par, Po; Fo 
EAT ASS FT 
QCöm au Qor+1 Q2r+1 Qar Q2k Qon 


ur hvilka den sökta olikheten omedelbart följer. 
Exempelvis har man mellan de s. 165 uppskrifna kon- 
vergenterna för talet x AA olikheter 
103993 208341 
1 <io 15 ;< 33102 = 66317 ” 


390 104348 312689 
> 113 zz 33215 2 99532 ” 


hvarjämte hvarje konvergent i den undre raden är större 
än enhvar af konvergenterna i den öfre. 


Öfningsuppgifter: 
1) Bestäm, med stöd af likheten (14), alla heltaliga lösningssystem 
x,y till den s. k. Diophantiska ekvationen 
740x—-6lly=1. 
Lös härefter ekvationen 
740x—-611y=3 
i hela tal. 
2) Sök alla heltaliga lösningssystem till den Diophantiska ekva- 


tionen 
11320 80Y=-D 


och speciellt de minsta positiva hela tal x,y som satisfiera densamma. 
3) Bestäm alla system af hela tal x,y,z som satisfiera det Dio- 
phantiska ekvationssystemet 


[Ma Uly=l, 
I ONCE Ul ORETIR 


30. Uppskattning af skillnaden mellan ett tal och en af 
dess konvergenter. — Om ett gifvet positivt tal w utvecklas 
i kedjebråk och detta afbrytes efter en viss delnämnare q,, 
har man, såsom i n? 26 visats, 


o=4t>V 


gt 
qe + 


Int Ör 
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där 0< 60, <1. Detta uttryck framgår ur konvergenten 


CET 
då i denna qg, ersättes med 4, + 9O,. Nu är enligt (13) 


Je TT Ne 
QTA NR SLE Ög 


HRINtäR At, Qn—1; Lar Quo, allsövicke; berö af q.u of det 
vi för 4, substituera 94,.+0,, erhålla vi således för w ut- 
trycket 


Ng 
Je 


KCU RE CA) Ear TR = (On BIE VTP Pa 1, 
älg Br): FR FURMA FETT RAN RA 


hvilket enligt (13) kan skrifvas 


BE-POSP, 
n n n—I1l (EKORRE 1). 


va TERASS 


Ur denna likhet följer 


I Fader RSA 


»— —=—0,- = 
Q, Ca (dT OM dn) 


eller, på grund af likheten (14), 


Pas 1 n Nn 
APA ) Pn (Ont OR Ani) 


(20) 0 — 


Högra membrum är positivt om talet Ran fran nega- 


tivt om. nr» är udda. I förra fallet är således w> Q, sl i Se- 


| 12 
nare fallet w< Q.> hvaraf följande viktiga sats: 
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Om ett gifvet tal w utvecklas i kedjebråk och man bildar 
dettas konvergenter, är hvarje konvergent med jämn index mindre 
än w, hvarje konvergent med udda index större än w. Talet 


w ligger således alltid mellan två på hvarandra följande af dess 
konvergenter. 


Ett undantag utgör, i det fall då w är ett rationellt 
tal, den sista konvergenten, hvars värde sammanfaller med wow. 


Då O,<1 och Q.FO,Qa—1>Qu, kunhDå VIE 00 
vidare härleda olikheten 


(21) 


Skillnaden mellan ett tal och hvilken som helst af dess 
konvergenter är således numeriskt mindre än det reciproka värdet 
af kvadraten på konvergentens nämnare. 


Denna gräns kan ytterligare skärpas. Då w ligger 


n 


iP 
1 o . oc ov . 
mellan —” och ir , såsom ofvan visats, är nämligen 
Q,n QnLl ; 


Lig Par PA 
RESA KE Qn 
Men enligt (14) är y 
2 ES Er QQ EN 
(22) | a eo Sin +1 | 3 TON 
Qrd Q, SPRNE QQ. Vn+i 
och vi få således | 
| Q, | MIR 


Då enligt (18) Q,+i > 4»+19Q,., kunna vi ur (21)' ännu 
sluta till den enklare men mindre precisa olikheten 
1 1 


(21)” AL 
In+1 QR 


Olikheten (21)Y' leder oss till följande intressanta sats: 


| RNA ER er SA ; F i 
Uttrycket | SR aftager beständigt då n växer.  Hvarje 


I Yd 
konvergent kommer således det gifna talet närmare än de före- 
gående konvergenterna. 

Vi hafva att visa att, för hvarje index n, 


BETENEN TOR 
FT re od 


ye 


Ur (21)' följer, då n ersättes med n +1, 


| ECEST 1 hå 
f52) 3 TE OR EAT 


Men enligt (13) är Qui SN Quit QQ QuriFQ S205, 
hvaraf Q,+;1iQn+2 > 20, Q.+41 och följaktligen 


P 1 1 
23) AK n+1 | THA Is talg 
« ) | SRS | 2 Pn Pn 
ec . n sön +! 6 8 
Enär w ligger mellan och — , kunna vi å andra 
Q, CENT 


sidan skrifva likheten (22) under formen 


PERSIEN LOSSA NR UN neg 
kar) T Sa LES FÖRA 


Då vi härifrån subtrahera olikheten (23)', erhålles 
ANS SR SEN 
Yr CT | 2 2. Anta | 


hvilket är den sökta olikheten. 


Pai] 


Qqga br 


Lig 
Detta bevis ger oss tillika en undre gräns för 2 — 
nämligen ll! > Sammanställa vi denna med den öfre 


Q, Qn+i1 


gränsen (21)', kunna vi således skrifva 


|| 1 


Hå En | 
NN 2 ve <2 ÖR Sera 


En noggrannare undre gräns erhålles då (23) subtraheras 
från (24). 


Om det gifna talet w är irrationellt och räckan af dess 
konvergenter således obegränsad, kunna vi ur olikheten (21) 


| 
sluta att uttrycket br Pn | sjunker dd hvarje föreskrif- 


Q, | 
n 


ven gräns då nn växer, eller annorlunda uttryckt, att D. 


+ 


har talet w såsom gränsvärde eller limes för n =00, hvilket be- 
tecknas 


(26 Här 
) EA fd 


Vi kunna häraf t. ex. sluta att konvergenterna för kedje- 
bråket (8) s. 156 hafva till gränsvärde förhållandet mellan 


diagonalen och sidan i en kvadrat, d. v. s. 2. 


Vi skola tillämpa ofvanstående resultat på de första kon- 
vergenterna för talet x (jmf. s. 165). 


T=7 är det närmevärde för x som angafs af ARCHI- 
1 
MEDES. Då Q.,= 106, erhålles ur (21Y' 

22 ERT 


I 


Faktiskt är, med fem decimaler, 


—x=0,00126. 


Af särskildt intresse är vidare närmevärdet = 


hvilket angafs af den holländska matematikern METIUS (om- 
kring år 1600): Man, har Q,= 33102, och olikheten (21)Y' ger 
således i förevarande fall 


300 


TT <f3 äston — 05000000200EE 


Vid uträkning med tio decimaler finner man 


300 


113 — 7 =0,00000026638. 


Öfningsuppgifter : 
1) Undersök noggrannheten af de första konvergenterna för talen 


e och je (jmf. uppgiften (2) s. 161). 
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2) Beräkna värdet af 2 ur dess kedjebråksutveckling med tolf 
decimaler. Felet bör noggrant uppskattas och räkningen utföras så enkelt 
som möjligt. 

3) Bevisa, genom att subtrahera (23) från (24), riktigheten af olik- 
heten 
Pa 


or & 


Q, 


1 1 | 
RAR N ee ARN I FIG ANTA 


>> 


31. Jämförelse mellan ett tals konvergenter och öfriga 
rationella värden. — För att så noggrant som möjligt angifva 
värdet af ett tal w medels ett bråk !) med gifven nämnare Db, 
har man att söka de på hvarandra följande heltaliga mul- 
tipler af - mellan hvilka w faller, samt att af dessa multipler 
utvälja den som kommer w närmare. Beteckna vi denna med 
kunna vi för afvikelsen mellan w och 7 på förhand icke 
angifva någon noggrannare gräns än 


Olikheten (21) visar oss således att, bland ett tals ratio- 
nella närmevärden, dess konvergenter utmärka sig genom en 
särskildt hög grad af noggrannhet. Vi skola i förevarande 
paragraf närmare undersöka denna fråga, och bibehålla här- 
vid de tidigare beteckningarna. 

Vi veta att det gifna talet w faller mellan konvergen- 
terna ER och SR och närmare den senare af dem. Häraf 

2—1 n 


sluta vi främst: 


Hvarje tal som skiljer sig mindre från w än konvergenten 
n 


2, 


iP 
EN 
OCh —— s 


UR 2, 


ligger mellan 


Antaga vi att värdet af bråket 5 faller mellan nämnda 


konvergenter, är 


. 1) Då vi i denna paragraf tala om ett bråk, antaga vi detta alltid 
gifvet under formen af en kvot af två hela tal. 
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a RRENO RE AN ROPS RE rs QPR NA INA 2 
bd PEN | 2, Q, —1 Q, QneA TE Qr 
; Å andra sidan är 
FP Re ör 1 
| 5 Vare QR VE 


oty aQ.i—bP, or är ett helt tal som är olika noll, då + 


iF 
oc . SS I . oc ov [fe] 
är olika — , och dess numeriska värde är således >1. 


n—1 


Ur dessa två olikheter följer 


1 i 
ARR AN FK OQa 1 > RR 


eller b”> Q,. Alltså: 


VER P 
I hvarje bråk som till sitt värde ligger mellan =" och ä" 


CRERE Q, 


är nämnaren större än Qun. 


Då denna slutsats sammanställes med den föregående, 
erhålles följande resultat: 


Hvarje bråk, som kommer ett gifvet tal närmare än en viss 
af detta tals konvergenter, har större nämmnare än ifrågavarande 
konvergent. 


Om ett bråk som icke är till formen identiskt med 
P 
konvergenten 0 kommer talet w lika nära som denna konver- 


VE 
oent, är säkert bh > Q,. Ty antingen är 00 och i detta fall 


icke kan förkortas; eller 


Fd 
Q, 


P 5 
ligga 7 och öv på motsatta sidor om w, och då ligger = mel 


är påståendet riktigt, då ju bråket 


reg ' . eo ix ov ERE 
lan = och w [emedan w ligger närmare ös än Q | 
n n—I1 


Va 4 


EE 
och således äfven mellan "=! och >", hvaraf enligt näst- 


Q n—!1 Q n ; 
föregående sats följer att b”> Q,. > 
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Bland de bråk hvilkas nämnare äro < Q,, finnes således, 


R 
om vi undantaga konvergenten —", icke något enda som skul- 


” 
le komma w närmare än eller lika nära som denna konver- 
gent. Vi hafva härmed bevisat följande intressanta sats' 
hvarur framgår den särställning ett tals konvergenter intaga 
bland dess rationella närmevärden öfverhufvud: 


Hvarje konvergent till ett gifvet tal kommer detta närmare 
än hvilket annat bråk som helst med mindre eller lika stor näm- 
nare. 


Sr o 5 PR 
Vi äro sålunda säkra om att konvergenten = återger 


värdet af x noggrannare än hvarje annat bråk hvars näm- 
2, CE 333 A ; 
nare är < 7, konvergenten 106 noggrannare än hvarje annat 


bråk hvars nämnare är < 106, 0. s. v. 


Ofvan erhållna resultat kunna väsentligen preciseras om 


BR 
vi jämföra en konvergent ." endast med de bråk, a som lig- 


2, 
ga på samma sida om det gifna talet w som denna konvergent. 
De af ifrågavarande bråk som utgöra noggrannare närme- 


n 


P R 
värden för w än —, ligga mellan —" och w. 


Zn Zn 
Vi känna en räcka dylika bråk, ty vi veta af det före- 
ES Raa LSE 
Q, rat SCA 
sida allt mer närma sig det gifna talet w. Vi hafva således 
att närmare undersöka de bråk hvilkas värden falla mellan 
två på hvarandra följande af dessa konvergenter. 


Enligt (13) är 


ERA AU Puts gel : 
Qn+2 Cr rena 


Vi betrakta det allmännare uttrycket 


gående att konvergenterna 


, sibofrån säröma 


27) 


n 
STEIN lr borgens 


Q , 
Qn4+it TT 


0 SA kd så SA 
Q,+to Nl 


(28) 
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och visa att detta besitter följande egenskaper: 


Då o kontinwerligt växer från 0 till 00, varierar uttrycket 
(285) SR och ständigt i samma illa från värdet 


JE 
" till värdet FAS 


Q, TER +1 
Om 0 växer med Ao, erhåller uttrycket (28) tillväxten 
Park (0 E BOTA ET POL 
Qt lo+40)Q,; +1 Ör FÖR 


Pi410n- dn 410 S 
(2 Fodn+1) (CRT lo Få) RRD 


hvilken enligt (14) kan skrifvas 


GR 2 
(QHt087 ra) (Fat l(OFAD GLEN 


Om 020 och Ao>0, är detta uttrycks numeriska värde 
| ÅA | 
< Ce. 


Vi sluta häraf till en början att uttrycket (28) är 


kontinuerligt för o>0, hvilket för öfrigt följer af hvad vi 
i första kapitlet visat om rationella funktioners kontinuitet. 
Men vi se vidare att ofvanstående tillväxt, för o> 0, Ao > 0, 
alltid har samma tecken som (— 1)”, hvaraf följer att, då o 
växer från 0 till oo, uttrycket (28) antingen ständigt ökas 
eller ständigt minskas, beroende på om talet » är jämnt 
eller udda. Slutligen antar ifrågavarande uttryck för o=0 


.” .”” . o .” 1 or 
värdet g och närmar sig, då o växer mot oo och é sale- 
n 


R Oo 
des aftar mot 0, gränsvärdet -"', såsom framgår ur dess 


Q, + 1 
senare form. Vårt påstående är härmed fullständigt bevisadt. 
För o = 4, +2 reducerar sig, enligt likheten (27), uttrycket 


P PE 
(28) till oh Dess värde ligger således mellan A och 
n+2 


RR Qur2 
om 0 <0o<n+2. 
Man ser vidare omedelbart att värdet af uttrycket (28) 


är rationellt alltid och endast om eo har ett rationellt värde. 
Sätta vi 


NPV ES YR 
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där s och t äro positiva hela tal, antar (28) formen af ett 
bråk 

| ESP. teD: 

(28) 


8Q,+tQ,.;1 


med heltalig täljare och nämnare. Ur likheterna 


Qn (sP, Ae EPT ot a (SR +FQ. si) =0(— 1yG b; 
QrrilsPa ttPa41i)— ParilsQu Ht Qu41) = (— Tjä no 


hvilka bevisas med stöd af (14), framgår att bråket (28) 
har reducerad form (d. v. s. icke kan förkortas) om 8 och t äro 
relativa primtal. Ty en faktor som är gemensam för bråkets 
täljare och nämnare innehålles, enligt dessa likheter, såväl 
som i 5. 

Af ofvanstående resultat draga vi följande slutsats: 


o . . . .- , 7 Ia LING 
Alla bråk hvilka till sitt värde ligga melian => och - 


ss PT 
framgå ur uttrycket (2S)' då åt s,t efterhand gifvas alla möj- 


t 
; SQfa+2 


liga positiva heltalsvärden som uppfylla villkoret 
Dessa bråk utgöra desto noggrannare närmevärden för det 
gifna talet w ju större förhållandet S är. 
fönVi skola speciellt betrakta dem bland ifrågavarande bråk 
hvilkas nämnare ligga mellan Q, och Q,.,2. De erhållas ur 


(28)'" då för s,t väljas alla system af positiva hela tal som 
satisfiera villkoret 


SO ida ras Ont: 
tyj ur detta villkor följer, då Q.t4.,+20.+1=0Q,+2 och 


Sd. att 1 < g,+2 och således FT ÖiaR 


Om q4,+2=1 finnes det icke några bråk af nämnda slag, 
ty i detta fall är Q,.+2=0Q,.,+Q.+1i och ofvanstående vill- 
kor är således icke uppfylldt för några positiva hela tal s,t. 

Är däremot q,.+2 > 1, existera bråk med de erfordrade 
egenskaperna, och bland dessa bråk äro de af särskildt in- 
tresse som erhållas ur (28)' för s=1, alltså bråken 


P, + iP, + 1 
2, +tQ, + 1 


(29) (EE ORSA RER SA 


12 
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hvilka sägas utgöra sidokonvergenter till det gifna talet 5 
Om dessa sidokonvergenter !), hvilka, enligt hvad ofvan 
sagts, alla hafva reducerad form, skola vi bevisa ER ST 


sats: 
Hvarje bråk : som till sitt värde ligger mellan två på 
hvarandra följande tal i räckan 


(30) FA ER ER ÅT NG ER 
Q, QQ, T Qt l1 Q, +F2Q0, 41 


TE (9n +2 
har större nämnare än det senare af dessa två tal. 


ly Py, ya s 2 
1) 


, , 
n+1 Vd, ra 


Par Va 
Vi antaga att 7 ligger mellan "TT! och det därpå 
Ön Ri 


följande talet i räckan (30). Man finner då, enligt (14), 


a S RM PP, ++) Pra P3 Fia 
& - pe fa |I= 
b Da FtQ, sa Q HEED Qaa Q, Föda rr 

1 


= EEE - — — — 
(2, (FI) 0:31) (VAT 
och å andra sidan 


RT SE SS Ja (0, Fi a) (PF 
b +tQ, sa bUQ EON AA 


it 
= b(0. 40, 


och ur dessa olikheter följer 


b>Qi F+l(E+t+1) Qi, 


hvarmed satsen är bevisad (jmf. det analoga beviset s. 174). 
Vi uppskrifva nu räckan af alla konvergenter med jämn 


index, börjande med g och de mellan dem liggande sido- 
0 

konvergenterna: 

: (=!) dess sista 
Q n+1 
konvergent (i hvilket fall vi kunna sätta qg, ; .=09), ger oss uttrycket 
(29), då t genomlöper alla positiva hela tal, en oändlig följd sidokonver- 
genter, hvilka från samma sida allt mer närma sig talet &» och hafva 
detta till gränsvärde. 


1!) Om det gifna talet o är rationellt och 
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Py CPor Pr Bo F2 Peo, Pot (ga 1) Pi, 
Qo ÖF Q: NSL ARE SEE SINE 
(1) Pe Pet På oPet2 Pass , Pot(gs—1) Ps 
Q Qt: V+20;s fy NERE 
1 TRE 


GER OEIG SN Ae IV MA AvVLle re AN IRTIlS DNA 00 o LL v:e TO FE 


Likaså uppskrifva vi räckan af alla konvergenter med 
udda index och de mellan dem liggande sidokonvergenterna : 


ETTOR ANTA PL AE TEA ESR 
QQ QQ +? V+t20 501-00 

(IT) P3. Ps + På Ps +2P ba  Ps+(gs—1) På 
Gr QQ: Qa F2 QQ FE —F)QL 
SE ES SERA Rn EA pg AN ss RA hear a 4 | 
Q; Qt 2 


FT 1 TEE DA SA VTA EST MI ÖF et RR POM VET IG ES SS SIE VR EE I EE SSK Nr 


I räckan (I) ökas talen beständigt, i räckan (II) aftaga 
de beständigt. I hvardera räckan växa bråkens nämnare 
oupphörligt, och hvarje bråk har reducerad form. 

Om w har ett irrationellt värde, äro båda räckorna 
oändliga och konvergera båda mot gränsvärdet w, räckan 
(1) från den undre sidan, räckan (IT) från den öfre. 


D 


Å P, i 
Ar däremot w ett rationellt tal och — (= w) den sista 


Zn 
konvergenten, afslutas, i händelse n är jämnt, räckan (1) 
med 0 medan däremot räckan (IT) fortsättes in infinitum, 
n 


n—I1 


ty efter följer en obegränsad räcka sidokonvergenter, 
van —1 
PsuUgmRuP 
Rn SSLYR HA FORS LÄNAR SI), 
Ch TTR l Qu 


JE 
hvilka konvergera mot gränsvärdet —=!. Om n är ett 


Z. 


udda tal är förhållandet omvändt: räckan (II) är ändlig 


15 MÅ. 
och afslutas med —, medan i (I) efter konvergenten 


Q. 
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följer en oändlig räcka sidokonvergenter, hvilka hafva o till 
gränsvärde. 


Ur det sagda följer att hvarje undre närmevärde för w 


som är RER antingen sammanfaller med något af ta- 
0 


Q 


len i räckan (I) eller ligger mellan två på hvarandra föl- 
jande af dessa tal. På samma sätt ligger hvarje öfre närme- 
värde för w som är <7 antingen mellan två på hvarandra 


följande tal i räckan (IT) eller är det lika med ett af dessa tal. - 
SÄ 
till sitt värde ligger mellan två på hvarandra följande tal i 
räckan (I) eller i räckan (II), har större nämnare än det 
senare af dessa tal. Då denna slutsats sammanställes med 
den föregående, erhålles följande resultat: 

a 


Hvarje bråk, 


visst tal i räckan (1), har större nämnare än det följande talet i 


Nu följer af det ofvan bevisade att hvarje bråk som 


som är < w och kommer w närmare än ett 


denna räcka eller är identiskt med detta tal. 
. o o CU rr - cr Så 
Likaså, om bråket > är > w och kommer w närmare än ett 
visst tal i räckan (IT), är b större än det följande talets näm- 


o . NPA s : : 
nare, såframt icke ; är identiskt med detta tal. 


Med stöd af dessa egenskaper hos räckorna (1) och (11) 
kunna vi omedelbart lösa följande intressanta problem: 


Att bland alla bråk, £, 


en viss gräns M, finna det som till sitt värde kommer ett gifvet 


hvilkas nämnare icke öfverskrida 


tal w närmast. 


För detta ändamål bilda vi de mot talet « svarande räc- 
korna (1) och (II), samt utvälja härefter först från räckan 
(I) det sista tal hvars nämnare är < M. Detta tal är, bland 
alla dem af de betraktade bråken som äro mindre än w, det 
som kommer w närmast; ty ett bråk som är < w och kommer 
Ä närmare än ifrågavarande tal, har, enligt hvad ofvan be- 
visats, åtminstone lika stor nämnare som det följande talet i 
räckan, och dettas nämnare är > M. 
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Från räckan (II) utvälja vi likaledes det sista tal hvars 
nämnare är < M. Detta tal kommer w närmast bland alla 
de bråk som äro ”> w och hvilkas nämnare äro < M. 


Det af dessa två tal som afviker mindre från w ger oss lös- 
ningen till problemet. 


Såsom tillämpning skola vi, bland alla de bråk hvilkas 
nämnare icke öfverstiga 10000, söka det som kommer talet 
x närmast. 

Vi hafva i detta fall (jmf. s. 165) 


Q,=113, Q;+Q.=0Q;= 33215. 
Då den föreskrifna gränsen 10000 ligger mellan dessa tal, är 
355 
fäste 113 
den för x hvilkas nämnare äro < 10000. 


noggrannast bland alla de rationella öfre närmevär- 


För att finna det noggrannaste undre närmevärdet hafva 
É P, 333 Pie 103003 4; ; 
vi att bland de mellan OT 108 och 0, 38102 liggande sido- 
konvergenterna 


333 + 3J0 t : 
utvälja den sista hvars nämnare är < 10000. Villkoret 
106 + 113: < 10000 


ger oss t< 87,53... Den sökta sidokonvergenten motsvarar 
således värdet t=7387 och utgöres följaktligen af bråket 


SIST ST STALS 
106 + 113.87 — 9937 


Bland de bråk hvilkas nämnare icke öfverstiga 10000, 
300 


113 det noggrannaste öfre närmevärdet och 


utgör således 


31218 så Spa ; 
0937 det noggrannaste undre närmevärdet för talet x. Vid 
uträkning med nio decimaler finner man 

300 

13 7 =70,000000267, 


31218 


IT 0987 


= 0,000000624 . 


182 


Den förra skillnaden är väsentligen mindre än den se- 
nare; och vi komma således till det resultat att, bland alla 


bråk hvilkas nämnare äro < 10000, det af METIUS angifna - 


bråket z kommer xx närmast. Den synnerliga noggrannheten 
hos detta närmevärde härrör däraf att den följande delnäm- 
naren q, i kedjebråksutvecklingen af talet x har ett excep- 


tionellt stort värde, nämligen 292. 


Öfningsuppgifter: 


1) En meter är =3,3681 fot. Uttryck förhållandet mellan dessa 
längdenheter, äfvensom förhållandet mellan en kilometer och en verst 
= 3600 fot, så noggrant det är möjligt medels bråk hvilkas nämnare icke 
öfverstiga 20. 

2) Undersök noggrannheten hos de första konvergenterna för kedje- 
bråksutvecklingen af talet 0,2422 (jmf. uppgiften (1) s. 157). Hvilka slut- 
satser kunna ur denna undersökning dragas beträffande fördelningen af 
de s. k. skottdagarna, om man vill ernå en så noggrann tideräkning som 
möjligt? 

3) Hvilket bland de bråk som komma zx närmare än s= har den 

ÅA 


minsta nämnaren? Lös samma uppgift för konvergenten 113 


4) Bevisa att olikheten 
i A | J 
RR 
är uppfylld för hvarje bråk : (b> 1) som icke utgör en konvergent till 
talet m. Härur följer LAGRANGE'sS intressanta sats: 
Hvarje bråk 7 , (b> 1), som uppfyller villkoret 
IA | if 
| b =00 = hb? Å 


utgör en konvergent till talet o«. 


32. Oändliga kedjebråk. — Vi hafva i det föregående 
sett att EUKLIDES” algoritm, då den tillämpas på tvenne in- 
kommensurabla storheter, alltid leder till en obegränsad kedja 
af likheter, ur hvilka förhållandet mellan dessa storheter er- 
hålles under formen af ett kedjebråk som fortsättes in infini- 
tum. Vi hafva vidare visat att detta kedjebråks successiva kon- 


sne AA a 
+ 
d 
/ 
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vergenter allt mer närma sig nämnda förhållande, hvars 
värde är ett irrationellt tal, och hafva detta till gränsvärde. 
Vi skola nu direkt betrakta ett oändligt kedjebråk 


1 
(31) ära TI 
ER 


fat 


där 4 är ett positivt helt tal eller 0 och delnämnarne 4:, 
Jar... > In,» .- äro positiva hela tal, gifna enligt en bestämd 
lag som entydigt definierar det mot hvarje föreskrifven index 
2 svarande talet q, !). 


Enligt n? 29 veta vi att detta kedjebråks konvergenter 
med jämn index bilda en stigande talräcka: 


medan dess konvergenter med udda index bilda en fallande 
talräcka: 


samt att hvarje tal i den första räckan är mindre än hvarje 
tal i den senare. Ur likheten (15) i samma paragraf sluta 


" I Analysen betraktas äfven kedjebråk af den allmännare formen 


där talen a,b dessutom icke nödvändigtvis äro hela tal utan, i vissa 
undersökningar, kunna hafva godtyckliga reella eller t. o. m. komplexa 
värden. 
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vi vidare, i det vi ersätta n med 2k+1, att det är möjligt 
att välja k så stort att skillnaden 


PIRATE EI SAN 
arg Qo; Qar Zora 


blir mindre än ett på förhand gifvet godtyckligt litet tal £ 

De två oändliga talmängder som bildas, den ena af samt- 
liga konvergenter med jämn index, den andra af samtliga 
konvergenter med udda index, besitta således följande tre 
egenskaper: 

Hvarje tal i den förra mängden är mindre än hvarje 
tal i den senare. 

Det finnes i den förra mängden intet största och i den 
senare intet minsta tal. 

Om man föreskrifvit ett godtyckligt litet positivt tal e&, 
kan man alltid välja tvenne tal ur hvar sin af de betraktade 
mängderna på sådant sätt att deras skillnad är numeriskt 
mindre än es. 

Enligt den s. 87 anförda allmänna satsen kunna vi häraf 
sluta att det finnes ett och endast ett tal som åtskiljer ifråga- 
varande talmängder, d. v. s. som är större än hvarje kon- 
vergent med jämn index och samtidigt mindre än hvarje kon- 
vergent med udda index. Vi beteckna detta tal med w. 


E 
Talet w ligger sålunda mellan —" och 2, n må haf- 


n + 
dn Qui 
va hvilket värde som helst. Då enligt (15) 


RA AES SR VEN SE ER 
Qui Zn | Qn+18. Fi 


är således äfven 


. EN 
(32) -FI<ga 


för hvarje index n. I denna olikhet närmar sig högra mem- 
brum gränsvärdet 0 då n växer, och vi erhålla således 
”n 


li : 
ÄÉ= IM  : 
NE00 Q, 
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Ur (32) kunna vi vidare sluta att « är elt irrationellt 
tal. Ty i motsatt fall hade man w= a där a och b äro po- 


sitiva hela tal, och således 


Bafdfari fl ek 
(Er SFR SR = = s 


Qu | 5Q, 


Täljaren i högra membrum är >1, ty aQ.—bP, är ett helt 


Nn 


15 
tal som säkert icke är 0, då RR för hvarje n. Vi er- 


hålla således 


15 > 1 
0—— 2S7A 
| Q. | ; bQ sa 


| 


hvilken olikhet, sammanställd med (32), ger oss 


il 1 | 
bQ 3 QS : bn 3 Qu 


eller Q, < b, och detta för hvarje index n. Denna slutsats 
innebär emellertid en omöjlighet, ty vi veta att Q, växer 
öfver hvarje föreskrifven gräns då »n ökas. 

Vi hafva sålunda bevisat följande viktiga sats: 


De successiva konvergenterna för hvarje qgifvet oändligt kedje- 
bråk (31) hafva till gränsvärde ett irrationellt tal, hvilket är större 
än hvarje konvergent med jämn index och mindre än hvarje kon- 
vergent med udda index. 


Vi säga kort att ifrågavarande irrationella tal utgör det 
oändliga kedjebråkets värde. 


För hvarje reellt positivt tal hafva vi medels ett bestämdt 
förfaringssätt, nämligen EUKLIDES” algoritm, erhållit en kedje- 
bråksutveckling af det ofvan betraktade slaget, hvilken är 
ändlig eller oändlig, beroende på om det gifna talet är ratio- 
nellt eller irrationellt, och omvändt hafva vi visat att hvarje 
gifvet kedjebråk har ett fullt bestämdt värde, hvilket är ratio- 
nellt eller irrationellt, allt efter som kedjebråket är ändligt 
eller oändligt. 
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För att förfullständiga der resultat halva vi ännu aft AG 
ådagalägga att ett gifvet tal endast på ett sätt kan utvecklas 
i kedjebråk, eller, med andra ord, att två kedjebråk som icke 
äro till formen identiska hafva olika värden. I beviset stödja 
vi oss på de egenskaper vi lärt känna hos konvergenterna. 

Vi betrakta således tvenne kedjebråk 


1 1 
EET ; 0 Eg 
ÖR 5 OR 
fo got 


hvilka icke äro till formen identiska. Vi antaga allmänt 
att de hela beståndsdelarna och de n första delnämnarne 


se . o . | t 
äro desamma i de två utvecklingarna, men att de (n + 1)” 
delnämnarne hafva olika värden: 


Q=0', 41 = ir 20 Fn Ens FN NE 


Det gäller att visa att ww". 
Ur antagandet följer att konvergenterna 


RR RR I FE 


n 
Gr GR OS 


äro gemensamma för båda kedjebråken. De därpå följande 
konvergenterna kunna skrifvas: 


IE dök Hå Fäst Pas a 1 Fan 


= = äl 
SR Q, AE PER EEG Gr n + 1 Quo tt lor gr 


Om: bt. ex. gQlhurt> ga g 1, Sätta Visgql i=grå RS VARV 
s är ett positivt helt tal, och finna då, enligt (13), 


Py (Po ittaar Pa) t8P, oo PagatsP, RR ÄR 


Q' n+l a ilmån 1 tång La) TEA a ae Q, Food 


Här 0 = ; är ett positivt tal 1. Enligt hvad s. 176 —177 visats 

Sax nl ; 

Pp Vr + 1 

mellan Ö. och eta eller sammanfaller med sistnämnda kon- 
n a + 2 


om uttrycket (28), sluta vi härur att antingen ligger 


SS 


RS 
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vergent (nämligen om s=1 och g,+2=1). Talet w"', som 


s . ar Fu ER + 1 . vå o . 
menocer mellan = [= — | och = —, tillhör således inter- 


Q', Q, Q', + 1 


P RA ÅR 
i 2 .” . (KI 
- ) medan däremot w ligger utanför denna 


Un +2 
intervall. Härmed är vårt påstående bevisadt. 


HU Inga 
NG ICT ll 
Q n 


Såsom en afslutning på detta kapitel skola vi betrakta 
de s. k. periodiska kedjebråken, i hvilka en viss följd af del- 
nämnare periodiskt upprepar sig. Antaga vi att denna följd 
utgöres af nämnarne 4,+1,4n+2,.-.., Jn+«, har kedjebråket, 
hvars värde vi beteckna med x, formen 


i 
+ 
q, + 
1 
SE 2 
ANS IRS 
(Aa La 
l 
4 
ESR 
EL 
1 
— 
EE a 
Om vi sätta 
I 
[SS 
CI aa 
1 
+ 
LER 
 MELSKET 
l 
-k a 


INNE SIE 
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se vi att värdet x framgår ur konvergenten 


SER SWORD 


AL fä ln Fda 


då q, ersättes med q4,+y. (För att strängt ådagalägga 
riktigheten af detta påstående, har man att stödja sig på 
vissa allmänna satser om gränsvärden hvilka bevisas i föl- 
jande kapitel). Alltså är 


ER (9. +Y) P, SE — 2 ri kn 
(Fat y) Qinest 0 Harg Qu hy 


Å andra sidan kan värdet x erhållas äfven sålunda att man 
i konvergenten 


FEGT sr In+k Park dT FE RAESERA 


EE In+k Que ROR 
ersätter Qn+k med GR 


olla kt PAA k— LTL RER Pre YyPygror. 


— Ang FYRA rr Ante tU de 
Ur denna och föregående likhet sluta vi 


EO, TO + TTG 


= : 
LER NR SÄRT Rr BOR 


Det gifna kedjebråkets värde x satisfierar således följande 
kvadratiska likhet med heltaliga koefficienter: 


EO Qugrsr=> RER 
—(PiQuirtoa tt Qn RS — Py Qui kk Qui ER KL 
5 (0 ARE MORE SE | ALSO NN : 


Vi hafva härmed bevisat följande intressanta resultat: 


Hvarje periodiskt kedjebråk har ett irrationellt värde som 
utgör rot till en ekvation af andra graden med heltaliga koeffi- 
cienter. 
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Exempelvis satisfierar värdet af kedjebråket 


x=1+ Je 
SL 
24 
2 
ekvationen 
Å x+F2 
LEFT SLNG Dy At 

hvilken reducerar sig till x2=2, hvaraf x=V2. 


Man kan omvändt bevisa att rötterna till hvarje andra 
grads likhet med heltaliga koefficienter (och således specielt 
kvadratroten ur ett rationellt tal) hafva periodiska kedjebråks- 
utvecklingar, förutsatt att deras värden ej äro rationella. Det 
skulle emellertid föra oss för långt att här ingå på beviset 
för denna sats!). 


Öfningsuppgifter: 


1) Utveckla V3 i kedjebråk och beräkna ur detta kvadratrotens 
värde med tio decimaler. 

2) Bestäm i algebraisk form värdet af det kedjebråk i hvilket 
q=0,q,=4, och hvars öfriga delnämnare bilda en periodisk upprepning 
Witöljden 1.,2,3. 

3) En sträcka är delad enligt ,det gyllene snittet". Utveckla för- ' 
hållandet mellan den större och den mindre delen i kedjebråk och bilda 
dettas konvergenter. 


2 
4) Utveckla /13 och |/ 3 i kedjebråk. 


1) Se t. ex. P. BACHMANN, Vorlesungen iiber die Natur der Irrational- 
zahlen. 


Fjärde kapitlet. 


Satser om gränsvärden. 


JJ. Funktioners gränsvärden. — I det föregående hafva 
vi redan särskilda gånger användt begreppet limes eller gräns- 
värde. Vi skola nu närmare precisera detta för hela den 
högre Analysen grundläggande begrepp. 

Funktionen f(x) antages vara entydigt definierad inom 
en viss intervall kring värdet x,, t. ex. inom intervallen 
(C,—h, Lyth), utom möjligen för värdet x, själft. Mot 
hvarje från x, skildt argumentvärde inom intervallen svarar 
således ett bestämdt funktionsvärde. 

Om det finnes ett ändligt värde A sådant att skillnaden 
f(x)—-A närmar sig noll då x närmar sig x,, säga vi att 
funktionen f(x) har värdet A såsom gränsvärde eller limes för 
r=2,, eller att f(x) närmar sig gränsvärdet A eller konver- 


gerar mot gränsvärdet A då x närmar sig värdet x,. Vi an- 


gifva detta kort medels beteckningen 
li) AA) 


Vi precisera ytterligare innebörden af denna utsago, i 
det vi uppställa följande stränga definition: 


Definition. — Funktionen f(x) säges hafva värdet A till 
gränsvärde för x=2X,, om det är möjligt att, sedan man fixerat 
ett positivt tal £, huru litet som helst, finna ett positivt tal d så- 
dant att olikheten 
(1) TALJETA JE 
äger rum så snart 

VE EA 


ÅR 
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Å . .” . ” . 
Dessa olikheter innebära, i annan form, att mot hvarje 


punkt x inom intervallen (x,—0d, x,+ 09), med undantag af 


Ly, Svarar ett funktionsvärde f(x) som faller inom interval- 
len (A—e&e, A+s&). Då talet £& minskas måste i allmänhet 
äfven d minskas för att detta villkor skall vara uppfylldt. 


Vi betrakta såsom första exempel den genom uttrycket 


RE definierade funktionen. Denna har ett ändligt bestämdt 


värde för hvarje från noll skildt argumentvärde x. För x=0 


antar däremot det gifna uttrycket formen ö och definierar 


således intet bestämdt funktionsvärde. Det gäller att afgöra 
Sin 2 a x o Se gy 

ÖMT konvergerar mot ett gränsvärde då x närmar sig 0. 

Vi stödja oss på satsen att en cirkelbåge är längre än 
dess korda men kortare än hvarje kring densamma omskrif- 
ven bruten linie, en sats som omedelbart följer ur själfva 
definitionen för cirkelbågens längd, till hvilken vi senare 
återkomma. I enlighet härmed är (se vid- 
stående figur), om vinkeln x ligger mellan 


€ fö Oo .” .” 
Z J och 5, bågen AB = 2x längre än kordan 
0 AB =2sinx men kortare än den brutna 


liner A'CB=-2tånp 2 valltså: 
SINA < lANS 


sl 


Oo NN (NG [dee . .” 
Då tangrx=—, följer härur 
COS x 


sin L 


[COS äl Oka Ja << 1 — e08 X'. 


Men man har 
x? 


1 — cos x = 2 sin 5 <2(3) = =zZ5 ) 


-— 


och vi erhålla slutligen 


Sin x 


hvilken olikhet gäller jämväl för x< 0, då ju uttrycket — 


blir oförändradt om >x ersättes med —x. Alltså är, huru ifex 
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SÅ y å sin x | o ES 
det positiva talet s än wväljes, == 11 <fF Bar snartent ot 
| - & 


eller :x < V2e, och enligt vår definition är således 


| Å SIN Xx 
(2) Nr SER 
EO Xx 


Den ofvan funna olikheten 1 — C08 Xx <F kan skrifvas 


[ÄGOR | LE 
x | FE 
hvarur vi sluta 


(3) liker 
x=0 ST ; 
Vi återgå till den ofvan uppställda definitionen och göra 
beträffande densamma några allmänna anmärkningar. 
Det är lätt att finna funktioner som för ett speciellt 


argumentvärde icke hafva något gränsvärde. Funktionen 
. 1 .” . 2e . a ve . .” 
sin +, som är entydigt definierad för hvarje värde x utom 


x=0, konvergerar sålunda icke mot något gränsvärde då x 
närmar sig 0, hvilket framgår däraf att funktionen antar 
hvarje värde från —1 till +1 inom intervallen —&< x<Le, 
huru litet &£ än väljes. 

Det bör däremot uttryckligen framhållas att, om ett 
gränsvärde öfverhufvud existerar, detta är entydigt bestämdt, 
eller annorlunda uttryckt: en funktion f(x) kan icke hafva två 
olika gränsvärden för ett gifvet argumentvärde x=x,. Ty an- 
tag att det finnes tvenne olika gränsvärden, 4 och A'; man 
kan då välja ett positivt tal £ så litet att intervallerna (ÅA — &, 
A+e&) och (A'—e&, A'+e&) icke hafva någon punkt gemen- 


i 
nana nn 
NR — 


A-t Atte  A-c A+E 


) |A SA ; 
sam, hvartill endast erfordras att a »: Sedan e& SsSå- 


lunda bestämts, kunna vi, på grund af antagandet lim f(x) 


= A, välja ett positivt tal d sådant att värdet af f(x) faller 
inom (ÅA —e, A+e&) så snart x—x,|< d, och då enligt vårt 
antagande jämväl lim f(x)=4", kunna vi finna ett annat 


ELD 
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tal d' sådant att f(x) faller inom (A'—e, A'+&) om |x— Xx, | 
<ö'. Om |x—zx,| är mindre än såväl d som ÖJ", skulle 
värdet af f(x) således samtidigt tillhöra (A— es, A+ ee) och 
(A'—e, A'+e). Detta är emellertid omöjligt då de två in- 
tervallerna icke hafva någon punkt gemensam, och vårt på- 
stående är härmed bevisadt. 

Låtom oss antaga att funktionen f(x), enligt dess ur- 
sprungliga definition, har ett bestämdt värde för hvarje argu- 
mentvärde inom intervallen (x,—h,x,+h) med undantag af 
x,, samt att funktionen för x=>Xx, har ett bestämdt ändligt 
gränsvärde A. Om vi då utsträcka funktionens definition till 
punkten x, i det vi där tilldela densamma värdet A och så- 
ledes sätta f(x,)=4, är den numera inom hela intervallen 
(Xx, —-h,x,+h) definierade funktionen f(x) kontinuerlig för 
r=X,. Ty olikheten (1), som enligt vårt antagande är upp- 
mid öför |x—2,|< d', kanynu skrifvas jf((2x)— /f(x,)| <E; 
och vi återfinna således kontinuitetsvillkoret i den form vi 
tidigare angifvit (s. 35). 

Omvändt inser man omedelbart att, om funktionen f(x) 
är definierad inom intervallen (x,—h,x,+h) och kontinuerlig 


a, ÄT 

lim f(2)=f(20. 
Enligt kontinuitetsdefinitionen kan man nämligen för hvarje 
gifvet &« finna ett dJ sådant att |f(x)—/f(x,)| << e så snart 
lIx—x.|/<d. Men detta innebär å andra sidan, enligt den 
ofvan uppställda definitionen, att f(x) har f(x,) till gräns- 
MWarde för £=2X,. 

Om värdet af en funktion f(x), då x antingen växer 
mot + oo eller aftar mot — oc, alltmer närmar sig ett ändligt 
bestämdt värde A, säger man att f(x) har Å såsom gräns- 
värde för x=0-00 resp. för x=— 00, och skrifver 


Iniö) 4, resp. lim f(x) Ar 


Den precisa innebörden af dessa likheter är följande: 


Sedan det positiva talet & fixerats. huru litet som helst, kan 
man finna ett annat positivt tal X sådant att olikheten | f(x) —A| 
< & äger rum, i förra fallet för alla värden x som äro större än 
X, i senare fallet för alla värden x som äro mindre än — X. 

13 
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Vi betrakta såsom exempel funktionen 5 


division erhålles 


2 FARTEN AR 1 
JM Ran (SRA) 


, 


hvaraf vi sluta 


FE ER KN PER R, 
PE ERE EE EA 


Högra membrum är mindre än & om | 32x + 2| > >=, alltså om 


D) ; 
> 3 eller £<L RV och detta äger rum huru litet 


det positiva talet £« än väljes. Enligt ofvanstående definition 
är således 


lim 3-5 = lim 
PE 2 SR ve 00 


2x+ 2. 
ST 
I det föregående ha vi under A ständigt tänkt oss ett 
ändligt värde. Man använder emellertid äfven uttryckssättet: 
f(x) har oo eller — oo såsom gränsvärde för x=2x,, hvilket 
betecknas 
lim-f (x)=00, resp. lim /(T)=5 0 


= L0 LT = ILS0 


och inlägger häri följande betydelse: 


Om M är ett gifvet, godtyckligt stort positivt tal, kan man 
finna ett annat positivt tal d sådant alt f(x) är, i förra fallet 


större än M, i senare fallet mindre än — M, för alla värden x 
som uppfylla villkoret | x—Xx,|<0. 


Exempelvis är 


: il 
lim == 00, 
0 


ty man har > >Mså snart ef 


stort det positiva talet M än väljes. 
På analogt sätt användas beteckningarna 


lim f(x) =00 eller — 00, lim f(x)=00o eller — oo, 


« Genom 


— , och detta gäller huru 
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7; hvilkas precisa innebörd läsaren uppmanas att själf formu- 
FF lera. 


Det kan vidare inträffa att skillnaden f(x) — A närmar 
sig 0 blott om x närmar sig x, från höger, d. v. s. genom 
värden som äro större än x,. För att utmärka detta kan 
man använda beteckningen 

HM TURIC) SA 
c=200+0 
Om åter f(x) — 4 närmar sig 0 då x från venster närmar sig 
värdet x,, skrifver man 
UMEA (CE AN 


rz=2x—0 


Om de två gränsvärdena 


lim Af (2) 'öch/stilim.ef (2) 
xz=L24t0 x=2x,—0 
båda existera och hafva ett och samma värde, utgör detta 
funktionens gränsvärde för x=>X, i vanlig mening. Men de 
kunna äfven existera samtidigt och vara olika. 
Exempelvis är, för a > 1, 
re 00 Nl at ker Åt 


1 1 
RR TRE FE SO RPER IN 


Likaså är, enligt de definitioner vi ofvan uppställt, 


/ 


Öfningsuppgifter: Undersök följande gränsvärden, med noggrann 
tillämpning af de ofvan gifna definitionerna: 


| 1 ; / 6—-x 
lim xcos—, lim j lim | 
rz=0 T FR log x x=+0 5x+1 


li lim (x—- Vx?—a?). 


DNS KT lim , 
z=0 A+ COST zx=+007+1 SON 


34. Gränsvärdet för en oändlig talräcka. — Begreppet 
gränsvärde uppträder under en något modifierad form om 
man utgår från en oändlig följd eller räcka af tal 
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(4) Urs UgyUgzggsc sy Wnyeors ry 


gifna enligt en bestämd lag. 


Definition. — Talräckan (4) säges hafva talet U till gräns- : 


värde eller konvergera mot gränsvärdet U: 


1331 SYNEN BES 


nN=0 


om skillnaden un — U med växande n närmar sig 0, d. v. s. om 
man för hvarje positivt tal £, huru litet detta än väljes, kan finna 
ett helt tal n, sådant att 


lun— U| <e så snart n>n,. 


Dessa olikheter innebära att talen u,,+1, Un +2,--.. SamMt- 


ligen falla inom intervallen (U—e&e, U+e&£). Om & minskas 
måste nn, i allmänhet ökas för att detta villkor skall vara 
uppfylldt. 

Om a<u,Eb från och med en viss index n,, och om 
räckan (4) konvergerar mot ett gränsvärde U, är äfven 
a<oUEdb. Ty vore U>b, skulle U—w; för sm vard 
större än eller lika med den positiva kvantiteten U— Db, hvil- 
ket är omöjligt då lim (U—wu,)=0, och på samma sätt 
inses att U icke kan vara mindre än a. 

Hafva speciellt talen i räckan (4) samma värde A, från 
och med ett visst tal u, , utgör A tillika gränsvärde för tal- 
räckan, ty i detta fall är skillnaden u,— A exakt 0 och så- 
ledes mindre än hvilket positivt tal £ som helst för n > ny. 

Om talen i räckan (4) med växande index öfverskrida 
hvarje föreskrifven gräns, så att olikheten u, > M, huru stort 
det positiva talet M än väljes, är uppfylld från och med något 
visst värde n, säger man att talräckan (4) har oo till gräns- 
värde och skrifver lim u,=00. Likaså säger man att räckan 
(4) konvergerar mot gränsvärdet — oo, om olikheten u, <— M, 
huru stort det positiva talet M än väljes, äger rum för alla 
värden n som öÖfverskrida en viss gräns. 


Vi betrakta såsom första exempel talräckan 


n 


(IN (RT fa AE AE RESAS 


ara 
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Vi antaga först a > 1 och sätta a=1-—+ 4. Då är, såsom 
s082 visats, d: >1+nAÅ. Om M är ett positivt tal, huru 
stort som helst, är således a” > M om n Re och talräc- 


kan (5) har sålunda i detta fall oo till gränsvärde. 

Om a=1, hafva samtliga tal i räckan (5) värdet 1 och 
dess gränsvärde är således äfven 1. 

Är —-1<Sa<1 och således |a|< 1, kan man skrifva 


Kl där A > 0, och har då 


Ja re IE RA 


Huru litet det positiva talet s än väljes är således |a” | Le 


om n >> hvilket visar att räckan (5) i detta fall konver- 


gerar mot gränsvärdet 0. 

Om a=>—1, äro talen i räckan (5) omvexlande lika 
med —1 och +1, och räckan har således intet gränsvärde. 
Detsamma gäller om a < —1, ty räckans tal äro då vexelvis 
negativa och positiva, medan deras numeriska värden stän- 
digt ökas. 

Vi skola nu undersöka talräckan 


öm KÖRA ns Lär 
Om vi sätta yn =1+A1,, erhålles enligt binomialformeln 


Be Irla 9 JEET En Ag bon ED At eld 


hvarur följer, då alla termer i högra membrum äro positiva, 


a AULIN An < sp A A, < EE 

Huru litet £ än väljes är således A, <e& och följaktligen 
SR Vn— LA 

om vi göra Rd da visan Da 1 45 Alltså är 


lim Vn =1. 


n=200 
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Läsaren uppmanas att medels logaritmer uträkna värdet 
af Vn för en följd växande värden n, t. ex. för n=10,50, 
100 , 500 , 1000. 

Vi söka slutligen gränsvärdet för talräckan 


och använda härvid en metod som ofta kommer till använd- 
ning, och som består i att undersöka förhållandet mellan två 
på hvarandra följande tal i räckan. Om vi sätta 


erhålles 


Vi välja ett positivt tal « < 1 och härefter ett helt tal n, 


| 
sådant att — SS RT Ad Hg Ds Avd Då är 
TR 1 | 
SR fÖrSoR =E dgr 

För n=nNn),, Ny +1,..., ny +p—1 följer härur 

ära E& Nn, + 2 Sö Un +p 

ETS re 0, Ae, 

Uno ; 2 RA 


och, då dessa p olikheter hopmultipliceras, 


Unm+r 


No 


| a eller” lön SR 


hvilket resultat gäller för hvarje positivt helt tal p. 
Är nu & ett gifvet, godtyckligt litet positivt tal, kunna 
vi, då «<1, välja ett så stort positivt helt tal p, att «" 


- 


RN eller a” | u,, |<le. Enligt ofvanstående olikhet är då 
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äfven |un,+p| <€ för pp, eller, hvilket är detsamma, 
lur! <e för n> ny + po Alltså är 


oberoende af hvilket värde x har. 


Vi skola ännu göra några allmänna anmärkningar be- 
träffande den ofvan uppställda definitionen. 

Man inser omedelbart (jmf. s. 192) att, om en gifven 
talräcka öfverhufvud konvergerar mot ett gränsvärde, är detta 
gränsvärde entydigt bestämdt. 

Lika lätt inses riktigheten af följande sats (jmf. s. 193): 

Om funktionen f(x) är kontinuerlig för x=>X och om 
räckan af argumentvärden 


Xi) Cay)» «9 CNy sosse 


har X till gränsvärde, konvergera de motsvarande funktions- 
värdena 


Fx), Fl). Fa) yrsa 
mot gränsvärdet f(X). 


Exempelvis kunna vi därat att logx är kontinuerlig 


för zx=1 samt att lim Vn=1, sluta att 


n=0 


lim log (V/n)=1og 1, 


Nn =0 


eller, med andra ord, att 


Vi framhålla slutligen följande enkla sats som ofta kom- 
mer till användning: 


Om talräckorna 
I Vallos sk stndler aa. OCh Upp Ugs släng san 
uppfylla villkoret 


lim (u —v,) =0, 


N =0 
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och om den förra af dessa räckor har ett bestämdt gränsvärde U, 2 
konvergerar den senare räckan mot detta samma gränsvärde. 


Riktigheten af påståendet framgår ur identiteten 
va —U=(vn — Un) + l(wn— 0), 


då man observerar att båda termerna i högra membrum 
närma sig 0 då nn växer. Vi uppmana läsaren att i detalj 
genomföra beviset för denna och de föregående satserna. 


Öfningsuppgifter 3 


1) Bevisa att lim SEN 
x=00 


2) Undersök gränsvärdet för talräckan 


=0) 


KTTSR 
TA SA ERS 


för olika värden af x. 


3) Bevisa att, om talräckan (4) konvergerar mot gränsvärden U, 
man jämväl har 


Ugal Ua Tuss TRR 


lim — — = =///. 
n=020 n 
35. Några allmänna satser om gränsvärden. — I Ana- 


lysen har man oupphörligt att göra bruk af följande enkla 
satser om gränsvärden (alla gränsvärden gälla för n = 00): 


Antag att talräckan 
Ur, Wad9 cc Unge ss Fö 


konvergerar mot ett ändligt gränsvärde U. 
Om C är en godtycklig konstant, har man då 


(6) lim (Cus)= 0 Im use 
Hafva vi en annan talräcka 
UTV = 


som äfven har ett ändligt gränsvärde V, gälla vidare föbanat 
satser : 


(1) lim FRE REN U+T V, 


i 
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(8) lim (2, — Vv») = lim u, — lim v, = U— V, 


(9) HELA Vs ISIN UA MR Vg =O VV, 


samt slutligen, under förutsättning att VE0, 


HE Ua lim 4, U 
(10) Tilt ve SA 
vå lim v, V 


Bevisen för dessa satser grunda sig direkt på defini- 
tionen för en talräckas gränsvärde och äro analoga med 
bevisen för motsvarande satser rörande funktioners konti- 
nuitet (jmf. s. 48—53). Vi inskränka oss till att ådagalägga 
riktigheten af likheten (10), i det vi uppmana läsaren att 
själf genomföra de öfriga satsernas bevis. 

Vi hafva att bevisa att skillnaden 


UPN Göra UK, V)U 
ER TOR vy V 


n 


till sitt numeriska värde kan göras godtyckligt liten genom 
att n göres tillräckligt stort. 

Enligt vårt antagande är |V|>0. Vi välja ett posi- 
JE 

2 

dan e& fixerats, välja vi ett helt tal », sådant att |u,— U|: 
för n > n,, samt ett annat helt tal n, sådant att |v, — V | Le 
för n > n., hvilket är möjligt emedan vi antagit limu,=0U 
och limv,=V. Om vi med n, beteckna det större af talen nn, 
och n., är då för n >”, samtidigt |u,— U| Ze och lv. — VI 
< e&, hvaraf vi sluta 


tivt tal £ som är < och för öfrigt godtyckligt litet. $Se- 


klen UU) VP — (vs V)Geisg CU FHIVT)E för n Ing 
Ur identiteten v, = V +(v, — V) följer åter 
KC PR fl RE ör 
och således för n > n,, då |v, —V|<Le& och SA 


NA Vv 
KRESTNA TEP SSA 4 SSL CRUEL 


202 


IV 


hvaraf |v,. V| Sr . Vi få sålunda slutligen olikheten 


KE Se UT 
kn ÅS [vi 
hvilken gäller huru litet & än väljes, blott talet n, för hvarje | 
gång bestämmes såsom ofvan är sagdt. Då högra membrum 
i denna olikhet kan göras mindre än hvilket föreskrifvet 


positivt tal som helst genom att & väljes tillräckligt litet, är 
riktigheten af likheten (10) bevisad. 


Vi betrakta nu i stället för två talräckor tvenne funk- 
tioner, u(x) och v(x), hvilka närma sig ändliga gräns- 
värden, U och V, då x närmar sig ett visst värde x, (som 
äfven kan vara 00 eller — oo): 


lim 4 (2)==0, —- limw-(C)=V, 


TEX) 


Under dessa förutsättningar gälla följande satser, som äro 
analoga med satserna (6)— (10) och bevisas på enahanda 
sätt (alla gränsvärden gälla för x=72)): 


(6)" lim Cu (x)=C lim u (x) = CU, om C är konstant, 
(7) lim ('u(x) + v (x))=lim u (2) + lim v (xr) =U +, 
(8Y' lim (u (2) — v (x)) =lim u (x) — lim v (2) =U —V, 
(9)' lim (u (2) v (x))=lim u (x). lim v (x) =UV, 

samt slutligen, under förutsättning att V = 0, 


ul) oolimie(g) AD 
v(x)  limv(2) VV 


(10) lim 
För att bevisa t. ex. satsen (9)', skrifva vi (jmf. be- 
viset s. 49): 
u (2) v (2) —-UV=(uv(x)—U) v(x)+(v(x)—-V)T. 


Sedan vi fixerat £, huru litet som helst, kunna vi, på grund 
af våra förutsättningar, välja ett positivt tal d, sådant att 


lu(x)—-U|Le för |[r—X,| << IH, 


203 


samt ett annat positivt tal d, sådant att 
L—XLy|< 02. 


Ur identiteten v(x)=V—+ 1/(v(x)—V) följer då att |v (x)| < 
IV] +e för |[x—-x,|/<d2. Beteckna vi med d det mindre af 
talen d, och d,, är således för ix —2Xx,|<d 


lulx) v(xr)-UVIZE(IV| Fe) +e/U|=e(1U|+|V|+2). 


lv (x)— V| Le för 


Högra membrum kan göras huru litet som helst genom att 
& väljes tillräckligt litet, och härmed är riktigheten af satsen 
(9)' ådagalagd. 

Vi skola tillämpa ofvanstående satser på några enkla 
exempel. Vi söka först gränsvärdet för x=0 af uttrycket 
tang x 


, hvilket för detta argumentvärde antar den obestämda 


formen ag Vi skrifva för detta ändamål 


tangx sinx ] 


LC L COX 


o 6 4 sin x o å 
Då x närmar sig 0, konvergerar Tors SYSOM tidigare visats, 
.” .” 1 . 
mot gränsvärdet 1, och den senare faktorn, ARR hvilken 


är kontinuerlig för x=0, konvergerar mot det värde den 
antar för detta argumentvärde, alltså likaledes mot värdet 1. 
Enligt sats (9)' är således 


y tang x 
li Ef 
FK 0) C 
: 5 36 SULA XL oc ; d 
För att finna gränsvärdet af Rag 10: i0.= 05 Skrilvasyit 
sinax sin ax bx a 
SNÖ T trär ESD OG ED 


För x=0 hafva de två första faktorerna gränsvärdet 1, 
och då den sista faktorn är konstant, följer af (6)" och (9)' att 
Sin dTIG KA 


lim — 


sta SIN OT KG 


då x växer 


Vine ä ä 7 AS 2x+1 
Vi söka ännu gränsvärdet för kvoten = 
3x+2 


mot oo, hvarvid såväl täljaren som nämnaren öfverskrider 
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hvarje ändlig gräns (jmf. s. 194). Genom att divi dera täl- 5 


jaren och nämnaren med x, erhålla vi 


Då x växer mot oo, närmar sig i högra membrum täljaren 


gränsvärdet 2, nämnaren gränsvärdet 3, och vi erhålla så- 


ledes, enligt (10)', 
2x+1 2 


HM a 


£ = 0 


Vi undersöka slutligen huru uttrycket 


Vackra dd Ren a 
förhåller sig då x växer mot oo, hvarvid dess båda termer 
blifva oändliga. Genom förlängning med Vx? +x+1+ 
Vx?—2x—1 antar detta uttryck formen 


3Ixr+2 x 


2 1 ; RE SA EF ER FIRE ES a 
Ve +e+l1+Vo-20-1 Vistelse io ee 
LC LC LC LC 


I det sista uttrycket konvergerar täljaren mot gränsvärdet 
3 och nämnaren mot gränsvärdet 2 då x obegränsadt växer, 
hvaraf vi sluta 


lim (VF odd — Pra 2x—1)=3" 


Samma gränsvärde erhålles för x=7— 00. 


De ofvan uppställda satserna kunna väsentligen gene- 
raliseras. Genom upprepad användning af satserna (6) — (10) 
finner man sålunda, om P(w,v) och Q(u,v) äro godtyck- 
liga polynom af u och v, och om man antager lim u, =U, 
lim v, = V, följande likheter: 

lim: LAU, PR) NV), 
ma ÖRE V) 
TO nn Ae 


af hvilka den senare förutsätter att Q(U,V) = 0. 


RT Va : | - 
ETS SAN 


Fä 


EAA 
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Men dessa resultat utgöra i sin tur speciella fall af en 


: allmän sats, som gäller för funktioner af godtyckligt många 


variabler, men hvilken vi för enkelhetens skull här utsäga 
för en funktion af två variabler (jmf. s. 199): 


Antag att funktionen flw,v) är kontinuerlig för u=DU, 
v= V, samt att talräckan wu, U2,...;Uny... konvergerar mot 
gränsvärdet U och talräckan vi, va, ...,Vn,--- mot gränsvärdet V: 


lim, us U,slim va". 


Nn =900 nNn = 900 


Under dessa förutsättningar har räckan 


f (w3, vi), FCUSTOS I, SIE CR VR) Ts 
värdet f(U, V) till gränsvärde: 


lim flesta = (KN): 


Att f(u,v) är kontinuerlig för u=U, v= V vill säga 
(jmf. s. 39) att man för hvarje gifvet positivt es kan finna 
ett tal J sådant att |f(u,v)—f(U, V)| <s& om man sam- 
tidigt har |u—U|<Jd och iv—V|<d. På grund af an- 
tagandena lim u,=DU, limv,= V, kunna vi åter bestämma 
ett så stort helt tal n, att man för n >”, har Ju, —-U| LJ 
och Ju, — VI|<Sd. Alltså är 


kiCäa,vR) JT (UR) <CE Så SNart N->N0, 


och detta äger rum huru litet £ än väljes, blott n, för hvarje 
gång bestämmes så som ofvan är sagdt. Vår sats är härmed 
bevisad. 


Öfningsuppgifter: 


1) Bestäm följande gränsvärden: 


2) Sök limes för n =0o af uttrycket 


dr Edet 1 n(n- 1)(n—2)....(n—-v+1) 
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3) Bevisa att man för a > 1 har 


n 
SANAE ör ;ESRU 
lim —=—0, och allmännare lim —=2-[0, 
n=00 Nn? = XL 


p må vara huru stort som helst (jmf. beviset s. 198). 
4) Undersök allmänt huru en rationell funktion 


x" SLA ERE KORS An 


& [Er (Ag OT SA ÖN SEIN BE ET a 
(x ) bo Lom OTRS LEN EDR 


- förhåller sig då x växer mot co eller aftar mot — o. 


5) Vi antaga en räcka af positiva tal a,,a,,..., sådan att förhål- 
dö ; 
landet — FEL med växande n» konvergerar mot ett bestämdt gränsvärde. 


n 
n 


Bevisa att uttrycket Va , konvergerar mot detta samma gränsvärde. | 


36. Satser om stigande och fallande talräckor. — I de 
hittills behandlade speciella exemplen hafva vi, med stöd af 
de elementära funktionernas egenskaper, direkt kunnat an- 
gifva de betraktade räckornas gränsvärden. Vi skola nu 
anföra några viktiga satser, med hvilkas hjälp man i flere 
allmänna fall kan bevisa existensen af ett gränsvärde. 

En -talräckaå u;;UWg,:: syn, suv Kallas stigande ord 


SINGS TEESE RE ra RR ; 


fallande om 
U > UWg TW pr lig SN 


Om dylika räckor, hvilka med ett gemensamt namn kallas 
monotona talräckor, gäller följande viktiga sats: 


Om i en stigande räcka samtliga tal äro mindre än en änd- 
lig kvantitet M, konvergerar räckan mot ett bestämdt gränsvgta 
som är SM. 

Likaså har en fallande talräcka, hvars samtliga tal äro större 
än en ändlig kvantitet m, ett bestämdt gränsvärde som är >m. 


Vi skola något närmare klargöra innebörden af satsens 
förra del. Om i den gifna stigande räckan alla tal äro lika, 
från och med ett visst tal u,,, Så att tU, = Un, +1 => Up pd ee 
utgör u,, tillika gränsvärde för räckan och satsen är således 
själfklar. Lemna vi detta speciella fall å sido, anträffas efter 
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hvarje gifvet tal i räckan, om vi gå tillräckligt långt fram i 
densamma, tal som äro större. Vår sats utsäger att räckan 
äfven i detta fall konvergerar mot ett gränsvärde, d. v. s. att 
det finnes ett ändligt bestämdt tal U sådant att skillnaden 
uu, —U närmar sig 0 då » växer mot oc. Beviset för exi- 
stensen af ett dylikt tal grundar sig väsentligen på det reella 
talområdets definition, hvarför vi måste lemna detsamma till 
det åttonde kapitlet. Antaga vi emellertid att gränsvärdet U 
existerar, inses omedelbart att U< M, då samtliga tal i räckan 
äro < M (jmf. s. 196). Å andra sidan är U större än hvarje 
tal i räckan; ty funnes det ett tal u,, > U, skulle skillnaden 
un, —U för n > n, vara lika med eller större än den positiva 
kvantiteten u, — U, hvilket är omöjligt då lim u, =U; det 
kan icke heller finnas något tal i räckan som är lika med 
U, ty då funnes det längre fram i räckan tal större än U. 

Vi anföra ännu ett korollarium af ofvanstående sats som 
ofta kommer till användning: 


Vi antaga att vi hafva en stigande talräcka 
UT EUR TUNG 


och en fallande talräcka 


(RI a RIS EE NES HN 


INV 


hvilka uppfylla följande villkor: 
TORV RES tog för: ltvarjertndex av; 


lim (Uk Un) = 0. 
Under dessa förutsättningar konvergera de två räckorna mot 
ett gemensamt gränsvärde. 


Ur våra antaganden följer att hvarje tal u, är mindre 
än en ändlig kvantitet, t. ex. mindre än v,. Enligt ofvan- 
stående sats konvergerar således den stigande talräckan mot 
ett ändligt gränsvärde, och ur villkoret 29 sluta vi härefter 
omedelbart att den fallande talräckan konvergerar mot detta 
samma gränsvärde (jmf. satsen s. 199 —200). 
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Det ofvanstående korollariet erhåller en synnerligen 
åskådlig form om vi betrakta intervallerna | 


(11) (261, Ur) Fiol Woy Vg) baken gt UR) pd 


Hvarje intervall i denna följd utgör en del af den föregående 
intervallen eller sammanfaller med denna; ty enligt våra an- 
taganden är för hvarje index n . 


Un SUR Unt Vr 


hvilka olikheter utsäga att hvarje värde som tillhör inter- 
vallen (u,+1,V»+1) jämväl tillhör intervallen (w,,vn). 

De gifna talräckornas gemensamma gränsvärde, hvilket 
vi beteckna med y, tillhör enhvar af intervallerna (11). Ty 
enligt hvad vi just sagt tillhöra talen u,+1i,tn»+2,---. Och 
Vnx+1>Vn+2,... Samtligen intervallen (wu, ,v,), och detsamma 
gäller således äfven om deras gränsvärde (jmf. s. 196). 

Det kan slutligen icke finnas något från y skildt tal 
som skulle tillhöra alla intervallerna (11). Ty vore y' ett 
sådant tal, skulle man för hvarje n hafva v,—u,>l|y—Y'l|, 
men detta strider mot antagandet 22?,. 

Ofvanstående korollarium kan sålunda iklädas följande 
form, som ter sig särskildt åskådlig vid geometrisk tolk- 
ning: 


Om man har en oändlig följd af intervaller, af hvilka en- 
hvar utgör en del af den föregående intervallen eller samman- 
faller med denna, och hvilkas längder obegränsadt närma sig 0, 
finnes det ett och endast ett tal som är gemensamt för alla dessa 
intervaller. 


Såsom en första tillämpning af det ofvan sagda påminna 
vi om de resultat vi i tredje kapitlet erhöllo beträffande 
oändliga kedjebråk. Vi funno i n? 32 att konvergenterna 
med jämn index bilda en stigande talräcka, konvergenterna 
med udda index en fallande talräcka, samt att dessa talräckor 
uppfylla de i satsen s. 207 angifna villkoren. Enligt denna 
sats kunna vi således sluta att ifrågavarande konvergent- 
räckor hafva ett gemensamt gränsvärde, ett resultat som i 
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NS härleddes med stöd af en tidigare anförd sats af all- 
männare natur. 


En annan intressant tillämpning af satsen s. 208 ger oss 
följande förfarande. Vi utgå från två positiva tal, a och b 
(C> a), och inskjuta mellan dessa tal deras geometriska medeltal, 


b 
- »« Man 


Hanar by (jmf. 8: 147), och således a< a, < bj < b. Inter- 
vallen (a,,bi) utgör följaktligen en del af intervallen (a,b), 


och vidare är 


a, =Vab, samt deras aritmetiska medeltal, b, = 


bys a, <b, 4 0 =. 


Vi inskjuta nu mellan a, och b, dessa tals geometriska 
medeltal a, samt deras aritmetiska medeltal b,. Såsom ofvan 
finner man att intervallen (a>,b>) utgör en del af (a,,b,) 
samt att 


b 


by, — 0 — a 
ba — 2 < ERE Sd EAS 
Genom att fortgå på detta sätt erhålla vi en obegränsad 
följd af intervaller 


(50); Kor SUR bio MALTA Iris 


af hvilka enhvar- utgör en del af den föregående och hvilkas 
längder aftaga mot 0, såsom framgår ur olikheten 


b—- a 
by — An < Or 
som gäller för hvarje index n. Enligt satsen s. 208 finnes 
det således ett och endast ett tal som är gemensamt för alla 
dessa intervaller. Detta tal utgör det gemensamma gräns- 
värdet för de successiva aritmetiska och geometriska medel- 
talen, hvilket enligt Gauss benämnes det aritmetiskt-geome- 
triska medeltalet af de gifna talen a och b. För dess beräk- 
ning kan man med fördel använda formeln (19) s. 147. 


14 
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Vi betrakta slutligen den talräcka som erhålles ur ett 
gifvet positivt tal a då man successivt sätter: 


SÄ 
HAS Va, 


POET SAR RS ora 
Co Väte Va, 
Pp TES SRNNSNSSNNNSNNn SN 
k Py 
PGA ED le pie 
3; = Va + La TE Kas Va, 
och: allmänt, för hvarje index n, 


CER Za EVERT 


Här betecknar p ett positivt helt tal, och för hvarje radikal 
väljes dess reella positiva värde. 

Enär x, > 0, följer ur de två första af de ofvanstående 
likheterna att x, < £.; härefter sluter man ur den andra och 
den tredje likheten att x. << x:, o. s. v. Medels fullständig 
induktion visar man att £,< £,+1 för hvarje index n, och 
således är 


4 ME TRE RR RS ER 


Vi skola visa att talen x, alla ligga under en ändlig gräns. 
Olikheten x, <S x,+1 kan skrifvas 


Sön EVA, 
hvaraf xx, <a T an RR 
(13) Lt,” —-XL,—Aa< 0 för hvarje index an. 
Låtom oss närmare betrakta polynomet 
(ej SR NEN 


Det senare uttrycket visar oss att & (x) har negativa värden 
för 0O<ZXx<1 och ständigt ökas då x växer från 1 till oc. 
Då qv(x) är en kontinuerlig funktion och antar positiva vär- 
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den så snart x öfverskrider en viss gräns, sluta vi härur att 
ekvationen 


(14) xx —2Xx—0a=0 


har en och endast en positiv rot. Vi beteckna denna rot med 
x,. Ur det sagda följer vidare att y (x) < 0 för <REN 
medan däremot q (x) > 0 för x>X,). 

Vi sluta häraf, enligt olikheten (13), att x, < xr, för 
hvarje n, hvarmed det ofvan gjorda påståendet är bevisadt. 
Satsen om stigande talräckor lär oss följaktligen att x, med 
växande n SES TER mot ett ändligt bestämdt gränsvärde 
msämt att oc << Co, Wi skola visa att C'=2X,. 

Detta följer omedelbart ur likheten (12) då vi där låta 
index n obegränsadt växa. Venstra membrum närmar sig 
härvid gränsvärdet x', och man har således äfven 


VETEN 
lim Va Fin 1=X'. 
ge EN 
Då limxr,-.=x' och Va+tx är en kontinuerlig funktion 
mat är åå andra sidan (jmf. s. 199) 


fä EE ST RING SANNE 
lim Va +tXL.-1=Va+t+2". 
N = 0 


Alltså erhålla vi Vu + x', eller x'? = a + xx", eller slutligen 
RENEE i kart LU JR 


x' utgör följaktligen rot till likheten (14), och då denna 
icke har någon annan positiv rot än x,, är ovillkorligen 
= 9. 

Härmed är bevisadt att talräckan x,,Xx2,X3,... konver- 
gerar mot den positiva roten till ekvationen (14). 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna det aritmetiskt-geometriska medeltalet af talen 1 och 2 
med fyra decimaler. 
2) Angif gränsvärdet för talräckan 


Fa LA SER ENA AE CR VE 


3) Vi beteckna med a ett positivt tal och med qg ett närmevärde för 
Va. Om vi sätta a=qg?+-r, följer ur formeln (16) s. 142 att uttrycket 


utgör ett öfre närmevärde för Va, hvilket för öfrigt omedelbart verifi- 
Ceras. i | 
Bevisa att den talräcka som bildas enligt följande lag: 


1 a | I a : 1 | a 
Efi S SR ST RAT eng (öst; RE an 


fara (Dr 
xz,+t+ Va 


Beräkna på detta sätt närmevärden för 2, utgående från värdet 
ÖT 
4) Vi betrakta tvenne funktioner, q& (x) och w(x), hvilka för x >, 
äro kontinuerliga och ständigt växa med x. Vi antaga vidare att 
p (x)) < w (Lo): 


Utgående från värdet x, bilda vi en räcka af tal, Z,.t3, co, NG 


hvilka successivt bestämmas genom följande villkor: 


px) = W( Lo), P le) = ÖlLi)rrrrn PAL FVT 
Bevisa att denna talräcka konvergerar mot den minsta rot till ekvationen 
p(x) = v(x) 
som är större än x,, om en sådan rot existerar, men i annat fall mot oo. 
37. Definition och beräkning af det Neperska talet e. — 
Vi betrakta följande uttryck och undersöka huru detsamma 


förhåller sig då nn obegränsadt växer genom positiva hel- 
talsvärden: 


(15) | (1+5)- 
Binomialteoremet ger oss 


| AG EE RON En Se n(n—1)(n—2) 1: 
at Le TE 
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hvilken likhet efter en enkel förändring antar formen 
Earl sg (1-5) (1) 
EE (1-1) (1-2) 
AN a Are ApS 


Samtliga termer i högra membrum äro positiva. Då n 
växer, ökas enhvar af dessa termer, från och med den tredje, 


; 2 
ty faktorerna 1 SA 1— TIN växa samtidigt med n, och 


dessutom tillkomma nya positiva termer. Vi se således att 
uttrycket (15) växer samtidigt med n. 
Men detta uttryck förblir ständigt under en ändlig 


gräns. Ty ur (16) följer, då faktorerna ent 1-2 
alla äro mindre än 1, olikheten 
(17) (1+5) <l+htöt ot 
som gäller för hvarje helt tal nn > 1. Vidare är 
1 1 1 Il 1 1 i 
a rn al As 


och högra membrum i (17) är således mindre än 


SÖREN 
a ( 
2 


KJ 


hvilket uttryck i sin tur är mindre än 3. Alltså är (1 + +) G Sd 
för hvarje positivt helt tal n. | 

Enligt satsen om stigande talräckor sluta vi härur att 
uttrycket (15) med växande n konvergerar mot ett ändligt 
bestämdt gränsvärde. Detta gränsvärde utgör det s. k. Ne- 
perska talet e, basen för det naturliga logaritmsystemet och 
ett af grundtalen i den högre Analysen (jmf. s. 101). Vi 
uppställa således följande definition för talet e: 


(18) e= lim (1++) : 


n=00 
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Vi uppmana läsaren att beräkna värdet af uttrycket 
(15) för en följd af växande värden 2». 

Denna metod är emellertid icke egnad för en noggran- 
nare beräkning af e, och vi skola därför härleda ett annat 
enklare och snabbare konvergerande uttryck för detta tal. 

Vi betrakta närmare högra membrum i olikheten (17) 


il 1 1 
(19) I + tat ta 
Denna summa växer samtidigt med nr men förblir ständigt 
mindre än 3, såsom ofvan visats. Den konvergerar således 
äfven mot ett ändligt gränsvärde, hvilket vi beteckna med S&S: 


g=lim(1+5tartotal 
Vi skola visa att detta gränsvär de 8 är identiskt med det Ne- 
perska talet e. 

Då värdet af uttrycket (19) för hvarje n är mindre än 
dess gränsvärde S, kunna vi ur (17) sluta 


(20) (1 ++) <S för hvarje nn. 
Men venstra membrum i denna olikhet är i sin tur större 
än S—es så snart n öfverskrider en viss gräns, huru litet det 
positiva talet & än väljes. 

För att visa detta, välja vi först v så stort att 


(21) AES RS AR a a 


hvilket är möjligt då uttrycket (19) har &S till gränsvärde. 
För n >» ger oss likheten (16) 


rä ord rålidaron ål 


Om vi låta n växa, medan » förblir konstant, närmar sig 


enhvar af faktorerna 1— RN 1— ud gränsvärdet 1 och 


högra membrum således gränsvärdet 1—+— S + R Ft SS 


4 
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Häraf följer att vi kunna välja ett så stort helt tal n,(>> v) 
att värdet af detta samma membrum är större än 


1 il 1 
SATT r tö iEnd FB 
och således äfven 
JEN 1 1 1 
fe a 
för n > n,. Ur (21) och (22) följer det sökta resultatet: 


(23) (145) >S—-e för n > ny. 


Enligt (20) och (23) är således 


0<8S—-(1+3) SPAK LÖR INN EN AA 


huru litet £ än väljes, blott n, för hvarje gång bestämmes 
såsom ofvan är sagdt. Men detta innebär att 


hvilken likhet, sammanställd med (18), ger oss S=e, h. s. b: 
Vi hafva således bevisat att summan (19) med växande 
n konvergerar mot talet e: 


(24) e = lim (145; tajt JR a) 


Nn = 00 


För den praktiska beräkningen af e är det ännu nöd- 
vändigt att finna en öfre gräns för skillnaden 


(25) e-(1+n tat +) 
För detta ändamål utgå vi från identiteten 


i il 1 1 
tant otal Sa Bes 


hvars venstra membrum konvergerar mot nämnda skillnad 
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om vi låta p obegränsadt växa, medan n förblir konstant. 
Uttrycket i högra membrum kan skrifvas 


1 il 1 3 T 1 ; 
OS RR NS tär 


Här är summan inom parentes mindre än 


: ; ( Re 
1 1 | VI i) 1 
SRA | = 2 
as (RN ET 1 1 fa 
5 : « N+l1l : o o 
alltså mindre än sa och vi erhålla således 


1 ai 1 n+1 1 
GES VILA SS (nn 1)1 no RGOE 


Då sålunda venstra membrum i ofvanstående identitet för 


hvarje värde p är < är dess gränsvärde för p = 00, 


1 
|; DE 
d. v. s. skillnaden (25), enligt hvad s. 196 visats, mindre än eller 
a 1 l 
lika med HO in G 
gräns hade vid en noggrannare uppskattning kunnat ned- 
tryckas. Vi erhålla således till resultat olikheten 


och faktiskt mindre än ty denna 


1 1 

34 n (nn!) 

ur hvilken framgår huru stort vi böra välja n i uttrycket 
(19) för att säkert erhålla värdet af e med en föreskrifven 


grad af noggrannhet. 
Ur (26) framgår vidare 'att e är ett irrattonell mat 


(26) 0<e-(1+H tatt 


Ty i annat fall hade man e=7> där p och q äro positiva 


hela tal, och ur (26) skulle då, för n =3gq, följa: 


EEG EA RE EA a NE 
0 <a a 


eller,, om vi multiplicera med q!, 


0<[pla-1)!=A +4+4(9-2)+:+4D]< 7 


ST 
hvilket innebär en omöjlighet, då uttrycket inom klammer 
är ett helt tal och således icke kan ligga mellan 0 och talet 


EG som ju är <1. 
g = 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna värdet af talet e med åtta decimaler. | 
2) Bevisa att uttrycket (15) konvergerar mot gränsvärdet e äfven 
om det hela talet a» är negativt och aftar mot — oo. 


38. Om seriers konvergens. Geometriska serier. — Med 
en oändlig serie menas en summa af ett obegränsadt antal 
termer: 


(27) Uri tU tUgttFUptrssss = JIE 


hvilka äro gifna enligt en viss lag, som entydigt bestämmer 
den mot hvarje föreskrifven index n svarande termen u,. 
Vi införa beteckningarna 


SNES UN Sa = Urk Ua guss = UppttöolUg TT Uggrre er scr 


och allmänt, för hvarje n, 


Sn =Ui FU Ft Run =N Uv; 
VET 

samt uppställa följande 

Definition. — Om talräckan 81,82,83,.... har ett ändligt 
gränsvärde S, eller, annorlunda uttryckt, om summan af de n 
första termerna i serien (27) närmar sig gränsvärdet S då n 
« växer mot 00: 
lim 5, = lim (UytUus För Fun)=S, 


N=0 n =00 


säga vi att serien konvergerar eller är konvergent, och att S 
är seriens summa. 


Vi skrifva i detta fall 


S=UWi tU FK FUptöss? 
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Hvarje serie som icke är konvergent kallas divergent. 
Exempelvis utsäger likheten (24) att serien 


1 
nl 


FR 
Vg 11 SÅ 31 ST RRORGS 
är konvergent och att dess summa är e. Vi kunna således 
skrifva | 


— e 


8 sad at igg nt RR 


Om serien (27) är konvergent och har summan S&S, är 
det enligt ofvanstående definition alltid möjligt, sedan man 
fixerat ett godtyckligt litet positivt tal s, att finna ett sådant 
helt tal, n,, att s, faller mellan gränserna S—e och S+:e 
så snart n >nNy. : 

Om ny, fixeras-på detta sätt och »n väljes >n,, faller så- 
väl s, som s,+1i mellan gränserna S—e och S—+e&, hvaraf 
vi sluta att |s,+1—8,|=|w»,+1| är mindre än skillnaden 
mellan dessa gränser, d. v. s. mindre än 2e: 


| WT LTS KÖRTS 


I en konvergerande serie närma sig således termerna grämns- 
värdet 0. 


Men det bör genast framhållas att denna sats icke låter 
omvända sig, eller, med andra ord, däraf att termerna i en 
serie hafva 0 till gränsvärde följer ännu icke att serien konver- 
gerar. Det enklaste exemplet härpå utgör den s. k. harmo- 
niska serien | 


Termerna aftaga här mot 0, men serien är icke dess mindre 
divergent, hvilket man enklast ser om man sammanfattar ter- 
merna i grupper på följande sätt: 


1+35+(sti)tlststtts)tls ti tis)t 


Summan af termerna inom den första parentesen är större 


ss I i : 5: 
än 2.:7=35, summan af termerna inom den andra parentesen 
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; .” .” 1 1 o eo 
större än 4 Ra och på samma sätt ser man att termerna 


inom enhvar af de följande parenteserna gifva en summa större 
än 3. Summan af de » första termerna i den betraktade 


serien öfverskrider således hvarje föreskrifven gräns då n 
växer, eller, med andra ord, den harmoniska serien är diver- 
Went, his. b. 


Vi tillämpa det ofvan sagda på den geometriska serien 
(28) ataq+tagq? +: tag" +rrer, (CN 


Enligt vår allmänna beteckning är här 
SF ET TA ST ke SE Br a 

Om vi multiplicera denna likhet med 4 och subtrahera den 

sålunda erhållna likheten : 


n 


ET I Um 0 FA pl kom ot 1 


från den föregående, erhålles (1—4)s,=a— aq"”, hvaraf 


a a n 
(29) LÖR gSdaLg 5 
Om |q|<1, närmar sig qg” med växande n gränsvär- 
det 0, så att vi erhålla ; 


o a 
ims, — FET 
Ne 5) Rd 


Serien (28) är således i detta fall konvergent och dess summa 


lika med — 
Sa 


Om |q|>1, växer |q” | öfver hvarje gräns då n ökas. 
Ur (29) framgår att s, i detta fall icke närmar sig något 
ändligt gränsvärde och att serien (28) således är divergent. 
Detta inses jämväl däraf att seriens termer i förevarande fall 
icke hafva 0 till gränsvärde, utan tvärtom till sitt nume- 
riska värde växa öfver hvarje gräns. | 

För 4 =1 hafva seriens samtliga termer värdet a, hvaraf 
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omedelbart framgår att serien är divergent, såframt a är 
skildt från 0, hvilket vi förutsatt. | 
| Om slutligen q=—1, hafva seriens termer vexelvis vär- 
det a och värdet —a; s, är lika med 0 om n är ett jämnt 
tal, lika med a om n är udda, och konvergerar sålunda icke 
mot något gränsvärde. Serien är således äfven i detta fall 
divergent. Alltså: ; 


Om rationstalet q ligger mellan — 1 och 1; är den geometriska 
serien (28) konvergent och dess summa lika med - . För hvarje 
annat reellt värde af q är denna serie divergent. 

Vi göra ännu några allmänna anmärkningar beträffande 
den ofvan uppställda definitionen för seriers konvergens. 

Det är brukligt att med BR, beteckna den restterm man 
bör addera till summan af seriens n första termer för att 
erhålla seriens summa S&S. Vi skrifva således 

S=UWikbtUst: tU, tt Br, 
hvaraf omvändt följer 


RB, =S—(u, FU Ft: tUn,)=5S—Sp. 


Harur framgår. att. linn ak, — 0 


n=0 
Resttermen BR, utgör tillika summan af de termer i se- 
rien som följa efter u,. Ty om man i den identiska likheten 
Un +1 TT Wap2 kö PF Unt Sa tp ER 


låter p obegränsadt växa medan n förblir konstant, närmar 
sig högra membrum gränsvärdet S—s,=H,, hvaraf följer 


lim (upnitUsr2t: tUnsrp) = Ba. 


PER 
Serien U,+1itU,+sr2+:':: är således konvergent och dess 
summa lika med £,, så att vi kunna skrifva 


RB, = UnpltUst2ttt tUpppterte? 
Om vi hafva en oändlig talräcka 


Us USS RETRANS UR LA 


FE 
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som konvergerar mot ett ändligt gränsvärde U: 


IN MA = 


nNn = 90 


kunna vi alltid uttrycka detta gränsvärde såsom summan af 
en konvergerande serie. Ty man har identiskt 


(GR Us + (Uw2—Ui) FH l(Ug—U2) Fort lUn— Un At). 


Då nn obegränsadt växer, närmar sig enligt vårt antagande 
u»,, och således äfven uttrycket i högra membrum, gränsvär- 
det U. Men detta innebär att den oändliga serien 


ur t (U2- Ui) + l(Ug- US) Försrr 


är konvergent och har summan U, så att vi kunna skrifva: 


GE (0 — Uj) (US) rr (UR Ua 1) 
Då talräck IAN n har 1 till orä ärd 
a talräckan s>3> >" 4-1? hal ill gränsvärde, 
är sålunda 

1 2 1 3 n — 1 
1282 (3-3)e (st) 

I ill 1 1 

Ford RmD [ÖN 

RE PRO 


Om ww är ett irrationellt tal och AO: Ö. ,... dess Suc- 


cessiva konvergenter, kunna vi likaså skrifva 


>= GPRieR ANGE MOR IG 


eller under enklare form, om vi använda likheten (15) s. 166 


och observera att og 


Qo 
o=t tog gott gt: 
1 Q.Q2: QQ: Er 


Öfningsuppgifter: 


1) Huru många termer bör man medtaga af serien (28) för att er- 
hålla värdet af seriens summa med ett fel mindre än en föreskrifven 
kvantitet e& ? 
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2) För hvilka värden x konvergerar serien 


+ (225) (3) + 


och hvad är dess summa? 


3) Mellan talen a, och a, inskjutes deras aritmetiska medeltal az, 
mellan a, och az inskjutes likaledes dessa tals aritmetiska medeltal a,, 
mellan a, och a, åter deras medeltal d,, o.s. v. in infinitum., Beräkna 
den erhållna talräckans gränsvärde. | 


4) Bevisa enligt teorin för geometriska serier de kända reglerna för- 
periodiska decimalbråks reduktion till vanliga bråk. 


5) Utveckla LS 3 i serie efter stigande potenser af (x—x,), samt 


efter stigande potenser af 
& fler L 0 


6) Undersök konvergensen af serien 


1 + 2030 Fr ne TIER 


och bestäm dess summa i de fall då den konvergerar. 
7) Bevisa följande allmänna satser om konvergerande serier: 


a) Om man i en konvergerande serie tillfogar eller bortlemnar eller 
förändrar ett ändligt antal termer, erhålles åter en konvergent serie. 


b) Om i en konvergerande serie termerna sammanfattas 1 grupper, utan. 
att deras ordning förändras, och termerna inom hvarje enskild grupp 
adderas, är den sålunda erhållna serien konvergent och har samma summa 
som den gifna serien. 


c) Om serien 


Oi Wants dem SE Og a Od 


konvergerar och har summan U, och om C är en godtycklig konstant, är jäm- . 
väl serien 


Cu + Cus+:::+ Cu, +:-: 


konvergent och dess summa lika med CU. 
d) ”Hafva vi vidare en annan konvergent serie 


Vy Past re AEA ANN 
hvars summa är V, konvergerar jämväl serien 
(vi +0:) FU Fö TORN 


och har till summa U+V. Två konvergerande serier få således adderas term 
för term. 
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39. Serier med positiva termer. -— Den s. 206 anförda 
satsen om stigande talräckor leder oss direkt till följande 
viktiga resultat: 


Om 1 en serie med positiva termer 
(30) RUTA RAN FA 


summan af de n första termerna, huru stort n än väljes, är 
mindre än en ändlig kvantitet M, är serien konvergent och dess 
summa < M. 


Ty då termerna i serien alla äro positiva, har man 


RUSE ROSE PL RE siskslae så 


och då hvarje tal i denna räcka enligt antagandet är < M, 
har s,, enligt satsen om stigande talräckor, ett ändligt gräns- 
värde S som är < M , hvarmed vår sats är bevisad. För serier 
med negativa termer gäller en analog sats, hvilken läsaren : 
uppmanas att själf formulera. 


Vi betrakta såsom exempel serien 
| 
(31) Då —=1+totot täten 


hvilken spelar en viktig roll i den högre Analysen. 

För s=1 reducerar sig denna serie till den harmoniska 
serien och är således divergent. Då s minskas, växa seriens 
termer, från och med den andra. Häraf följer omebelbart 
att, om s<1, summan af seriens n första termer obegrän- 
sadt växer med n och serien således är divergent. 

Vi skola nu visa att serien (31) är konvergent så snart 
s>1. För detta ändamål sammanfatta vi dess termer i 
grupper på följande sätt: 

1 


Baan er RN get 


Den första parentesen innehåller således 2 termer, den andra 
4 =2" termer; den tredje 8 = 2" termer, o. s. v. Då inom hvarje 


parentes den första termen är störst, erhålla vi 
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1 1 il il 

2 AR ÖRE 

TAR så os ma 
1 I i 1 el 2 
4 TARA i | 


o.s.v. Om vi från början af serien (31) medtaga till och med 
- NRA TG oc o 
de termer som ingå i den n” parentesen, är deras summa så- 


ledes mindre än 


GA 


Men detta uttryck är en ändlig geometrisk serie med rations- 


talet TS Då enligt vårt antagande s > 1, är detta rations- 


tal mindre än 1, och den oändliga serie af hvilken den ofvan- 
stående utgör en del är således konvergent och dess summa 
lika med 


; 1 SE 
(33) Be 


ke 9s—1 


Uttrycket (32) är för hvarje värde n mindre än denna kvan- 
titet, och vi se således att, huru många termer man än med- 
tager från början af serien (31), dessas summa alltid är 
mindre än den ändliga kvantiteten (33), hvarmed vårt på- 
stående är bevisadt. ; 


Man kan i flere fall uppvisa konvergensen af en serie 
genom att jämföra den med en geometrisk serie eller med 
serien (31). Härvid har man att stödja sig på följande enkla 
princip: 


Om (30) är en konvergent serie med positiva termer, och 


(34) Uri tFUS tt FUptsree 
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en annan serie hvars termer, från och med en viss af dem, äro 
positiva och uppfylla villkoret 
Wa <AMPA, 


där M är en ändlig konstant, är äfven serien (34) konvergent. 


Om satsens förutsättningar äga rum för n > n,, hafva vi 


EEE tt gat tt Untp << M(Ta ti Timt2Tt Fin tp)s 


Men högra membrum är, huru stort p än väljes, mindre än 
MS, då vi med S beteckna summan af serien (30). Alltså är 


Um tr Un p2-F ök FUn rp << MS för hvarje p. 


Enligt föregående sats är således serien u,,+1 FU» ts2teree 
konvergent och följaktligen konvergerar äfven serien (34), 
AS. D. 

Om vi såsom jämförelseserie (30) använda en geometrisk 
serie, erhålla vi följande tvenne konvergenskriterier, hvilka först 
uppställdes af CAUCHY. 


I. En serie (34) med positiva termer är konvergent om man , 
från och med ett visst värde n, har 


(35) ks, 


där k är en positiv konstant hvars värde är <1. 


Ofvanstående villkor kan skrifvas u, <k". Den gifna 
seriens termer äro således, från och med en viss af dem, 
mindre än motsvarande termer i den konvergerande geome- 
triska serien 1+/4A + kk? —+--.-+t ke +---, hvarur dess konver- 
gens omedelbart följer. 


II. En serie (34) med positiva termer är konvergent om 


från och med ett visst värde n, 


(36) SINES REN 


Un 


där k är en positw konstant hvars värde är <1. 
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Om vi antaga att ofvanstående olikhet äger rum för 


HA dig, ALVA NI 
U Uu 9 U | 
no Unt 1 Lag DN 


och genom multiplikation af dessa olikheter erhålles 


U 
not p p TP 
eller” Ugngp SO RR 


U no 


ko? 


eller ännu, om vi sätta M= 


(37) TERES asia (0) a a 


Den gifna seriens termer äro således, från och med u,,+1) 
mindre än motsvarande termer i den konvergerande geome- 


triska serien X k”, multiplicerade med M, hvaraf dess konver- 
gens följer. 

Det bör anmärkas att det senare kriteriet utgör ett spe- 
ciellt fall af det förra. Ty ur olikheten (37) följer 


Vu. < kVM för n>n,. 


Då n obegränsadt växer, närmar sig VM gränsvärdet 1 och 


k VM närmar sig således gränsvärdet k. Om vi välja ett tal 
k' mellan k och 1, kunna vi då finna ett helt tal n,' (C> no) 


sådant att k VM < k' och således 
V usa sk TOP AN ilbene 


Det första kriteriet är följaktligen tillämpligt i alla de fall 
då det andra kriteriet är det. 


Öfningsuppgifter: 
1) Huru förhåller det sig med följande seriers konvergens: 


dn n—1 REV 1 3 
Dr rn EE ME 


2) Bevisa att serien 


FR IRS gp 
LS ra GA 0 2 en sg TRE 
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konvergerar för hvarje positivt värde xr, och angif en öfre gräns för se- 
riens restterm. 
3) För hvilka positiva värden x konvergerar serien 


RAG 
) Nn? x” ? 


4) Vi antaga tvenne konvergerande serier med positiva termer: 
U=UuitUustie tU, tr, V=0, 00 bo HVB ess 
Bevisa att serien 
us vit lUrva2t US vi) FlUpVS3 FT USV2 FU VI) Ers? 
Fill Pa Us UV hs Vs Nn KU Va) rs 


är konvergent och dess summa = UV. 
(Denna regel för seriers multiplikation gäller faktiskt under mycket 
allmännare förutsättningar). 


5) Utveckla samt e? i serie, enligt ofvanstående regel för 


1 
(1-2 
seriers multiplikation. 

6) Bevisa att, om i en konvergerande serie Yu, med positiva ter- 


mer hvarje term är mindre än den föregående, man har 


lim nu, = 04 
== 0 


40. Serier med vexelvis positiva och negativa termer. — 
Vi betrakta ännu ett speciellt slag af serier på hvilka våra 
tidigare satser om gränsvärden äga tillämpning, nämligen 
s. k. alternerande serier, hvilkas termer äro vexelvis positiva 
och negativa, och bevisa om dem följande sats: 


En serie med vexelvis positiva och negativa termer 


(38) Ur Ua tUzg —Uptt? FU2n—1— U2n tt? 


är säkert konvergent om termernas numeriska värden ständigt 
minskas och hafva 0 till gränsvärde: 


a let IE SE EDA) (EC tå br, ÅR I 4 Ga EA LR 


Nn =0 


Om vi sammanfatta seriens termer två om två: 


(214 —U2) FH (Uz— Us) fa så (Ur UD) 
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äro summorna inom parentes alla positiva, hvaraf vi sluta ; 
(39) - $9 SY SEEN Sä RR 
Sammanfatta vi åter termerna på följande sätt: 

61 — (U2 — Ugz) — (Upr— Up) — > er, 
hvarvid summorna inom parentes igen äro positiva, finna vi 
(40) 84 83 > go TV SAR NAN 


Ur likheten s2, — 82, —1=— 42, följer vidare att sa, << S2,-—1 
för hvarje n, samt slutligen, då lim u,=0, att 


LR (S2n Fn = 

Talräckorna (39) och (40) uppfylla således samtliga förutsätt- 
ningar i den s. 207 anförda satsen, och vi kunna följaktligen 
sluta att dessa talräckor konvergera mot ett gemensamt gräns- 
värde S&S, hvilket är större än hvarje tal i räckan (39) och 
mindre än hvarje tal i räckan (40). Sålunda är 


lim 8, = 5, 
hvilket innebär att serien (38) är konvergent och dess summa 
lika med $£. 


Den ofvan formulerade satsen är härmed bevisad. Den- 
samma kan kompletteras som följer: 


Om serien (38) afbrytes efter en viss term, är resttermen 
numeriskt mindre än den följande termen i serien och har samma 
tecken som denna. 


Vi antaga att serien afbrytes efter en negativ term, t. ex. 
— U2,. Resttermen Ba,, hvilken är lika med summan af den 
återstående delen af serien (jmf. s. 220), kan skrifvas 


Bon =(U2n+1— U2n + 2) + (U2n 438 U2nt44) Höör 
eller ock 


don => UPM +1— CU2n dT) Ya) LS (U2n+4 — U2n4 5) —: sie 
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Det förra uttrycket visar att resten Fa, är positiv, d. v.s. 
har samma tecken som den följande termen u2,+1, ur det 
senare uttrycket sluta vi åter att B2, << u2»,+ri. Vårt på- 
stående är således riktigt i det betraktade fallet, och läsaren 
uppmanas att på samma sätt öfvertyga sig om dess riktighet 
i det fall då serien afbrytes efter en positiv term. 

Ur ofvanstående sats följer t. ex. att serierna 


1 1 
l-5starrteee 


och 
1 if j! 
ME LÖ er ng 


äro konvergenta. I differentialkalkylen visas att den förra 
seriens summa är lika med den Neperska logaritmen för talet 


2 och den senare seriens summa lika med TT 


Det må ännu anmärkas att det för konvergensen af se- 
rien (38) är tillräckligt om de i satsen angifna villkoren äro 
uppfyllda från och med en viss term, ty de föregående termerna 
influera icke på seriens konvergens. 


Öfningsuppgifter: 
1) Bevisa att serierna 


Xx? xi 54 
KR LUGNT ES FR 
och 

Xx? 4 bn Xx$ 


RS TER RT 


konvergera för hvarje värde x. I differentialkalkylen bevisas att den 
förra seriens summa är lika med sin x, den senare seriens lika med cos x - 
2) För hvilka värden x konvergerar serien 


I differentialkalkylen visas att summan af denna serie, då den konver 
gerar, är lika med den Neperska logaritmen för 1+x. 
3) För hvilka värden s konvergerar serien 
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Bevisa att summan af denna serie, om s>1, är lika med summan af 
serien (31) multiplicerad med | 


2 


41. Absolut konvergerande serier. -— Det ligger icke inom 
planen för denna lärobok att gifva en allmän eller fullstän- 
dig teori för seriers konvergens. Vi anse oss likväl, såsom 
en afslutning på detta kapitel, ännu böra framhålla några 
viktiga egenskaper hos s. k. absolut konvergenta serier. 

Vi hafva främst att bevisa följande förberedande sats: 


En serie 
(41) w,plrg HOMPIMSNE EEG 
är säkert konvergent om den serie, 
kad) ur Flustltör tlun| Hört, 


som bildas af termernas absoluta belopp, konvergerar. 


Vi antaga således att serien (41)Y' är konvergent och 
beteckna med &R, dess restterm: | 


Tr Un +1 +tlun+2]/+ ole er 


R, aftager beständigt då n ökas och närmar sig gränsvär- 
det 0 (jmf. s. 220). Vi beteckna vidare med s, summan af 
de n första termerna i serien (41): 


Sa, =Uij FW Ft FUN. 


Ur identiteten 


Sya pp Span DA TR SE 3 ARM 
följer 


I Sad Sa) SI War | Undre AE EN US 


Men högra membrum är mindre än £B,, huru stort p än väl- 
jes, och vi hafva således |s,+p— S,|< EB, eller 


8, — Rn Ån 4 pt SRF 


e 


RE EUT Se 


& 
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för hvarje positivt helt tal p. Annorlunda uttryckt: talen 
8Sn+t1, Sn+2,;- >>> ligga samtligen inom intervallen (5 n — Eu, 
HERR), hvars längd är 2R, 

Vi betrakta nu följande fbevrätsade räcka af intervaller: 


(ss —-B,,sSi+t Bj), 
(so— Bo, So + Ha), 


ör Fa dr + lg Na 


fössa! intervallers längder, 25,,28;,...,2E,,..., aftaga 
beständigt och hafva 0 till gränsvärde. Vidare inses lätt 
att, för hvarje index n, intervallen (Sn +1— Bua+1r,Sa41t Bari) 
utgör en del af (S,—B,,S, + BR.). Ty ur likheterna 


Sn+1= Sa FT Unti;yz Link Sa URL, 
följer 
EE Va a EES En Ba FUngl lar tor 


Sulo Ja 1 Sa LON TI Untl + | Ua 


hvarur framgår att, om termen u,,1 är positiv, s,+1 + B,+1 
=S, + B,, medan, om u, +1 är negativ, $, + 1—-B,+1=S,— Ry. 
I förra fallet sammanfalla således slutpunkterna, i senare fal- 
let begynnelsepunkterna af intervallerna (s,— BR,,sS., + R,) 
BEN (Sk +1— önt1,Sn4+1t Ba41), Och då den senare inter- 
vallen är kortare än den förra, är riktigheten af vårt på- 
stående evident. 

Enligt satsen s. 208 finnes det således ett och endast ett 
tal som samtidigt tillhör alla de ofvan betraktade interval- 
lerna. Detta tal, hvilket vi beteckna med S, utgör det gemen- 
samma gränsvärdet för intervallernas begynnelse- och slut- 


punkter, och vi hafva således t. ex. 


limn(sa a 


varar då lim 2, =)0, följer lim SN IReLlen. (41) Ar Lös 
aktligen konvergent och dess summa =S, hvarmed vår sats 
är bevisad. 
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Ur denna sats kunna vi t. ex. omedelbart sluta att serien | 


1 eg AE NR 


hvilken tidigare bevisades vara konvergent för x>0 (jmf: 
uppgiften (2) s. 226), konvergerar jämväl för 'alla negativa 
värden x. I differentialkalkylen visas att denna series sum- 
ma är —=e” för hvarje värde x (jmf. n? 43, uppgutit om 

En serie, som icke upphör att konvergera om samtliga 
termer ersättas med deras absoluta belopp, säges vara absolut 
konvergent. Ofvanstående serie och de i uppgiften (1) s. 229 
anförda serierna äro sålunda absolut konvergenta för hvarje 
värde x. Däremot är serien 


I 1 1 
l-sts rt 
icke absolut konvergent, ty vi ha tidigare visat att serien 
1+ SS - Fborens , d.v.s. den harmoniska serien, är divergent. 


Den i uppgiften (3) s. 229 behandlade allmännare serien är 
absolut konvergent för s > 1, hvaremot densamma, om 0 <s 
<1, visserligen konvergerar, men icke absolut. 


Vi veta att värdet af en summa bestående af ett ändligt 
antal termer är oberoende af termernas ordningsföljd. Huru 
förhåller sig en oändlig, konvergerande serie, om termernas 
ordningsföljd förändras? 

Svaret på denna fråga framgår ur följande viktiga sats, 
som tillika visar hvilken grundväsentlig skillnad i berörda 
afseende äger rum mellan absolut konvergenta och icke ab- 
solut konvergenta serier. 


El 


En absolut konvergent serie förblir konvergent och dess summa 
oförändrad 1 hvilken ordning dess termer än uppskrifvas. 

Om en serie konvergerar men icke absolut, är det däremot 
möjligt att uppskrifva dess termer i en sådan ordningsföljd att 
den nya serien blir divergent, eller att dess summa får ett god- 
tyckligt föreskrifvet värde. 
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Vi betrakta först en konvergerande serie med positiva 
termer 


(42) ETT SRA LFC S IP, Slet ie 


och visa att dess summa $$ är oberoende af termernas ord- 
ning. 
Vi uppskrifva seriens termer i en ny ordningsföljd 


(42Y' : Eee vat oso. c , 


hvarvid således indices v,,»v,,..., v,,... utgöras af samtliga 
positiva hela tal, 1,2,3,..., tagna i någon viss ordning. 

Om e& är ett gifvet, godtyckligt litet positivt tal, kunna 
vi välja ett helt tal n, så att 


ritat tön >S—eE. 


Vidare välja vi n, så stort att indices 1,2,...,n, samtligen 
Insarbland indicesi»,, 7; ..., Y». Då är äfven 


ry tfytt ti. >S—-8e så snart n>n,. 


Å andra sidan är venstra membrum i denna olikhet för hvarje 
värde n mindre än S&S, ty rad utgöra ju termer i 
serien (42), och då dennas samtliga termer äro positiva är 
summan af ett godtyckligt antal af dem mindre än seriens 
summa SS. Alltså är 


DNE (4 gy -kilu en ner SR eRÖTINATAN TG 


hvilket innebär att serien (42Y är konvergent och dess sum- 
ma=S8S. Den förra delen af ofvanstående sats gäller således 
för serier med positiva termer, och man sluter häraf omedel- 
bart att den äfven gäller för serier hvilkas samtliga termer 
äro negativa. 


Vi betrakta nu en godtycklig, absolut konvergerande 
serie 
(43) UptTUStt  FUaR + Sä , 


där vi således icke göra några förutsättningar om termernas 
tecken. Vi utvälja ur serien å ena sidan dess positiva termer, 
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hvilka vi, i den ordning hvilken de intaga i serien, beteckna 


med a,,d., A43,..., a andra sidan de negativa termerna, hvilka 
vi beteckna med —b,,— ba, —bzs,... 
Serierna 
(44) 3 dara Fö UR 
och 
(45) —b,y— by bg — ts —Dby — tt 


äro båda konvergenta. Ty enligt antagandet konvergerar 
serien 


(43Y (url tlusl tr tlusltseer 

Beteckna vi dennas summa med M, är således summan af de n 
första termerna i serien (44), huru stort n» än väljes, mindre 
än M, och summan af de n första termerna i serien (45) 


större än — M, hvarur riktigheten af påståendet följer (jmf. 
satsen s. 223). 


Om vi med U beteckna summan af serien (43), med A 
och —B summorna af serierna (44) och (45), inses vidare att 


U=A-B. 
Ty, om e& är gifvet, kunna vi å ena sidan välja n, så stort att 


A— EA, Fä ter ta, <A för NZS Ni, 


å andra sidan kunna vi välja nn, så att 


—BLZ-by- ba 0, CS B+FE TÖr MENT 
Om vi då välja n, så stort att termerna d,;, 02, .., MC, NOCK 
—Db,,— boy... , — by, Samtligen ingå bland u,,u2,...,wn, , föl- 


jer ur ofvanstående olikheter omedelbart 


A—B—-eou Fust: tU, SA—B+eE för n >n,, 
eller 
(A—B)—(uituUst: tur) |<eE för n >ny. 


Men detta innebär att lim (u,; + us +:-: Re B eller 
att U=A— B, såsom vi påstått. 


ere er 
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Vi inse nu att serien (43) förblir konvergent och dess 
summa oförändrad huru dess termer än ordnas. Ty om vi 
— från den omordnade serien uttaga endast de positiva termerna 
eller endast de negativa termerna, erhålla vi serier som skilja 
sig från (44) och (45) blott genom termernas ordningsföljd, 
och som således, enligt hvad tidigare visats, äro konvergenta 
och hafva summorna 4 och — £. Såsom på föregående sida 
sluter man häraf att den omordnade serien är konvergent 
I och dess summa =A— B. 

Den förra delen af satsen s. 232 är härmed fullständigt 
bevisad. 


Vi antaga nu att serien (43) konvergerar men att den 
icke är absolut konvergent, d.v.s. att serien (43yY är di- 
vergent. 

I detta fall divergerar såväl serien (44) som serien (45). 
Ty vore dessa serier båda konvergenta, skulle man, om deras 
summor igen betecknas med 4A och — B, för bvarje index n 
hafva 


lur | tlu2sl tr +tlun|ZA+FB, 


och serien (43)' vore således konvergent, hvilket strider mot 
vårt antagande. Vore åter den ena af serierna (44) och 
(45) konvergent och den andra divergent, skulle däraf följa 
att serien (43) vore divergent, tvärtemot antagandet. Ty 
om t. ex. serien (44) konvergerar men serien (45) divergerar, 
ligger summan. a, + dä +::: + a, under en ändlig gräns M, 
huru stort » än väljes, medan summan af de n första ter- 
merna i serien (45) med växande n aftar mot — oc, hvaraf 
följer att lim (u; tust:''tUus)=— 00. 

"Vi inse nu omedelbart att, om serien (43) konverger ar 
men icke absolut, man kan dns dess termer -på sådant sätt 
att den nya seriens summa antar ett godtyckligt föreskrifvet 
värde y. För detta ändamål kunna vi t. ex. förfara på föl- 
jande sätt (vi antaga y > 0): 

Då serien (44) i förevarande fall är divergent, kunna 
vi från början af densamma afskilja så många termer att 
summan blir >y. De afskilda termerna må vara 


(0) : Ayla tet An - 
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' Om vi antaga att för nn, valts det minsta tal för hvilket 
denna summa är >y, är dess värde <y+an,. 

Härefter afskilja vi från början af serien (45) precis så 
många termer 


(8) by bytt Da 


som erfordras för att summan af dessa termer och termerna 
(&«) skall blifva mindre än y (detta är säkert möjligt då jäm- 
väl serien (45) i förevarande fall divergerar). Nämnda sum- 
mas värde är då >y—by,. 

Nästa steg blir att, af de termer i serien (44) som följa 
efter a, , afskilja så många 


(7) An FIF Ont ort AA OA 


som erfordras för att den sammanlagda summan af termerna 
(2), (6) och (y) skall blifva >y. Denna sämmas värde ar 
då <ytanm-. : 

Genom att fortgå på detta sätt, erhålla vi samtliga ter- 
mer i serierna (44) och (45), och såleden samtliga termer i 
den gifna serien (43), ordnade i en fullt bestämd följd, i det 
vi nämligen efter hvarandra uppskrifva termerna (c«), (£), 
(ÖT OSV 

Den sålunda erhållna serien är konvergent och dess 
summa är =y. Ty, om vi allmänt med S, beteckna summan 
af denna series n första termer, är, enligt hvad ofvan visats; 


i = RS Y  Ue Ad ny fl ÖR ERE 3» YST SYTT 


0.8. v., och häraf kunna vi allmännare sluta, då vi gifva akt 
på termernas tecken i de skilda grupperna, 


RS Sr för Ni SEN ne 


ÖNS OR SA, för Nå Se ET +T Na, 


o.s.v. Då nu serien (483) enligt antagandet är konvergent, 
hafva dess termer 0 till gränsvärde, och följaktligen konver- 
gera äfven talräckorna a, , AC. An,j-.s OCh Ög:5 VR, OLE 
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mot gränsvärdet 0. Enligt ofvanstående olikheter är således 
Hört) =0 eller lim S, =y, d. v. 38. den serie vi erhållit 
genom omordning af termerna i serien (43) är konvergent 
och dess summa =y, h. s. b. 

Det återstår för oss nu endast att visa att det äfven är 
möjligt att uppskrifva termerna i den gifna serien (43) i en 
sådan ordning att den erhållna serien blir divergent. Detta 
resultat kan ernås t. ex. på följande sätt. Vi sammanfatta 
termerna i serien (44) i grupper, i det vi till hvarje grupp 
föra precis så många termer som erfordras för att deras 
summa skall blifva större än ett gifvet positivt tal, t. ex. 1. 
Då nämnda serie är divergent, erhålles en oändlig mängd 
dylika grupper. Vi uppskrifva därpå främst termerna i den 
första af dessa grupper, därefter den första termen i se- 
rien (45), sedan termerna i den andra af nyssnämnda grup- 
per, så den andra termen i serien (45), 0. s. v. in infinitum. 
Då man beaktar att termerna i serien (45) hafva 0 till gräns- 
värde, finner man omedelbart att summan af de n första 
termerna i den serie, som framgår ur den verkställda omord- 
ningen, med växande n öfverskrider hvarje föreskrifven gräns, 
och att serien i fråga således är difergent. Den s. 232 for- 
mulerade satsen är härmed fullständigt bevisad. | 


Öfningsuppgifter: - 


1) Bevisa att summan af serien 


förändras om dess termer uppskrifvas i följande ordning: 


EST da 6 


EH 
3 


MR 


Angif vidare ett sådant sätt att ordna den gifna seriens termer att 
den nya serien blir divergent. 

'2) Bevisa följande viktiga sats af ABEL: 

Om en potensserie 


art XFX Fr HAL Ret 


konvergerar för ett visst värde x,, är den absolut konvergent för hvarje värde 
Xx som är numeriskt mindre än xx. 


Femte kapitlet. 


Om funktioners derivator, 


42. Derivatans definition. — Differentialkalkylen har till 
uppgift att undersöka huru en funktions värde förändras då 
dess argument varierar, samt att uppställa uttryck egnade 
för beräkning af funktioners värden. Dess grundbegrepp är 
begreppet derivata, hvilket vi således främst böra förklara. 

Vi anknyta vid betraktelserna s. 35. Vi antaga således 
att funktionen f(x) är entydigt definierad och ändlig inom 
en viss intervall (x,— /h,x,o+/h), och låta argumentet variera 
från Xx, till ett annat värde x,+4Ax inom denna intervall, 
hvarvid funktionen erhåller tillväxten 


Af =f(zor AZ) —-F(z0). 


Enligt definitionen s. 35 är f(x) kontinuerlig för x=2X, 
om Af närmar sig gränsvärdet 0 samtidigt med Ax. Om 
detta villkor antages uppfylldt, kunna vi emellertid föresätta 
oss att närmare studera beroendet mellan nämnda kvantiteter, 
och hafva då främst att undersöka den s. k. differenskvoten 


Af flzotAx) fler) 
(1) AL ole AR 


alltså förhållandet mellan funktionens och variabelns tillväxter. 


Värdet af detta förhållande, hvilket, enligt vårt anta- . 


gande, är entydigt definieradt och ändligt om Ax är skidt 
från 0 och numeriskt mindre än h, utgör ett mått för huru 
snabbt f(x) förändras då x varierar från början till slutet 
af intervallen (x,,x, + 4x), och kunde, med en från meka- 


RO 
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niken lånad term, betecknas såsom medelhastigheten för funk- 
tionens förändring inom nämnda intervall (jmf. n? 57). 

Vilja vi studera funktionens förhållande inom en allt 
mindre omgifning af värdet x,, hafva vi att undersöka huru 
uttrycket (1) förhåller sig då Ax närmar sig 0, och om det 
kärvid närmar sig ett gränsvärde. Om ett sådant existerar, 
kunde detsamma, enligt mekanikens terminologi, betecknas så- 
som hastigheten af funktionens förändring för x =>, (jmf. n? 57), 

 Ifrågavarande gränsvärde utgör just derivatan af f(x) 
för x=X,, för hvilket begrepp således gäller följande 


Definition. — Med derivatan af funktionen f(x) för argu- 
mentvärdet x=>X, förstås det gränsvärde (om ett sådant existerar) 
hvilket förhållandet (1) mellan funktionens och variabelns tillväxter 
närmar sig, då variabelns tillväxt Ax närmar sig 0. 


| Af hvad tidigare sagts om gränsvärden (jmf. s. 192) följer ” 
att derivatan är entydigt bestämd, om den öfverhufvud existerar. 

Om £(x) har en derivata för hvarje värde x som tillhör 
en viss intervall, utgör denna derivata själf en funktion af x 
som är definierad inom ifrågavarande intervall. För den- 
samma användes enligt LAGRANGE beteckningen f',(x), enligt 
CAUCHY beteckningen D.;f(x), hvilka beteckningar, om ingen 
oklarhet därigenom uppstår, kunna förenklas till f'(x) och 
Df(x). För LEIBNIZ' beteckning af derivatan såsom en dif- 


ferentialkvot redogöra vi längre fram. 


Med användande af dessa beteckningar kan derivatans 
definition uttryckas genom formeln 


AC 


Mc) =Df(x) =lim LETA, 
Åx=0 


hvilken, om vi skrifva x+Ax=x" och således Ax=2X' — LX, 


antar utseendet 


ESS 


FOY of (0)=Df(r)=lim FEJD. 


= 


Derivatan af f(x) för ett speciellt argumentvärde x=72, 


erhåller enligt LAGRANGE helt naturligt beteckningen f"(x9), 


och betecknas enligt CaAucHY [D/f(x)]x=>- 
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Att bilda en funktions derivata kallas att derivera funk- 
tionen. Synonymt med detta uttryck användes ofta uttrycket 
differentiera, som egentligen betecknar bildandet af funktio- 
nens differential, ett begrepp hvilket vi längre fram förklara. 


För att förtydliga det ofvan sagda medels ett alldeles 
enkelt exempel, skola vi undersöka om funktionen x” har en 


derivata för P5 För detta argumentvärde antar x” vär- 


fr 1 g 1 2 SET 
det 7, för x=3 + Ax är dess värde (3 + Ax) =97 TÅL +(A2x)”. 
Mot tillväxten Ax af argumentet svarar således tillväxten 
Ax+(A2x)” af funktionen. Differenskvoten 


Af : Ax+(A2x)" 


AB Ax 


kan, om Ax 0, skrifvas under formen 1 + Ax, hvaraf fram- 


går att den konvergerar mot gränsvärdet 1 då Ax närmar 
sig 0. Alltså har x” en derivata för x=35 och dennas vär- 


de är 1: 


[D(2)], Aa 1 


= 1 
2 


Funktionen x” har för öfrigt en derivata för hvarje 
gifvet värde x. Ty om argumentet, utgående från detta 
värde x, får tillväxten Ax, erhåller funktionen tillväxten 


(x + Ax)” — Xx" =2xAX+ (A2x)?, 
och dennas förhållande till variabelns tillväxt 


2xAx+(A2)” 
INGG 


EE NR 
närmar sig gränsvärdet 2x då Ax försvinner. Alltså är 
Da) FL 


.”: 1 Oo . . . 
För LL aterfinna vi det tidigare resultatet. 
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Vi göra några allmänna anmärkningar beträffande den 
ofvan uppställda definitionen. 

Man låter denna definition gälla äfven i de fall då kvo- 
ten (1) konvergerar mot +o00 eller — oo när Ax närmar sig 0 
(jmf. s. 194), och säger således att derivatan af f(x) för 
x=2X, 1 förra fallet är =+ 00, i senare fallet =— oo. 


Exempelvis är derivatan af Vx för x=0 lika med + oo. 
Ty då argumentet varierar från 0 till x, erhåller funktionen 


3 — Jan 2 
tillväxten Vx, och förhållandet hä = le) växer mot oo då 
Vx 
x närmar sig 0. 
Det kan vidare inträffa att kvoten (1) närmar sig ett 
bestämdt värde blott om x från en viss sida närmar sig x, 


(jmf. s. 195). Om gränsvärdet 


lim flx.+tAX)—-Fl(C0) 
Axr=+0 SM 


existerar, säga vi att detta gränsvärde utgör funktionens 
högerderivata för x=>xX,; existerar åter gränsvärdet 


SEA 


lim AT 


Ax=—0 


benämnes detsamma funktionens vensterderivata för x=X,. 


Funktionen V2?, hvilken, så länge vi röra oss inom det 
reella talområdet, är definierad endast för x>0, har sålunda 
för x=0 endast en högerderivata, och dennas värde är 0. 

Om ofvanstående tvenne gränsvärden samtidigt existera 
och äro lika, vill detta säga att funktionen f(x) för x=2, 
har en derivata i egentlig mening, eller, såsom vi i det föl- 
jande ofta uttrycka oss, en bestämd derivata. 

Det kan emellertid äfven inträffa att höger- och venster- 
derivatorna båda förefinnas men hafva olika värden. Det 
enklaste exemplet härpå ger oss funktionen f(x)=/|x |. För 
att afgöra om denna har en derivata för x=0, hafva vi att 
undersöka huru kvoten 


LL TC 
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förhåller sig då x närmar sig 0. Nu har denna kvot värdet 
IYTOr eg 03 värdet —1 för x< 0 (ty i sistnämnda fall är 
SE PER yt och densamma har sålunda äfven till gränsvärde 
+1 om x närmar sig 0 genom positiva värden, —1 om x 
närmar sig 0 genom negativa värden. Funktionen |x har 
följaktligen för x=0 icke en derivata i egentlig mening, men 
väl en högerderivata, hvars värde är +1, och en venster- 
derivata, hvars värde är —1. 


Ur derivatans definition sluta vi till följande viktiga 
sats, som anger betydelsen af derivatans tecken för funktio- 
nens förhållande i omgifningen af det betraktade argument- 
värdet: 


Om f'(x,) har ett positivt värde; finnes det ett positivt tal 

d sådant att f (x) är större än f (x)) för xy <x<xy+0d, mindre 
TC) FOT 00 RS ' 
Om f' (20) 04 är däremot, för ett tillräckligt litet d , f(x) 
mindre än f (xo) för La SLL Fd, Större Flarn för 
0 Bo: : 


Att derivatan af f(x) för x=>x2, är lika med f'(x,) vill 
nämligen säga, om vi först antaga att f'(x,) har ett ändligt 
värde, att man till ett gifvet &£ alltid kan finna ett J, sådant 
att värdet af differenskvoten (1) faller mellan gränserna 
Flo) ec och f (xo) + så snart. AX] <I0dE 

Om f'(x,) > 0 och om & valts mindre än f'(x,), så att 


Af 


Fc) —-2>0, är således kvoten +, positiv och Af har sam- 
ma tecken som Ax för Ax|<d. Om däremot f” (x9)<< 0 
och & valts mindre än |f'(x,) |, så att F (x,) +eL0, är kvo- 


ten negativ och Af således af motsatt tecken mot Ax för 


|AXx|<d. Satsen är följaktligen riktig om f'(x,) har ett 
ändligt värde. 
Man kommer till samma resultat om f” (x,) har ett oänd- 


ligt värde. Ty om f'(x,)=0200, växer kvoten da öfver hvarje 


föreskrifven gräns då Ax närmar sig 0 och är således positiv. 
för |Ax|<d, om d väljes tillräckligt litet. Är åter f'(x,) 
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=—00, kan man välja d så litet att kvoten Så är negativ för 
are 0. 
Den ofvan formulerade satsen är härmed fullständigt 
bevisad. 
Exempelvis är derivatan af funktionen x? positiv om 
x>0, negativ om x<L 0, och i öfverensstämmelse med ofvan- 
stående sats växer funktionens värde i förra fallet, aftar i 
senare fallet, om argumentet tilldelas en liten positiv tillväxt. 


Öfningsuppgifter - 


1) Hvilken är derivatan af funktionen f(x)=>2? 
2) Bilda derivatan af x' för x=0, för z=-—1, samt för ett all- 
mänt värde x. 


3) Bestäm för funktionen f(x)=>2" ett sådant tal 5, att differens- 


" kvoten (1) skiljer sig från derivatan f'(x,) med mindre än dn så snart 
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TAXx| 6. Härvid gifves åt xc, efterhand värdenå 0,1,2. 


4) Bilda derivatan af polynomet 2x”—3x+1. 
5) Undersök om funktionerna 


; — IUI SAR. 
sin Xx, Vx, Sin > Tx sin — > 


hafva derivator för x=0. 


43. Härledning af de elementära grundfunktionernas deri- 
vator. — Vi skola genomgå reglerna för de elementära funk- 
tionernas derivering, och göra härvid början med de enk- 
laste af dem. 


19. Om funktionen f(x) är konstant inom en viss inter- 
vall (a,b), d. v. s. om den antar samma värde i hvarje punkt 
af denna intervall, är dess derivata 0 för hvarje värde x 
mellan a och b. Ty differenskvoten 


(3) (AES RISE 


är lika med 0 för 0 L |Ax|Zd, där d betecknar det mindre 
af talen |x—a| och |x—b!, och den har således äfven 0 
såsom gränsvärde för Ax=0. 
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20, Vi betrakta en potens, x”, hvars exponent n» är ett 
positivt helt tal. Differenskvoten 


(x+Ax) 2" 
( "RAR 0 vie 


kan, om Ax=>£0, enligt binomialsatsen bringas under formen 
Ua Mine 35 FER ER BIE (AR) ; 


Då Ax närmar sig 0 försvinna samtliga termer, utom den 
första som är oberoende af Ax. Summan närmar sig således 


(jmf. s. 202), och vi erhålla den viktiga 


nn — 1 


gränsvärdet nx 
formeln 


(5) D(x")=ne" 
För n=1,2, 3 ger oss denna formel 
D(x)=1, D(x')=2x, D(x)=32x". 


Den bibehåller sin giltighet äfven för n=0, ty dess högra 
membrum reducerar sig då till 0, och å andra sidan har man 
identiskt x'=1 och således D(2x")=0. 

Likheten (5) kan äfven härledas utan hjälp af binomial- 
satsen. Om man för korthetens skull skrifver x+Ax=2X' 
och använder identiteten (20) s. 46, kan nämligen kvoten 
(4) skrifvas 


Nn N 


SM Xx == : CE NR 
FR RS gdn R 


Då Ar närmar sig 0 och x"' således xr, närmar sig hvarje term 


na —1 


i högra membrum gränsvärdet x , och summans gräns- 


värde är således nä” ”'. 
30. Vi gå till funktionerna sin x och cosx. För den 
förra antar kvoten (3) formen 


sin (x+Ax)-sinx — sin x cos ÅXx+ cos sin Ax — sin x 
Ax NV Åx 
| sin : 1 — cosAx 
= COS IX: SLA FRYST AST 
EA Åx 
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Enligt hvad s. 192 bevisats, är 


1= cos Å x 


sin Å x 0 
Ax TEE 


SN 
Ax Nga) 


lim 
Ax =0 


och hela uttrycket närmar sig således gränsvärdet cos x då 
Ax försvinner (jmf. s. 202). - 

Detta resultat erhålles ännu enklare om vi använda 
den kända formeln 


sin d — sin b=2 cos "5" sin 25 
hvilken ger oss 
sin SA 
sin(x+Ax)—-sinx . 3) 2 
ÅRA =00os(x+ SLE Age 
v kod 


I högra membrum närmar sig, då Ax försvinner, den förra 
faktorn gränsvärdet cos x, den senare faktorn gränsvärdet 1, 
och produktens gränsvärde är således cos zx. 

På analogt sätt härledes derivatan af funktionen cos z. 


: Man finner att kvoten 


cos (TC + AX) — cos x 


Ax 
kan skrifvas under formen 
: sin Åx 1— cos Ax 
— Sin kx» — COS XX: — 
Ax Ax 


eller ock under formen 


— sin (z+ >) . ES , 
och erhåller på hvartdera sättet gränsvärdet — sin x. 
Vi hafva sålunda bevisat de viktiga formlerna 
(6) Dsinx=cosx, D cecosx=— sin. 


49 Med användande af additionsteoremet för funktio- 
nen tang x, erhålles 


; 1 
FASER EE Deotxy=——-7; > 
COS "Xx STD Oe 


(7) Dangers 


hvilka formler läsaren uppmanas att själf härleda. 


59. Deriveringen af exponentialfunktionen a? erfordrar 
en något längre öfverläggning. Med stöd af funktionens 
additionsteorem (jmf. s. är bringa vi först differenskvoten 
(3) under formen | 


8 ae TTR SONARA p at —1 
(8) F h - rr 


i det vi för enkelhetens skull skrifva h i stället för Ax. I 
högra membrum beror endast faktorn 


als 
(9) - 


af h, och vi hafva således att söka dess gränsvärde för h = 0, 
Om vi sätta 


hvaraf följer a'=1=+ 2 h = 10g , (1 + 2) erhålla vi 


a"—1 LG | 
h m log, (1++) 
eller 
Se Nr, 
j Pra 


Då h försvinner, närmar sig äfven täljaren a” — 1 noll, och 
dess reciproka värde m växer således till sitt absoluta belopp 
öfver hvarje gräns. Vi böra alltså undersöka huru uttrycket 


m 


NS (+) 


härvid förhåller sig. 


-. 
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Vi visade i n? 37 att detta uttryck, då m växer mot 
ooc genom positiva heltalsvärden, konvergerar mot ett ändligt 
gränsvärde, hvilket just utgjorde vår definition för det Ne- 
perska talet e. Vi skola nu bevisa att man alltid erhåller 
samma gränsvärde huru än |m | växer mot oo, eller, preci- 
sare uttryckt, att man till ett gifvet, godtyckligt litet posi- 
tivt tal « alltid kan finna ett annat positivt tal M, sådant att 


(1+=) NS: så snart |ml|>M. 


m 


"Vi beteckna med n det största hela tal hvars värde är 
<m, så att följaktligen 


(12) FLSA Mä A la des 


Om m > 0, finner man successivt 


OEI [RON 


m n 


och å andra sidan 


/ 1 Y” 1 m 1 n 1 1 n+l 
+) CERN ST RN a | 


eller således 


(13) (147) < (1+3) <l(1+3) (1+5) > 


n+I1 


Då nu m växer mot oo, ökas jämväl det genom olikheterna 
(12) bestämda hela talet an obegränsadt. Faktorerna 


närma sig härvid båda gränsvärdet 1, medan potenserna 


( 5 I och (1+5) 


n+1 


konvergera mot gränsvärdet e. De gränser, (13), mellan 
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hvilka det gifna uttrycket (11) inneslutits, närma sig så- 
ledes bägge gränsvärdet e, och detta uttryck har följaktli- 
gen äfven e till gränsvärde för m=2090. 

Om m har ett negativt värde och vi sätta m=—m", 
kan (11) skrifvas: 


1 Vv? 1 —Mm" m' m”' SL m” 


eller slutligen 


; fe l 13 REN 

(5 
Då m aftar mot — oo, växer m' mot + oo. Den första fak- 
torn i högra membrum närmar sig härvid gränsvärdet 1, 
den andra faktorn, enligt hvad just visats, gränsvärdet e, 
och hela uttrycket konvergerar således äfven i detta fall 
mot gränsvärdet e. | 

Härmed är vårt påstående fullständigt bevisadt, och vi 

kunna skrifva 


(14) Hm (1+3) =2 


IE m 
Då funktionen log ,x är kontinuerlig för x > 0, följer häraf 
lime fö Le) OR 
leS Es [€ cn 5 | FÖR log, a” 
och således, enligt (10), 
h 
lin opel, ait py Sa sect OR 
R==0 Im] =0 ( T i a 
fn) 


Vi gå nu tillbaka till likheten (8) och erhålla slutligen, 
om vi öfverenskomma att för den Neperska logaritmen !) 
härefter använda den förenklade beteckningen log, 


arth oa? 


lim 


, =qa"log a. 
f=10 ; 


liga logaritmen, särskildt i tyska arbeten, beteckningen In, som utgör 
en förkortning af logarithmus naturalis. 


MM 
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Härmed är bevisadt att funktionen az för hvarje reellt argu- 
mentvärde har en derivata, hvars värde erhålles ur formeln 


(15) DD (at)=0l0g a. ; 


Detta resultat gäller för hvarje positiv bas a. Sättes 
speciellt a = ee, blir log a =log e=1, och vi erhålla 


Hö) IBM ESNTEET LA 


Derivatan af funktionen ee? är således identisk med funktio- 
nen själf. 


69. Vi söka slutligen derivatan af funktionen log ,x. 
Enligt logaritmens kända egenskaper erhålles 


log, (rx+ Ax) -log,x 1 x+Åzx 1 Ax 
Sar ÄR =5zlog, "= fr log (1+5)- 


Ax 


AS cc 1 m 
Om vi sätta Fl hvaraf 


= 2, antar detta uttryck 
formen 


m 1 ] Pina 
20, (142) = [(+2]] 


Då Ax närmar sig 0, växer |m|= öfver hvarje gräns, 


BEER 
[AX] 
och enligt (14) närmar sig vårt uttryck härvid gränsvärdet 


1 1 SN 
- log. e= x1og a . Alltså är 


1 M 
(16) ERIOP fäkrsinjoga 
där M betecknar moduln för logaritmsystemet med basen a 
i förhållande till det Neperska systemet (jmf. s. 100—101). 
Om a= e, antar detta resultat den enklare formen 
(16)” Dlogs==-- 


Öfningsuppgifter : 
1) Härled formlerna (7). 
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2) Sök följande funktioners derivator (me ett positivt helt tal): 


|| I 
AE an 


> Ve arc tang v. 
> 
3) Bevisa med stöd af (14) att man för hvarje reellt värde x har 


NN 
ir (2-5) 2 
n 2 


Nn =A2 
samt vidare, på grund af detta resultat, att likheten 


2 n 


2 LC AC LC 
e SÅ ÄPGT noga KRO 


gäller för hvarje reellt värde x (jmf. beviset i n? 37). 


44. - Derivatans geometriska betydelse. Bestämning af en 
kurvas tangent och normal. — Förrän vi gå vidare i läran 
om funktioners derivering, återvända vi till derivatans be- 
grepp för att förklara dess geometriska innebörd. Vi göra 
härvid samma förutsättningar och använda samma beteck- 
ning som s. 2838. 

Vi betrakta den kurva som geometriskt representerar 
den gifna funktionen f(x) (se nedanstående figur). Mot ar- 
gumentvärdet x, svarar en punkt PF, af denna kurva hvars 
koordinater äro x=2Xx,,y=/f(x,), mot argumentvärdét x, + Az 
en annan punkt P med koordinaterna x=Xx,+F Ax, y=fl(x,+4Ax). 
| Vinkelkoefficienten för den genom 


I dessa två punkter dragna sekan- 
ten är lika med differenskvoten 
fl(xo+t AL) —£ (20) 
; AR 
0 


såsom äfven ur figuren framgår. 
Om vi med a” beteckna den vin- 
kel som sekantens positiva riktning (d. v. s. den riktning i 
hvilken x växer) bildar med x-axelns positiva riktning, är 
således | 


AX, IFÖ AX X 


flxot AL) —-Fl(xo0) Af 
Ax Az 


(17) tang ER 
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Vinkeln «" ligger mellan ST och och kan således beteck- 
nas (jmf. s. 97) 
TN > Ag fo 

(17) o' =arc tang (Ge 


Vi antaga nu att funktionen f(x) för z=2, har en be- 


ös . . A 2 Ke F 
stämd derivata f'(x,), d. v. s. att kvoten närmar sig gräns- 


värdet f'(x,) då Ax försvinner. Emedan arc tang är en kon- 
tinuerlig funktion, kunna vi då, om f'(x,) har ett ändligt 
värde, ur (17)Y' sluta (jmf..s. 193) 


lim «'=are tang f'(x,)=20e, 
INR SEK 


där a således betecknar den mellan Och ? liggande vin- 
kel som bestämmes genom likheten 

0). fang dt (co). 

Af 


Ax 


positiv gräns då Ax försvinner, närmar sig vinkeln «' gräns- 


Är f'/(x,)=00, d. y.s. växer öfver hvarje föreskrifven 


värdet a om åter f'(x,)=—00, är:dess gränsvärde —3[-: 
I hvarje fall närmar sig således den genom. punkterna P, 
och P gående sekanten, då man låter punkten P längs kur- 
van rycka mot P, och slutligen sammanfalla med denna punkt, 
ett bestämdt gränsläge, nämligen den genom punkten FP, 
gående räta linie hvars riktningsvinkel « bestämmes genom 
likheten (18). Denna räta linie utgör således tangent till kur- 
van i punkten P,, och vi hafva härmed erhållit följande 


resultat: 

Om funktionen Jfäll0c ) för 0 00 häri en Ederiwata, FCT 
har kurvan y=7/f(x) i motsvarande punkt en tangent, och den- 
nas vinkelkoefficient är =f"(x0). 


Om speciellt f'(r,) =0, är kurvans tangent i punkten 
P, parallell med x-axeln. Är åter f'(x,)=+00, har man 
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= =S och den betraktade tangenten är således parallell med 
y-axeln. : | 
Antaga vi omvändt att kurvan y=/f(x) har en tangent 
i punkten P,, kunna vi sluta att funktionen f(x) har en 
derivata för zx=Xx, och att dennas värde är lika med tan- 
gentens vinkelkoefficient. Ty vårt antagande innebär, om 
med « och «"' åter betecknas de vinklar tangenten och 
sekanten bilda med x-axeln, att «" konvergerar mot « då 
Ax försvinner, hvaraf följer lim tang «' = tang « och således, 
enligt (17), : 


fl(xo+t AL) Se f (xo) 


lim 


Ax =0 


=tang «, 


eller skutligén f'(x,)=tang «. 


Den geometriska uppgiften att bestämma tangenten till en kurva 
är således ekvivalent med den analytiska uppgiften att bestämma 
derivatan af den funktion som representerar kurvans ordinata. 


Om funktionen f(x) för x=2X, har en högerderivata 
men ingen vensterderivata (jmf. s. 241), närmar sig sekanten 
P,P ett gränsläge om punkten P väljes till höger om P, och 
från denna sida närmar sig P,, däremot icke om P närmar 
sig P, från den venstra sidan. Af de två från punkten P, 
utgående kurvgrenarna har således endast den till höger en 
tangent i nämnda punkt. Förhållandet är omvändt om f(x) 
för x=2X, endast har en vensterderivata. Om slutligen f(x) 
för x=2X, har såväl en höger- som en vensterderivata men 
dessas värden äro olika, har hvardera af de från P, utgående 
kurvgrenarna en tangent i denna punkt, men dessa tangenter 
sammanfalla icke. Exempelvis representeras den s. 241 be- 
traktade funktionen f(x)=1/x1| geometriskt af en bruten linie, 
sammansatt af de från origo utgående strålar hvilka halfvera -:. 
de två första axelvinklarna och med hvarandra bilda en rät 
vinkel. 


Vi antaga åter att f(x) har en bestämd derivata för 
x=X,, och sätta för korthetens skull f(x,)=y,. Då blir 
ekvationen. för tangenten till kurvan y=7/7f(x) i punkten x,,yv: 


(19) Yy yo = (0) (X =). 


FIT 
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Den räta linie som står vinkelrätt mot tangenten i tan- 


 geringspunkten kallas kurvans normal i denna punkt. Man 


erhåller såsom ekvation för normalen till kurvan y=f(x) i 
punkten x,,Yo: | 


1 : 
(20) a OT TAP (0) (Mr Kol 


Vi skola ännu beräkna längderna af de stycken af tan- 
genten och normalen som falla mellan tangeringspunkten och 
x-axeln, samt dessa styckens projektioner på x-axeln, hvilka 
benämnas subtangenten och subnormalen. Enligt närstående 
figur, där TP, och NP, utgöra 
kurvans tangent och normal i 
punkten P,, erhållas nämnda sträc- 
kors längder omedelbart ur triang- 
Järna ARILE AOC <A RodV , GRS 
observerar att i den förra trian- 
geln vinkeln vid 7, i den senare 
vinkeln vid FP, är lika med tan- 
gentens riktningsvinkel «. Enligt (18) är 


T Å NIT 


TN . ER f' (xo) EN IE a 
tang « =71"(x,), sin c EG COS &  EStdE ns 


och man finner sålunda:. 


tangenten TP,= 2 = Yo VEMS, 
normalen NP, = | 2 ERA IV EEE (PCEL LAR 
subtangenten TrACSS | EE | = | TER p 
subnormalen NÅ =l|y, tang «[=l|yof'(xo)|- 


Öfningsuppgifter: 


1) Undersök kurvorna y= sin x och y=tangx med afseende å tan- 
gentens riktning. S 

2) Sök ekvationerna för tangenten och normalen till parabeln y => 
i punkten x=2,y=4, och beräkna längderna af de ofvan betraktade 
sträckorna. 
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Bestäm härefter ett sådant tal ) att nämnda tangent, med sekanten 
genom tangeringspunkten och en godtycklig punkt af kurvan hvars: ab- 
skissa faller inom intervallen (2 -5,2+09), bildar en vinkel som är 
mindre än 1”. | 

3) Under hvilken vinkel') skär parabeln y==>x2? räta linien y=4x? 

4) Beräkna storleken af de vinklar under hvilka kurvan y=e” skär 
de "räta linierna x=0, z=1, xv=2, xv=3. Sök vidare längdentam ens 
vans subtangent, och angif med stöd häraf huru dess tangent geometriskt 
kan konstrueras. 


435. Derivatan af en summa, en produkt, en kvot. — Ur 
de i n? 43 vunna resultaten kunna samtliga elementära funk- 
tioners derivator härledas. Härtill erfordras vissa allmänna 
differentiationsregler, hvilka vi nu gå att uppställa. Vi an- 
taga om de i det följande uppträdande funktionerna en gång 
för alla att de för det betraktade argumentvärdet äro konti- 
nuerliga och hafva en bestämd, ändlig derivata. 


19. Om faktorn C är en konstant, har man | 
(21) D(Cu(z))=EC Dutti: 
 Differenskvoten | 


(3) BRAST 


antar nämligen för funktionen Cu (x) formen 


Oude haj Darke os GATA) SN 
SSA RO : AR 


och närmar sig således, enligt satsen (6)' s. 202, gränsvär- 
det C Du (zz) då Ax försvinner. 
Ofvanstående regel ger oss exempelvis 


D(-320)=-3 D(2)=—62. 


20. Derivatan af en summa af ett ändligt antal termer är 
lika med summan af termernas derivator. 


1) Med ',den vinkel under hvilken tvenne linier skära hvarandra" 
förstås vinkeln mellan liniernas tangenter i deras skärningspunkt. 
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Sätta vi f(x) =u (xx) + v(x), antar kvoten (3) formen 


(ulc+ Az) + v(x+A4z)) —A(u(x)+v(x)) 
Ax 5 


— u(z+Az)-ulr) > vl(e+Ar)—v(r) 
Få Ax NGE få i; 


Dess gränsvärde för Ax=0 är således = Du(x) + Dv (xx), 
hvaraf följer, om vi förenkla beteckningen, 


Rd) >. D(u+v)=Du+ Dv. 
Beviset är detsamma för en summa af ett godtyckligt antal 


termer. | 
Såsom ett specialfall af denna regel erhålles, om C är 


- konstant, 


2)" GER ER) =D 0). 


Två funktioner hvilkas skillnad är konstant hafva således samma 
derivata. Geometriskt innebär detta att kurvorna y=/f(x) 
och y=f(x)+ C i tvenne punkter med samma abskissa hafva 
parallella tangenter, hvilket äfven öfverensstämmer med åskåd- 
ningen, då ju den ena kurvan öfvergår i den andra genom 
en förskjutning parallellt med y-axeln. 

Genom kombination af reglerna (21) och (22) erhålla 
vi deriwatan af en skillnad: 


(23) D(u—-v)=D(u)+D(—-v)=D1/(u)—D(v). 
På samma sätt erhålles (jmf. (5)) derivatan af ett allmänt polynom: 


D(a,x" +ar IE Ng RAS TT UA GOAT RES 
(24) 


=navg" "t(n— 1) a,z 


Ti F20n 20 Fan 10 
39. Derivatan af en produkt af två funktioner, u= (x) 

och v = (x), erhålles ur formeln 

(25) D(uv)=uD(v)+vD(u), 


och är således lika med produkten af den första faktorn och den 
andras derivata, ökad med produkten af den andra faktorn och 
den förstas derivata. 
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Differenskvoten 


ulx+Az)vl(z+Ax)—-ul(x) vx). 
AE 


antar nämligen, då man från den första termen i täljaren 
subtraherar och till den andra adderar u(zx—+4x)v(x), 
. formen 


v(x+Ax)—-v(x) ul(x+Ax)—ul(x) 
i Ax TONER Ax ; 


ulx+Ax)- 


hvarur framgår att densamma närmar sig gränsvärdet 
ul(x) Dv(x)+v(x) Du(x) 


då Azx försvinner (jmf. satserna s. 202). 
| Enligt (25) erhålles t. ex. 


D (x” sin 2) = x" D sin x + sinx D (x')=2" cos x + 22 sin z. 


Om vi antaga att u och v äro olika 0 för det betrak- 
tade argumentvärdet och dividera likheten (25) med wuv, 
antar den formen ; 
D(uv) 2 Du Te Dv : 


uv u v 


(26) 


Allmännare erhålles, om enhvar af funktionerna wu,, 
Uo,...,y Un» är Olika 0 för det gifna argumentvärdet, | 


D(ur Us: Up) Du, Pung Roe 
SR AE LA TM Ua Ur 


(26) 
Denna likhet följer ur (26) medels fullständig induktion, 
och bör läsaren själf utföra beviset. 

Genom multiplikation med u;uo...Un», ger oss (26)" 

formeln : 
D(urUg... Un) =UgU3oos URD UJ TF UJ UGTA TALE 
(25) jä 
ER F Ul Us Up 1 LING 


hvilken kan utsägas som följer: 


Derivatan af en produkt af ett ändligt antal faktorer bil- 


ÖA 


TP UU STR RF FT SJTELM Sy 


; v(C)v(x+AX) 
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das sålunda, att hvarje faktors derivata multipliceras med pro- 
dukten af de öfriga faktorerna och alla sålunda erhållna uttryck 
adderas . 


Hattarvi speciellt 4u,=—=uUs=>:> = u, —uU(2xr), erhålla Vi 
HEr(20),: 
NAD)” D (u (2)") =n (u(2z))"”! Du(x). 


Reglerna (25)' och (25)” gifva oss t. ex. 
Kutetanlog Tr) =Tlog x De +e logr Dx+te"xDlogc 
log nt erlogg Fe =e" (xlog &+log e-K1). 
D (sin x)=3sin?x D sin x=3 sin? x cos x. 


49, Derivatan af en kvot af två funktioner, u =u(x) 
och v=v(x), bildas enligt formeln 


(27) D (5) 0 ISVELER 


och är således lika med produkten af nämnaren och täljarens 
derivata minskad med produkten af täljaren och nämnarens 
derivata, det hela divideradt med nämnarens kvadrat. 


Härvid förutsättes v(x)£0 för det betraktade argu- 
mentvärdet. 
INGEN 


Differenskvoten (3) antar för SET formen 


aln) 1 ulx+AX)v (xc) —-v(x+ AX) ulxr) 
Ax REBUS AEA dot Lao [ ) In 


v(x+Az) v(x) x viL)V(X+AX) 


Om i det sista bråkets täljare från den första termen sub- 
traheras och till den andra adderas u(x)v(x), öfvergår hela 
uttrycket i följande: 


I 1 0(2) ul(x+Ax)-ul(z) RC) 


(TAX) vC) 
RNE TSE era ag ; 
Åx j 


i Ax 


hvarur framgår, enligt satserna s. 202, att differenskvotens 
gränsvärde för Arx=0 är lika med högra membrum af (27). 
17 
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Om täljaren u har ett konstant värde C, reducerar sig 
formeln (27) till följande: 


(27) ( & J=- EE. 


v (2) (v (2))” 


v(x) 


. SER U 20 
Genom division med > antar (27) åter formen 


(28) —V = 


Enligt (27) och (27)" erhålla vi (jmf. s. 246), då tang x 


sin x 
=— och cotx= 
COS Xx tang Fr 
; cosx Dsinx —-sinx Decosx — cos'x—+sin”x 1 
Nan me 7; = SE RR nee 
COS=FC GÖSKVER fö COS x 
ANSE AE D bre SYN I 2 1 
tang” sz COS” x tang” x sin ”x 
a Oo rag X j Oo . . . .” 
Då Xx ”=—, erhålla vi vidare enligt (27), om när 


x” 


ett positivt helt tal, 
9 (7 ”) SIREN SA User = —nN IX 


Likheten (5) s. 244 är således giltig äfven om n är ett nega- 
tivt helt tal. ; 

Enligt (24) och (27) kunna vi derivera hvarje rationell 
funktion. Exempelvis erhålles: 


(2 ) öl) DR -T) (CEN DIT 
a: (RN 


(ee LER (a RE LG FR 
(eler RI 
Öfningsuppgifter: | 


1) Bilda följande funktioners derivator (a,b, CP, q> -.- äro god- 
tyckliga konstanter och »n ett positivt helt tal): 


ORD, "ti pe+dq, ( (a+ br Frlgskde (1 ITE äm) 


2 c f 
1 a a.x+ b 2 TRIP RI NG oe OK ER 
a | SRER CAS S | 
webr+e ecxt+d 3241 al ra bg det Vv FA) 
sing -.o2 3 sin a AR 
FSI TACOS LA kaka NNE ON 
- , UR , e .e L 
cos'xw 108X 


2) Hvilket uttryck erhålles om funktionen e” cos x deriveras och 
den erhållna derivatan ånyo deriveras? 
3) Bestäm de punkter af kurvorna 
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ESPEN dy är NS RET 


i hvilka tangenten är parallell med x-axeln. 

4) Bilda derivatorna af de s. k. hyperboliska funktionerna, sinh = 
sinus hyperbolicus, cosh =cosinus hyperbolicus, tangh = tangens hyper- 
bolica, coth = cotangens hyperbolica, hvilka representeras af uttrycken: 


li FA e” —e 
sinh x = öi FN SY (SNR NeA 0 rn mm RESA 

é Xx mA 

5 (200 

l Är Pre er ÄN 
Bösl vm ske e Ja EOLNRENE 

[4 - e RE 


Undersök tillika de relationer som äga rum mellan dessa funktioner, 
samt förloppet af motsvarande kurvor. 


46. Derivatan af en gifven funktions inversa funktion. — 
Vi antaga att funktionen f(x) inom en viss intervall (a,b) är 
kontinuerlig och ständigt varierar i samma riktning, från 
värdet f(a)=A till värdet f(b)=B. Mot hvarje värde y 
mellan A och 8 svarar då ett och endast ett värde x inom 
intervallen (a,b) som satisfierar ekvationen y= f(x). Detta 
värde x utgör EE en funktion af y, £=q (y), som är 
entydigt definierad inom intervallen (A,B), och hvilken ut- 
gör en gren af den inversa funktionen tUlfp(r) (jmf ns 
200). 

Vi välja inom intervallen (A,B) tvenne värden, y och 
y + Ay, och Derepk aa med x och x+ Ax motsvarande värden 
af funktionen q: 


z.= & (y), SBN mö RT 
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- Enligt den inversa funktionens definition är då ömivättdt 
y= fl), yt Ay= flx+Az). 
Ur dessa likheter följer 
Ax =0q (y+Ay)— oy), Ay=fl(r+A0z)—fl0), 


och förhållandet mellan den inversa funktionens tillväxt och 
argumentets tillväxt kan således skrifvas under formen: 


Ply FT Ay)E YI BET RR 2 
Ay Ay > Ay f(CFAR)ETCR 
Ax Ax 


Vi låta nu Ay närma sig 0. På grund af den inversa 
funktionens kontinuitet (jmf. s. 91) försvinner då äfven Ax, 
och det sista af de ofvanstående ut- 
trycken närmar sig således gräns- 

I 
f(x) 
sätta att funktionen f(x) för det 
betraktade argumentvärdet x har en 
bestämd, från 0 skild derivata. Un- 
der denna förutsättning är således 


värdet » om vi nämligen förut-. 


lim PUtAy)— py) LEN 
JA Ay ER 
alltså 
1 
29 Ah = ) 
(29) (= 


eller, med annan beteckning, 


(29) TRATIDE 


Den inversa funktionens derivata är således lika med det 
mversa värdet af den gifna funktionens derivata. 


För att erhålla qf'(y) uttryckt i variabeln y, har man 
ännu att i högra membrum af (29) substituera x=gq (y). 
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Den erhållna regeln ger oss derivatorna af flere nya 
funktioner. Vi betrakta först potensen 


där n är ett positivt helt tal. Denna har (s. 92) definierats 


såsom invers funktion till x=,y". Sistnämnda funktions deri- 


vata är 


5 n— 1 
Dy NY 


och enligt (29)' är således 
| INyl—aan 
- 1 RS I 1— AN i »') 
EVE Sö (a 
eller slutligen 
/ | MORRA 
(30) Ds EM la 
Speciellt erhålles för n =2 och n=3: 
INSE 


ZA 1 3 3 — 
VU SE KO CR Es 
äVx Vx” 
Enligt (30) och (25)” kunna vi nu äfven bilda deriva- 
in 1 Ym 
tan af potensen x” NS , där m och » beteckna godtyck- 
liga positiva hela tal; vi erhålla 


m PNL ET pre i 1 Me 
Rear) 20) NAS FRIES 


nm SA 
Oki 


n 


eller 


. Härur erhålles åter, enligt (27)', för derivatan af potensen 


m 


KR l 
Ad uttrycket 
ul 
ÄR 
m Å Lä VE sig 
är jao sär n HOPPAR kg n 
SW n 2 
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Alltså hafva vi visat att formeln 
RE 


gäller för hvarje rationellt värde af exponenten wu. 


Vi gå till de cyclometriska funktionerna, och betrakta ' 


först funktionen = arc tang x, hvilken utgör invers funktion 
till z=tangy. Då dess olika grenar skilja sig från hvarandra 
med mångfalder af x (jmf. s. 97), hafva de alla samma de- 
rivata, och vi kunna inskränka oss till att betrakta t. ex. 
hufvudgrenen. | 

Enligt hvad tidigare visats, är 


Do =D EA =1+tang'y=1+2". 
COSTUY | 


Dy utgör det reciproka värdet af detta uttryck, och vi er- 


hålla således (jmf. uppgiften (2) s. 250): 


(31) Dare lang ses 
| LS 


Ur likheten cot x = tang ( följer att hufvudgre- 


narna af funktionerna arctangx och arc cotx äro bundna 


genom relationen (jmf. s. 96—97) 


x 


are co x = 3 — arc tang x. 
Alltså erhålles 
| 
(32) D are totd—==3 5 I 
TX 


hvilken formel är giltig för alla grenar af arc cot x, då dessa 
skilja sig från hvarandra endast med multipler af x. 
Vi betrakta nu funktionen arc sin x och först dess huf- 


3 
(jmf. s. 93—95). Dess inversa funktion är x = sin y och den- 
nas derivata är 


vudgren, y = arc sin x, hvars värde tillhör intervallen = 5 


D,x=Dsiny=cosy=V1-— sin” y EPI 


je 
FIEF SPE SESSNP Ae 


SC PIECE 
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där man har att taga det positiva värdet af kvadratroten 
emedan cosy ”>0 för —F7 Sy GS Enligt (29)Y' är således!) 


(33) Darcsinx==+ sulla 
JAN =0 


De olika grenarna af arc sin xc: sönderfalla i följande 
tvenne serier (jmf. s. 95): 


arecesinx+n. 27, 
fr0 TOD 2 


Ax — are sinx—+Nn.2n. 


Enligt (33) är derivatan af hvarje gren i den förra serien 


lika med + SSE derivatan af hvarje gren i den senare 
Flest 
serien lika med — —L (jmf. figuren s. 94). 


| 2 


EE 


o . . NT .” np 
Pa grund af likheten cos xr= sin (3-2) äro hufvudgre- 
narna af funktionerna arc sin x och arc cosx bundna genom 


relationen. 


HS T FN T AE . 1 
arc COSX —= SS are Sin Xx. 


Enligt (33) erhålles således 


(34) And ädel bena 


EES 
De olika grenarna af arc cosx fördela sig på serierna 


are coSsx+Nn.2x, 
(MÖTS LPK LA 


— are cosX + N.2x. 


Derivatan af hvarje gren i den förra serien är =— >» 


derivatan af hvarje gren i den senare serien =+F ——: 
VI1— ei 


') Att derivatan af arc sin x bör få ett positivt värde inses jämväl 
däraf att denna funktion ökas samtidigt med x (jmf. satsen s. 242). 


Öfningsuppgifter : 


1) Härled derivatan af log, ,x enligt regeln för den inversa funk- 
tionens derivering. 

2) Undersök de hyperboliska funktionernas inversa funktioner och 
bilda dessas derivator (jmf. uppgiften (4) s. 259). 


47. Derivatan af en sammansatt funktion. — Vi betrakta 
en funktion u af en variabel wy, hvilken i sin tur är funktion 
af variabeln x: 


u=fly), y=09 (xc); 
u är då en sammansatt funktion af x (jmf. s. 534—56): 
u=F(gl(x)). 


Vi antaga att funktionen q& (x) är kontinuerlig och har 
en derivata för det betraktade argumentvärdet x, samt att 
funktionen f(Yy) för det mot x svarande värdet y=209 (Xx) 
likaledes är kontinuerlig och har en derivata. 

Vi gifva åt argumentet tillväxten Ax, beteckna det mot 
x+ AX svarande värdet af funktionen q& med y + Ay: 


y+Ay=g(z+A4z), Ay=9(x+A42)— 92), 
samt det häremot svarande värdet af funktionen f med u + Au: 
ut+AMu=fly+Ay), Au=flyt Sy) —Fly). 


Mot tillväxten Ax af argumentet svarar då tillväxten Au af 
den sammansatta funktionen, och förhållandet mellan Au och 
Ax kan skrifvas under formen 


SR rt AL EN fit bi ERE En LE 
Ax Ay AR Ay Ax 


Då Ax närmar sig 0 försvinner jämväl Ay, emedan 
funktionen q antogs kontinuerlig. Högra membrum i ofvan- 
stående likhet närmar sig härvid gränsvärdet f'(y).qp'(x) 
(jmf. satsen (9)' s. 202), och vi erhålla således ; 


(35) Dfl((T))=FlyY) 9 (), 
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eller, med annan beteckning, 
(35Y IMOT DAY 


För att erhålla derivatan uttryckt i variabeln x, har man 
ännu att i det funna uttrycket substituera y=q (2). 
Vårt resultat kan formuleras som följer: 


Om u är en sammansatt funktion af x, sålunda att u beror 
af en variabel y som i sin tur är funktion af x, är derivatan af 
u med afseende å x lika med produkten af derivatan af u med 
afseende å y och derivatan af y med afseende å x. 


Vi tillämpa denna regel på funktionen sin ax, där a är 
en konstant. Sätta vi ax=7y, antar densamma formen sin y, 
och vi erhålla således 


KRSilärae == Os Da cos 4. Dar) ==iacosY, 
eller slutligen, då vi åter insätta y=2azx, 
D,sinaxXx = a cos ax. 


Vi betrakta vidare funktionen FRA Om vi .sätta 


EN 


: 1 —32 : o 
1—zx”=y, antar den formen 2 ”, hvaraf enligt vår 
regel följer: 


DA) De (yu) ys lid (=20)=0yR 


vå 
pe 


1—-2x" 


eller slutligen 


Låtom oss ännu söka derivatan af uttrycket ef”, då 
funktionen f(x) själf antages hafva en derivata. Vi sätta 
f(x)=y, och erhålla då: 


D (Er) = Dy (e”). Dzy =e" f(x), 
eller 


(36) PENN Kl 
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en formel som ofta kommer till användning. Densamma ger 
oss omedelbart derivatan af potensen x”, exponenten må vara 


hvilket reellt tal som helst (jmf. s. 100). Man har nämligen 


I 
set MN varat 


och erhåller således enligt (36) 


ERE e""e7 D(ulog x)=2" a 
eller 


D(xety=u20"7) 


Denna formel är således giltig för hvarje reellt värde u. 
Vi söka slutligen den logaritmiska derivatan af funktionen 
7 (Xx), d. v. s. derivatan D;,log f(x). Om visåter sSättar/(rvEE 
följer ur ofvanstående regel | 
Dlog f(x) = Dylogy.D.y= ; (2) 


eller 


(37) D10g f (2) =E 


. 


Denna formel ger oss t. ex. 


Dlogx id 
D log (log x) =- ide ”rlogz 


Vi sammanställa här några af Be i detta kapitel er- 
hållna resultaten: 


D(x")=wuz"”", (för hvarje reellt värde u), 


Ds = COSkK, 


Dcecosx=-— sin x, 
Dtangr= —7 >» 
SAS 
1 
Deotxy=——- 
sin Xx 


PRESES 
Daresinx = —=— 1) 
| 
SEI 1 
Darebcosa=—=— = 
IE 
i 
are lang does 50 
I+r 
1 
Darcetotg == a 
; I +>x 


TS a öga 


UFTET YET 


il 


D log al = x1og , 
: 1 
TOO SA 
5 (ef) SY ef (.c) f' (2) i 


TOR (20) =50. 


Öfningsuppgifter: 


& 


1) Bilda följande funktioners derivator (a, k, n äro konstanter): 


Nn TN SEEN 
SN > FR hd OS KE få ke ÄRE 
a) xV22x, V1-2ax+20, — =; V Ä . 


x+0 hök Ledane 


Vi SE 


b) et", log (az +b), log(z+V1+2"), log tang (+); 


— 4 


ImEKBIN (03), COS (LO cc), Og sin NT, er "SIN NA; 


AR r+l Ae ad 
d) arc sin —, arc cos PES arc tang TAS aATCiCOL =; 


> x = 


da eftrva, arc tang 5 —, log a log (log (log x)). 


2) Bilda derivatorna af funktionerna 


LA 


sin 5 — z) tang (3 + x) 3 log (2) aTG.SINN(COS 20). 
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a) enligt regeln för sammansatta funktioners derivering, b) genom att först 
förenkla funktionernas uttryck. 

3) Bilda den logaritmiska derivatan af en kvot af två funktioner 
samt af en produkt af ett ändligt antal funktioner. 


; E ; : a FSE ; 
4) Bilda derivatorna af funktionerna x sin — och x” sin 7» samt un- 
x 


dersök huru de förhålla sig då x närmar sig 0 (jmf. uppgiften (5) s. 243). 
5) Undersök formen af kedjelinien 


ÅR fr 2 
ys le = € :). 


bestäm dess tangent och normal, samt beräkna längderna af de s. 253 
betraktade sträckorna. 
6) Bevisa att parablerna 


y'=2pl2+5) och yr=24(3-2) 


skära hvarandra under en rät vinkel, p och q må hafva hvilka positiva 
värden som helst. 


48. Implicita funktioners derivering. — Om två variabla 
kvantiteter x och y äro bundna genom en relation 


(38) flx,y)=0, 


utgör den ena af dem i allmäfhet en funktion af den andra: 
En på detta sätt definierad funktion benämnes en outvecklad 
eller implicit funktion. För att erhålla dess explicita uttryck, 
har man att upplösa relationen (38) med afseende å den be- 
traktade variabeln, förutsatt att en sådan upplösning öfver- 
hufvud är möjlig. | 

Vi kunna här icke ingå på den allmänna teorin för im- 
plicita funktioner, utan vilja direkt antaga att det existerar 
en funktion y af x: ; 


y =3 (Xx), 


som inom en viss intervall är entydig och kontinuerlig och 
satisfierar ekvationen (38), så att man för hvarje värde £ 
inom denna intervall har 


(39) flöry le) =0 
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Vidare antaga vi att funktionen y(x) inom ifrågavarande 
intervall har en derivata D.y. 

För att bilda denna derivata kunna vi förfara på föl- 
jande sätt. Vi derivera uttrycket /f(x,y), i hvilket vi för 
y tänka oss insatt funktionen y(x). Den erhållna derivatan 
har, på grund af (39), värdet 0 för hvarje argumentvärde x 
inom den betraktade intervallen. Detta ger oss en likhet, ur 
hvilken den implicita funktionens derivata erhålles uttryckt 
genom x och y: 


(40) Diy=9G(x,yY), 


och man kan sålunda beräkna D,y för ett gifvet värde x, 
sedan man först bestämt motsvarande värde w af den impli- 
cita funktionen. För att erhålla ifrågavarande derivatas ex- 
plicita uttryck i variabeln x, har man att i högra membrum 
af (40) substituera y=7y, (xx). 

Detta förfaringssätt är i regel enklare än att bilda det 
explicita uttrycket för funktionen y och derivera detta. 

Såsom exempel betrakta vi den genom relationen 


(41) rv +y?=R2 


definierade funktionen y af variabeln x. I detta fall kunna 
vi omedelbart angifva funktionens explicita uttryck: 


SR 
och derivera detta uttryck, hvarvid erhålles 
Re ARN 
V REY 


Men vi kunna äfven, enligt den ofvan angifna metoden, förfara 
på följande sätt. Om i uttrycket x'+y” för y insättes en 
bestämd gren af den implicita funktionen, reducerar sig detta 
uttryck till konstanten £”. Dess derivata är således iden- 
tiskt 0: 


FBR fkAR y”) VÄL bpea AOI BLIATESN 
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och härur erhålles för den implicita funktionens derivata 
uttrycket 


(42) DIR 


Substituera vi för y dess explicita uttryck + VR åter- 
finna vi det 'tidigare erhållna resultatet. 

Om 2x,,yo äro koordinaterna för en punkt P, af den 
genom ekvationen (41) definierade cirkeln, så att y, utgör 
det mot Xx, svarande värdet af en viss gren af den implicita 
funktionen, har enligt (42) denna grens derivata för x=72) 


värdet Rö och ekvationen för cirkelns tangent i punkten 


0 


P, blir således 
YT Ma äns. (X—Xo)> 


hvilken ekvation kan skrifvas DL FY Yo TR eller 
ännu, då enligt (41) 20, + ys” == RB”, 


LLoFYYG= MR. 


Öfningsuppgifter: 


1) Bestäm medels ofvan angifna förfarande ekvationen för tan- 
genten till enhvar af följande kurvor i en gifven punkt x,,y, af kurvan, 
och bringa denna ekvation under så enkel form som möjligt: 


a) parabeln y'=2px; 
b) ellipsen 2 ie vg E 
; ASO 
c) hyperbeln a = 
d) en allmän ai sektion 


2 
FI 


5 


Ax +2Bzy+tOlOy F2Do+2Kyt EO; 


e) den s. k. astroiden 3 + y? = a? , hvars form tillika bör undersökas. 
2) Bestäm tangenterna till kurvan y'—-3y+2x=0 i de punkter där 


den skär y-axeln. 


49. Ekvationen för en kurva i parameterform. — Vid 
behandling af kurvor hafva vi i det föregående antagit de- 
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ras ekvationer gifna under formen y=/f(2x) eller under for- 
men f(zx,y)=0. Undersökningen af en kurva ställer sig 
emellertid i flere fall enklare om man uttrycker koordina- 
terna x,y för en punkt af densamma såsom funktioner af 
en lämpligt vald hjälpvariabel eller parameter: 


(43) x=2 (1), y=y (1). 


Man säger då att kurvans ekvation är gifven : parameterform. 
För cirkeln (41) kunna vi välja till parameter exempel- 
vis den polära vinkeln 9&, d. v. s. vinkeln mellan radius- 
vektor och den positiva x-axeln. Koordinaterna för den mot 
parametervärdet 9 svarande punkten af cirkeln äro 


(44) = CO0SF, = FS Sin På. 


: Då g& växer från 0 till 2 x, beskrifver denna punkt cirkel- 
linien ett hvarf i positiv riktning, börjande från punkten 
x=B,y=0. | 

Om man i stället för y väljer till parameter kvanti- 


teten t=tang a erhålles 


i t 
SUNE DOS: = 
Mä Vle STA 


NR JA Eon AT 
sin 9 = 2 sin £ cos3 => 
fö 2450 10 
CT SE OR 
c08 q = co08" 5 — sin” 3 — 7 
[2 FJ Lr 


och eirkelns ekvation framträder således under formen 


I 2BRt 
. 44 | Jr Rat R = — SR 

(44) PARAR E 
Då parametern t växer från — oo till + cc, hvarvid vinkeln 
> =arctangt växer från —5 till ? och vinkeln q således 
från —=&x till + x, beskrifver punkten x,y cirkelns periferi 
ett hvarf i positiv riktning, börjande från punkten x=>=— HB» 


JEAN 
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Vi betrakta nu allmänt en kurva hvars ekvation är 
gifven i formen (43), välja på densamma tvenne punkter, 
P, och F, samt draga genom dessa en sekant. Betecknas de 
mot nämnda punkter svarande värdena af parametern med 
t, och t, äro punkternas koordinater x(t,), y (ty) resp. x(t), 
y(t), och vinkelkoefficienten för sekanten är lika med 


RAKA EE ARE 
get (RE 
ret) SORT 


0 


Vi antaga att funktionerna x(t) och y(t) båda äro kon- 
tinuerliga och hafva en bestämd ändlig derivata för t=1t,). 
Om vi låta 7 närma sig t,, hvarvid punkten P längs kurvan 
rycker mot punkten FP,, närmar sig då, i det senare ut- 
trycket för sekantens vinkelkoefficient, täljaren gränsvärdet 
y'(t,) och nämnaren gränsvärdet x'(t,). OM ENE 


närmar sig således kvoten det ändliga gränsvärdet ES 

är x'(t,)=0 men y'(t,) 0 växer kvotens numeriska värde 
mot oo, hvaremot, om samtidigt x'(t,)=0 och y'F)= 0 
ingen allmän slutsats kan dragas beträffande kvotens gräns- 
värde. Alltså: 


Om x' (ty) och y'(t,) icke samtidigt äro noll, har kurvan 
(43) i punkten Py, en bestämd tangent, och dennas vinkelkoeffi- 
y'(to) . 


cient är lika med 5 
C' (to) 


Samma resultat erhålles om vi tänka oss parametern /t 
eliminerad mellan likheterna (43) och kurvans ekvation Eng 
ställd under formen y=/f(x). 

Denna elimination är möjlig (åtminstone teoretiskt) om 
funktionen x(t) varierar i samma riktning inom en viss 
intervall -kring "värdet 7,. Ty likheten = (0) definiera 
då omvändt t såsom en funktion ati: 


t=1(2), 


och om vi tänka oss denna funktion t(x) insatt i stället för 
ti funktionen y (t), öfvergår denna i en funktion af x hvilken 
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representerar kurvans ordinata i en viss omgifning af punk- 
RR 
Enligt n? 46 har nu derivatan af funktionen t(x) för 


24 il za é E 
T=Xx, värdet CR) och regeln för derivering af en sam- 
0 


mansatt funktion ger oss således 


e LT) 
(OR ERA: = [OR RN RS 
hvilket öfverensstämmer med det tidigare erhållna resultatet. 
Exempelvis erhåller vinkelkoefficienten för tangenten 
till cirkeln x'+y?=R” i en gifven punkt x,y enligt (44) 
uttrycket 
Dy R cos 6 
QAR ÅSA SR LA 
Dog ie R Sig SOL, 


och enligt (44) uttrycket 


Iäins RR) RA 
Dix CERN ; (ELDA 21t 


Man konstaterar omedelbart att båda uttrycken äro =— 


<T/8 


Vi betrakta ännu ellipsen 


och införa såsom parameter den s. k. excentriska anomalin, 
hvilken erhålles genom följande konstruktion. Vi upprita 
en cirkel med ellipsens större axel 
AB såsom diameter, draga i denna 
cirkel en radie OP", och fälla från 
P' en perpendikel mot AB. Vin- 
keln u= AOP"' utgör då den excen- 
triska anomalin för den punkt P i 
hvilken denna perpendikel råkar 
ellipsen. Då wu växer från 0 till 
2 x, beskrifver punkten P, utgående 
från A, ellipsens periferi ett hvarf 
i positiv riktning. 


18 


Om koordinaterna för punkten P betecknas med x, y, er- 
hålles ur figuren omedelbart x=0 C= O P' cos u=cd cos u, samt 
vidare, med stöd af en känd egenskap hos ellipsen, y=CP 


=" OP'=bsin u. Ellipsens ekvation antar således, då wvi 


välja u till parameter, följande enkla form: 
(45) 0 =O COS UY OR SMA 


och härur erhålles såsom vinkelkoefficient för ellipsens tan- 
gent i punkten P: 


Dual b COS Uu b 
: = AP NR NR cot u, 


RR SLR a 


” 2 


hvilket uttryck öfverensstämmer med — Ra 
a 


Öfningsuppgifter: 


1) Undersök tangenten och normalen till cycloiden !), hvars ekva- 
tion i parameterform är : 


x=a(m— sin !), y=a(1— cos w).. 


2) Hvilken form antar ekvationen för hyperbeln 


a) om kurvan skäres medels en parallell till dess ena asymptot 
och till parameter väljes ordinatan för skärningspunkten mellan denna 
parallell och y-axeln; | 

b) om kurvan skäres medels en från punkten x=—a, y=0 ut- 
gående stråle och dennas vinkelkoefficient väljes till parameter? 

Härled i hvartdera fallet uttrycket för tangentens vinkelkoefficient. 

3) Ekvationen för en kurva är gifven i polära koordinater: 


r=1r(q). 


Bestäm tangentens vinkelkoefficient, genom att uttrycka de rätvinkliga 
koordinaterna för en punkt på kurvan såsom funktioner af parametern q. 
Beräkna härefter tang 0, där & betecknar vinkeln mellan tangenten och 
förlängningen af radius-vector utöfver tangeringspunkten. 


1) Jmf. L. LINDELÖF, Lärobok i Analytisk geometri, tionde kapitlet. 


Lå 
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50. Leibniz” beteckningssätt. — Vi återgå än en gång till 
derivatans definition för att belysa den från en ny sida. 

Om funktionen f(x) för ett gifvet argumentvärde x har 
en ändlig derivata, f'(x), innebär detta, enligt definitionen 
s. 239, att skillnåden 


ff) Fife 
ÅA x FMC) 


försvinner samtidigt med Ax, d. v. s. till sitt numeriska värde 
kan göras mindre än hvilket föreskrifvet positivt tal som helst 
genom att |Ax göres tillräckligt litet. Om vi allmänt med 
[Ax] beteckna en kvantitet som besitter denna egenskap, 
kunna vi således skrifva 


Hette fr(e) =[Ax], 
hvarur för funktionens tillväxt Af= Jere Ax) — f(x) erhål- 
les uttrycket 
(46) SST CO AEA FA GT 
Alltså: 

Om derivatan f'(x) existerar och har ett ändligt värde, kan 
tillväxten af funktionen f(x) sönderdelas i tvenne delar af väsent- 
ligen olika karaktär: 

Den ena delen, f(x)AX, är proportionell mot varia- 
belns tillväxt Ax, d.v.s. lika med denna tillväxt multiplicerad 
med en af densamma oberoende koefficient, hvilken just utgöres 
af derivatan f'(x). 

Den andra delens, Ax [Ax], förhållande till variabelns till- 
växt Ax närmar sig däremot 0 samtidigt med Az. 


Den förra delen, f'(x) Ax, benämnes enligt LEIBNIZ!) 


!) Såsom differentialkalkylens grundläggare anses NEWTON (1642— 
1727) och LmEIBNIZ (1646 —1716). NEWTON's upptäckter inom detta om- 
råde härröra från tiden 1765—1770, men offentliggjordes först långt se- 
nare, i särskilda arbeten bland hvilka främst böra nämnas Treatises of the 
species and magnitude of curvilinear figures (1704) samt Method of fluxions 
and infinite series (1736). LEiBNIZ” första arbete öfver differentialkalkylen 
bär titeln Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae 
nec fractas, nec irrationales quantitates mbvratur, et singulare pro illis calculi 
genus (1684). 

Emellertid voro flere af differentialkalkylens begrepp och metoder 
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funktionens differentialtillväxt eller differential, och betecknas 
äji(2) a Alltså: 


Differentialtillväxten eller differentialen af en funktion är 
lika med produkten af argumentets tillväxt och funktionens deri- 
vata, tagen för det betraktade argumentvärdet. 


Derivatan har på grund häraf. äfven erhållit namnet 
differentialkoefficient. Till åtskillnad från differentialtillväx- 
ten benämnes Af ofta funktionens fullständiga tillväxt. 

Likheten (46) tillåter en enkel geometrisk tolkning. Vi 
draga tangenten till kurvan y=/f(zx) i den punkt P hvars 
abskissa är x. Denna vangena ekva- 
tion är 


Y—f(2)=1"(2)(X—2), 


och dess ordinata för X=x+A4zx 

har således värdet Y=f(x)+/f"(x)AL, 

hvarur följer f(r)Azx= LETTER 
Funktionens differentialtillväxt är således identisk med till- 
växten af tangentens ordinata från punkten x till punkten x+ Ax | 
(i figuren stycket AB). Den andra delen, Ax [Ax], af funk- 
tionens fullständiga tillväxt Af kan åter sättas under formen 


AM -frAr=(fle+Ax)-f (XF) 
= f(e +A2)—Y, 


Hen är således lika med skillnaden mellan kurvans ordinata 
och tangentens ordinata i punkten x+Ax (i figuren stycket 
Ba 


Xx X+AL 


äg 


redan tidigare kända, och hade användts af särskilda matematiker i un- 
dersökningar öfver tangentproblemet samt öfver maxima och minima, 
ehuru deras idéer ännu icke antagit en precis form och beteckningssättot 
ännu icke systematiserats. Bland dessa matematiker böra främst nämnas 
DESCARTES eller CARTESIUS (1596— 1650), FERMAT (1601 —1665), PASCAL 
(1623 — 1662) och HUYGHENS (1629 —1695). 

Bland matematiker efter NEwTtON och LEIBNIZ som bidragit till 
infinitesimalkalkylens vidare utveckling förtjena att i främsta rummet 
nämnas EULER (1707 —1783), LAGRANGE (1736 — 1813) och CAucHY (1789 
— 1857). 


a 
Ör 
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Ofvanstående sats om sönderdelningen af en funktions 


tillväxt låter omvända sig som följer: 


Om den tillväxt, Af, som funktionen f(x) erhåller då argu- 
mentet förändras från värdet x till värdet zx+ Ax, kan sättas 
under formen 


(46Y Af=kAx—+Ax[Az£x], 


där k är en ändlig, af Ax oberoende koefficient, och [Ax] en 
kvantitet som försvinner samtidigt med Ax, har funktionen f(x) 
en derivata för det betraktade argumentvärdet x, och denna deri- 
vatas värde är =k. 


Ty likheten (46Y kan skrifvas 


Slaka 
och härur följer 
lim Lek, 
EET ae 


hvilken likhet just innebär vårt påstående. 


Vi återvända till differentialbeteckningen. Om den be- 
traktade funktionen är identisk med variabeln x, erhålles för 
dess differential uttrycket dr=Dzx.Ax=Azx, då ju Dx=1. 
Man kan följaktligen, utan att någon oklarhet därigenom upp- 
står, beteckna den oberoende variabelns tillväxt med dz i 
stället för Ax, och erhåller då för differentialen af en funk- 
tion f(x) den enhetligare beteckningen 


(47) dflt)=Flmwjdr, 
hvarur följer 

= XM 2 ön 
(47) f(0)= EA. 


I enlighet härmed benämnes derivatan äfven differentialkvot. 
Om funktionen kort betecknas med y, erhåller dess derivata 


; ; dy 
beteckningen EA 
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Med användande af differentialbeteckningen har man t. ex. 
d(r)=nx"" de, 


och de öfriga reglerna för funktioners derivering kunna på 
samma sätt skrifvas såsom differentialformler. Exempelvis 
erhåller man ur likheterna (25) s. 255 och (27) s. 257, då 
man multiplicerar. dem med dx och använder beteckningen 
(47), följande formler: 


d (uv)=2dv + vdu, 


(4 vdu—udv 
d )= PARA 
v 


=» 


(ba 


Användningen af differentialer i stället för derivator 
erbjuder vissa formella fördelar hvilka här böra framhållas. 
| Om vi beteckna den oberoende variabeln med x, dess 
tillväxt med dx, den gifna funktionen med w, dess derivata 
med D,y och dess differential med dy, är enligt (47) 


(48) | | dy=D y.dz. 


Vi göra nu Zz till en funktion af en ny variabel t, hvar- 
vid äfven y öfvergår i en funktion af t.' Likheten (48) bibe- 
håller härvid fortfarande sin giltighet, förutsatt att dx och dy 
tolkas såsom differentialerna af x och y, uppfattade såsom funk- 
tioner af t: 


da EEE ARD a ag SIDA 


Ty enligt regeln för en sammansatt funktions derivering er- 
hålles, då y är funktion af x och x i sin tur beror af t, 


Dy=Dy. Dix, 
eller, om vi multiplicera med dt, 
Dydt=Dy.(Dxdåt), 


hvilken likhet på grund af (49) kan skrifvas under formen (48). 
Speciellt kan man i likheten (48) uppfatta y såsom obe- 
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roende variabel och x såsom funktion, hvarvid således dy 
betecknar tillväxten af y och dx differentialen af x: 


AED AY: 


Regeln för inversa funktioners derivering ger oss nämligen 
Sholna UA hvarur genom multiplikation med dy följer 
dy= Dy (Dyx.dy)=D.y.dz. 

Om x och y äro bundna t. ex. genom likheten 


erhålles genom differentiering: 


2(1+y') 


TEE 


dy. 
Vi tänka oss härvid först x såsom funktion af y, men resul- 
tatet gäller, såsom ofvan visats, äfven om vi uppfatta x så- 
som oberoende variabel och y såsom funktion, eller om x och 
y båda uttryckas såsom funktioner af en parameter. 

Låtom oss ännu antaga att mellan x och , råder ekva- 
tionen 


(50) Torry 28 1. 


Denna är af andra graden med afseende å x och y och defi- 
nierar således hvardera variabeln såsom en tvåtydig funktion 
af den andra. Tänka vi oss t. ex. y såsom funktion af x, 
erhålles (jmf. n? 48) 


fra Yi 222 —Y =D Yr tYy Dy =0 
eller, om vi multiplicera med dx och skrifva D y.dx=dy, 


2xdx—-ydx—Xxdyt+4ydy=0, 
eller ännu 
(2x—'y) dx—(x—4y)dy=0. 


Denna likhet, hvilken direkt erhålles då vi differentiera ekva- 
tionen (50), bibehåller sin giltighet hvilken kvantitet än väl- 
jes till oberoende variabel, blott man alltid tolkar dx och dy 
såsom differentialerna af x och y, uppfattade såsom funktio- 
ner af denna variabel. 
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Öfningsuppgifter: 


1) Sönderdela den fullständiga tillväxten af enhvar af funktionerna 


enligt likheten (46)', och bestäm på denna väg dessa funktioners deri- 
vator. 
2) Bilda följande funktioners differentialer: 


(u(z))”, ev, 10g wlx), flulx)). 


3) Hvilket uttryck erhålles för differentialen af en produkt af ett ' 
ändligt antal faktorer? 


31. Det differentialgeometriska betraktelsesättet. — Vi 
hafva definierat differentialen af en funktion såsom den del 
af funktionens tillväxt hvilken är proportionell mot argu- 
mentets tillväxt. Under en tidigare period gjorde sig emel- - 
lertid ett annat betraktelsesätt gällande beträffande differen- 
tialerna, i det de af flere matematiker uppfattades såsom oänd- 
ligt små kvantiteter. Man resonerade ungefär på följande sätt: 

I högra membrum af likheten (46) blir den senare ter- 
men allt mindre i förhållande till den förra då Ax närmar 
sig 0. Ger man åt Ax ett oändligt litet värde, dx, kan den 
senare termen ”negligeras i jämförelse med den förra. Funk- 
tionens tillväxt erhåller härvid själf ett oändligt litet värde, 
och om detta betecknas med df, är således 


df=f"(£)dx och f(r)=9L- 


Detta resonemang rör sig emellertid med begrepp hvilka 
icke hafva något innehåll. Hvarje gifvet, från 0 skildt värde 
Ax (här är fråga endast om reella tal) är jämförligt med 
hvarje annat gifvet värde M, ty man kan alltid finna ett 
sådant positivt helt tal n» att n|Ax|>]|MI|. Det finnes så- 
lunda intet tal, utom 0, om hvilket kan sägas att det är oänd- 
ligt litet och på denna grund kan negligeras i jämförelse med 
ett annat tal. 


Behandlingen af differentialerna såsom oändligt små 
kvantiteter fortlefver icke dess mindre i Analysen, särskildt 
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i dess. användningar på geometrin och fysiken, och har sin 
betydelse såsom ett medel att härleda resultaten på en kor- 
tare och åskådligare väg, samt att framställa bevisen under 
en koncentrerad form. Vi skola belysa detta genom några 
enkla exempel, och tillika visa huru man bör modifiera 
resonemanget för att ernå full stränghet. 

Vi härleda först derivatan af funktionen y= arc tang x 
genom s. k. differentialgeometrisk betraktelse. 


Mot argumentvärdet x=AB (se figuren till venster) 
svarar funktionsvärdet y =arec AB". Då argumentet får till- 
Mastenldrx=BC får funktionen tillväxten dy = are B'D'". 
Vi draga cirkelbågen BD med 0 såsom medelpunkt och 
OB såsom radie. För ett oändligt litet värde dx kan figu- 
ren BCD betraktas såsom en rätlinig triangel i hvilken 
vinkeln vid D är rät och vinkeln vid C lika med vinkeln 


CBA o —y. Man erhåller då 
DIETISTEN ESCOS vd 
Å andra sidan erhålles ur figuren 


BOR ICOB! MOA 
BILA OB ROR 


CORY 


hvaraf B'D'= dy = BD cos y. Alltså blir 


dx dx 
FYR ra ZE 
I +tang y JRR 


-dy=cos'y.dx= 


eller 
Un. J y 
FAR 
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För att göra detta resonemang strängt, behöfva vi en- 
dast skrifva (se figuren till höger) 


Ay arcus B'D' arcusB'D' arcus BD - kordaän BD 


Ax BC ” ”areusBD <kordan BD BC 


I 


Här är, såsom ofvan visats, 


arcus B'D' = Sd 
arcus BD == g: 
Vidare närmar sig förhållandet 
Ay 
arcus BD: — 0 BAY Sr 
KÖPAAD AA 20B.sin AM sin 


gränsvärdet 1 då Ax och således äfven Ay närmar sig 0. 
Slutligen erhålles, om vi draga kordan BD, ur den rät- 
liniga triangeln BCD 

kordan BD sin BCD 


BC — sin BDC ' 


Då Ax närmar sig 0 närmar sig vinkeln BOD =5 4 -—Ay 


gränsvärdet 3 —y och vinkeln BDC = 5 + AY närmar sig > i 


2 
. Å TT 
Det sista” förhållandet har 'således till gränsvärde —— — 
: Sin — 
2 
= cos y, hvaraf vi sluta | 


lim = =ec08"y= ae 
Ax=0 Ax d I 


Såsom andra exempel betrakta vi en kurva hvars ekva- 
tion är gifven i polära koordinater 


r=r (9), 


och söka den vinkel O som kurvans tangent, utdragen i den 
riktning i hvilken q växer, bildar med förlängningen af ra- 
dius-vector (jmf. uppgiften (3) s. 274). 
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Mot vinkeln AOP =49 svarar (se den första af ofvan- 
stående figurer) radien ÖP =r7, mot vinkeln AO0P'=q + d9 
radien OP'=r+dr; P'Q är en cirkelbåge uppritad med 
0 såsom medelpunkt och radien OP". I figuren PQP"' är så—- 
ledes PQ= dr och P'Q=(r+dr)dqy, hvaraf 


RÖ Litt är) RET ET 
PO dr dr 
de 


Nu kan denna figur, för oändligt små värden af dq och dr, 
uppfattas såsom en rätlinig triangel i hvilken vinkeln vid Q 
är rät och vinkeln vid P lika med 0, och vi erhålla följakt- 
ligen, då dr kan negligeras i jämförelse med r, 


(51) tang PEKAS 


. Denna åskådliga härledning kan ersättas med följande 
stränga resonemang (se figuren till höger): 

Vi beteckna vinkeln mellan sekanten PP” och förläng- 
Hmingen £PQ af radius-veetor med 0O'; man har 0 < O'L xx, 
om Ag antages positivt. I triangeln PQP' är då vinkeln 


man Palika med Of, vinkeln vid Q. lika med SD och 


2 
vinkeln vid P"' således lika med 3—0'+53"- För förhål- 
landet mellan den första och den tredje vinkelns siner er- 


hålles uttrycket: 


sin 0” — kordan PQ == kordan P'Q arcus P' 2, 


A N får HarcusiR! Är 
cos (0'- 5") i a Q 


eller slutligen, då arcus P'Q=1(r + Ar) Ag, 
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sin O” r+Ar kordan P'Q 
(52) ER | Q. 
IVA NT arcus P'Q 
cos AR ; 
2 ÅA p 


Vi antaga att funktionen (9) är kontinuerlig och har 
en bestämd derivata »r'(9) för det gifna värdet g&, och be- 
trakta först det fall då värdet af r'(q) är ändligt och olika 0. 
I högra membrum af (52) har då Rx första förhållandet för 
AY =0 det ändliga gränsvärdet - RS det andra förhållandet 
gränsvärdet 1, så att vi erhålla 

in O' ie 
(53) lim sb =. 
Ap=00 cos 0'- Sn EA 


Häraf följer att vinkeln O', då Aq försvinner, närmar sig 
den mellan 0 och =x liggande vinkel O som bestämmes ge- 
nom likheten (51). Ty ur (51) och (53) följer att skillnaden 


ÅA 
sin O"' cos O — sin & cos (0-3) 


—tang O = ; 
cos O) COS (0 -£7) 


har 0 till gränsvärde för Aq9=0, och att täljaren i högra 
membrum således närmar sig 0 samtidigt med A'Yy. Denna 
täljare kan sättas under formen 


sin (O'— 0) + sin O ( HOS 0'—cos(0'—4)) 


| j : RN Ae ARA 
= sin (0' — 0) — 2 sin O.. sin 7 . sin (0' — 2): 


I det sista uttrycket närmar sig den andra termen skildt 
för sig gränsvärdet 0, och vi erhålla således lim sin (O' — 9) 
= 0 eller slutligen im: O”=OF sb 

Öm (9) 0,d: VIS RR =0, växer det numeriska 
värdet af förhållandet (52) öfver hvarje gräns då Aq för- 


. .” ÅA . . [0] fa 
svinner. Nämnaren cos (0 — =) närmar sig således 0, hvaraf 


vi sluta att lim (0'-—- 55) = 5 och således äfven lim O'= 3 c 
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/ . ÅA o . . 
Om »”'(q9)=- 00, växer ÄG mot oo då Agq försvinner 


och förhållandet (52) närmar sig således 0 genom positiva 
värden. Då, såsom ofvan påpekades, 0L O'Z 7, sluta vi 
HäpaNatt lim O'=0. 

Är slutligen r'(q9)=— 00, närmar sig förhållandet (52), 
då Ag försvinner, noll genom negativa värden, hvaraf vi 
sluta att lim O'==x. 

Härmed är strängt bevisadt att, om derivatan r”'(w) 
existerar, vinkeln OO” mellan sekanten PP"' och förlängnin- 
gen PQ af radius-veetor, då Aq närmar sig 0 och punkten 
P' således längs kurvan rycker mot P, närmar sig en be- 
stämd gränsvinkel O, hvilken satisfierar likheten (51). 


Öfningsuppgifter: 


1) Härled derivatorna af funktionerna sin x, arc cosx och secx 
genom differentialgeometrisk betraktelse, och visa huru resonemanget i 
hvarje fall bör modifieras för att blifva strängt. 

2) Undersök tangenten till spiralerna 


r=a09 och r=0et? 
äfvensom till lemniskatan !') 
(er +y') =20 (0 -y); 


hvars ekvation först bör uttryckas i polära koordinater. 


32. Derivator af högre ordning. Partiella derivator. — 
Om funktionen f(x) för hvarje argumentvärde inom en viss 
intervall har en ändlig derivata, f(x), utgör denna en inom 
samma intervall entydigt definierad funktion af x, och man 
kan fråga sig om denna funktion i sin tur Sr dbriverdn 
d. v.s. om gränsvärdet 


Ce FAR) ER) 
Ax 


lim 
A= 0 
existerar. Om så är fallet, säges detta gränsvärde utgöra 


derivatan af andra ordningen eller den andra derivatan af funk- 
tionen f(x) för det betraktade argumentvärdet x, och beteck- 


1) Jmf. L. LINDELÖF, Lärobok i Analytisk geometri, tionde kapitlet. 
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nas, enligt de olika, af LEIBNIZ, LAGRANGE och CAUCHY an- 
vända beteckningssätten, 


d ATA fn, DÖ f(x). 


Kan den andra derivatan af funktionen f(x) åter deri- 
veras, benämnes resultatet derivatan af tredje ordningen eller 
den tr Che derivatan af f(x), och betecknas 


dif 


Pa fe), DÖ. 


Allmänt benämnes det resultat som erhålles då den 
(n— 1)2 derivatan af funktionen f (x) deriveras, förutsatt 
att detta är möjligt, funktionens »n' derivata 'eller derivata 
af n' ordningen, och betecknas 


EL, fa, Da. 
För de tre första derivatorna af polynomet. 
flxr)=0 Fpx+q 
finner man t. ex. uttrycken 
f(x)=30" +p, f(c)=6x, f(r)=6, 


medan de följande derivatorna alla identiskt försvinna. All- 
mänt är den n&? derivatan af ett polynom af »n'? graden en 
från 0 skild konstant och alla följande derivator identiskt 0. 

Vi anteckna ännu följande resultat, som läsaren själf 
bör verificera: i 


D” (x")=n!, om n är ett positivt helt tal; 

D” (xt) =ulu—1)...(u—n+1)2x"—"”, för hvarje reellt u; 
INR AS 

Pp” (a”)=a"” (log a)” 


n+10(n— 1)! 


2 
n 
LC 


DR logx=(—1) 


fälten 
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DÖ” sinz=/(— 1)" sin x; 


DE tVsing=(—1)"cosz. 


De två sista formlerna kunna sammanfattas i följande: 


D” sin x = sin (x +n 3) . 


För fullständighetens skull vilja vi här ännu nämna 
några ord om derivator af funktioner som bero af flere ar- 
gument, ehuru dessas studium egentligen faller utom planen 
för vår lärobok. 

Vi betrakta en funktion f(x,y) af de två oberoende 
variablerna x och y. Låta vi af dessa endast en i sender 
variera medan den andra bibehåller sitt värde, ledas vi till 
att betrakta gränsvärdena 


(54) lim fl(z+Az,y)—- f(x, Di 
Are==0 Ax 

(55) lim fl(z,.ytAy)—-fl(z,y) 
=E Ay 


Det förra gränsvärdet (om det existerar) benämnes den par- 
tiella derivatan af flx,y) med afseende å x, och betecknas 


ECE NEN Def). 


Gränsvärdet (55) åter kallas den partiella derivatan af f(lx,wy) 
yved afseende å y, och betecknas 


ARD, Fra (a, YyNS IB DS 
Dessa derivator erhållas enligt vanliga differentiationsregler, 
i det man vid bildandet af f'.(x,y) har att betrakta argu- 
mentet y, vid bildandet af f',(x,y) argumentet x såsom kon- 
stant. 

Exempelvis har funktionen 


fri) AG tr 2Bxyt Oy +H2Dzt+ 2Ey+ F 
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de partiella derivatorna | ; 
f(2,y)=2(42+By+D), 
Fylz,y)=2(BX+ Cy+t PE). 


På enahanda sätt definieras och bildas de partiella deri- 
vatorna af funktioner af tre eller flere argument. Vi ingå 
här icke på partiella derivator af högre ordning. 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna följande derivator: 
DE (VRT) AD (x10g(1 EE) DÖ (x310g2). 


z STERN 
2) Undersök derivatorna af funktionerna x” och x? sin = för”x =0 


3) Bilda det allmänna uttrycket för den n'? derivatan af enhvar af 
funktionerna 


COS d.x SES sin ”x Sr 
LURA öl SEA NE 

4) Härled medels fullständig induktion ett allmänt uttryck för den 
n'" derivatan af produkten u(x)v(x). 


53) Bilda följande funktioners partiella derivator: 


PROP A NO 2 l 

Vx +y?, arctang 7, 0 JA 

33. Roille's sats. — Enligt den s. 242 bevisade satsen, 
kunna vi af derivatans tecken för ett gifvet argumentvärde x 
sluta till i hvilken riktning funktionen varierar då argu- 
mentet förändras från värdet x till ett värde i en viss liten 
omgifning af x. För att ernå allmännare resultat beträffande 
funktioners variation, måste vi först bevisa följande enkla 
sats, hvilken utgör grundvalen för differentialkalkylens vi- 
dare utveckling. 


ROLLE'S SATS. — Vi betrakta en funktion f(x) som upp- 
fyller följande tre villkor: 

19 f(x) är entydig och kontinuerlig för hvarje värde x som 
tillhör intervallen (a,b), värdena a och b medräknade; 
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20) kär värdet 0 för x=a och för x—"D; 

39 f(x) har en bestämd derivata f'(x) för hvarje värde x 
mellan a och b. 

Under dessa förutsättningar finnes det mellan a och b åt- 
minstone ett värde för hvilket derivatan f'(x) är lika med 0. 


Om f(x) är konstant inom intervallen (a,b), är f'(x) 
noll för hvarje värde x mellan a och b och satsen således 
riktig. | 

Är funktionen f(x) icke konstant inom (a,b), sluta vi 
främst af villkoret 12, enligt den senare af de s. 38 anförda 
satserna om kontinuerliga funktioner, att bland de värden 
funktionen antar för de betraktade argumentvärdena finnes 
ett största värde M och ett minsta värde mm. 

Mitantaga. först att. / (Xx) 1 nagon, punkt af (a,b) har 
ett positivt värde. Funktionens största värde M inom (a, b) 
är då äfven positivt, och den eller de punkter där detta 
värde uppnås måste således, enligt villkoret 29, ligga mellan 
a och b. Det finnes följaktligen åtminstone ett värde & mel- 
möro och. b för hvilket £(:)= M. 

Enligt villkoret 3? har f(x) för x=5 en bestämd deri- 
Kata LS) CDennas värde. är=0. Ty: vore f/(5) > 0: eller 
fF(S)<Z0, skulle man, enligt den s. 242 bevisade satsen, 
kunna finna ett sådant positivt tal d att olikheten f(x) > f (5) 
vore uppfylld, i förra fallet för 5 < xL E+ Jd, i senare fallet 
för 8-0 <Xx<5. I båda fallen stöter man således på en 
motsägelse, ty f(£) = M är enligt vår förutsättning det största 
värde f(x) öfverhufvud antar inom intervallen (a,b). Såle- 

des är f'(£$)=0 och satsen följaktligen riktig. 
: Om slutligen f(x) icke i någon punkt af (a,b) har ett 
positivt värde, måste det inom intervallen finnas någon punkt 
i hvilken Nktionen är negativ, eftersom vi antaga att den 
icke är konstant. Funktionens minsta värde m inom (au, b) 
är då äfven negativt, och hvarje argumentvärde för hvilket 
detsamma uppnås ligger således mellan a och b. Det finnes 
således i detta fall åtminstone ett sådant värde & mellan a 


och b att f(5)=7m, och man inser på samma sätt som ofvan 
Stl CE 0 


19 


ROLLE's sats är härmed fullständigt bevisad, om vi näm- 
ligen antaga satsen s. 38 riktig. 


Den geometriska tolkningen af ROLLE'S sats är synner- 
ligen enkel. Enligt de antaganden vi gjort representerar 
ekvationen y=/f(x) en konti- 
nuerlig kurva som skär x-axeln 
i punkterna x = a och x==0oeh 
i hvarje mellanliggande punkt 
har en bestärid tangent. Sat- 
sen utsäger att kurvans tangent 
är parallell med x-axeln i åtminstone en punkt P mellan a och b. 


Om funktionen f(x) och dess derivator äro kontinuer- 
liga inom en viss intervall (a,b), kunna vi af ROLLE's sats 
sluta att mellan två rötter till ekvationen f(x)=0, som falla 
inom (a,b), ligger åtminstone en rot till ekvationen f(x) =0, 
mellan två rötter till denna åtminstone en rot till ekvationen 
00: SV. 

Man kan använda denna sats för att bestämma en öfre 
gräns för antalet reella rötter till en ekvation som falla inom 
en gifven intervall. Exempelvis kunna vi af densamma sluta” 


att ekvationen x' + px+q=0 icke kan hafva mer än en reell 
rot om p>0. Ty annars skulle den genom derivering er- 


hållna ekvationen 3x' +p=0 hafva åtminstone en reell rot, 
hvilket emellertid icke är fallet om p har ett positivt värde. 


Öfningsuppgifter: 


1) Bevisa att ekvationen x.+px +qzx+r-r=0 icke kan hafva flere 
än två reella rötter om p > 0. 


2) Hvad kan med stöd af ROLLE's sats sägas om. antalet reella 
rötter till den trinomiska ekvatiorien 


xr"'+px+q9=0? 


Tolka resultatet geometriskt (jmf. n? 4). 
3) Bevisa att ekvationen 


FEET (0) 


där P(2x) är ett polynom af n'? graden, icke kan hafva flere än n+1 
reella rötter. 
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34. Medelvärdssatsen. — Om man bortlemnar den andra 
af de i ROLLE's sats gjorda förutsättningarna men bibehåller 
de öfriga oförändrade, kommer man till en viktig generalise- 
ring af denna sats, som vanligen benämnes 


MEDELVÄRDSSATSEN. — Vi antaga att funktionen f(x) upp- 
fyller följande tvenne villkor: 

19 f(x) är entydig och kontinuerlig för hvarje värde x 
som tillhör intervallen (a,b), värdena a och b medräknade; 

29 f(x) har en bestämd derivata f' (x) för hvarje värde x 
mellan a och b. 

Det finnes då mellan a och b åtminstone ett värde & för hvilket 


(56) fre) tCIRe. 


Vi tolka genast satsen geometriskt. Vi upprita kurvan 
y=f(2x) och utmärka på densamma de punkter, 4 och B, 
hvilkas abskissor hafva värdena a och b. Enligt våra an- 
taganden förlöper denna kurva 
kontinuerligt från A till B och 
har i hvarje mellanliggande 
punkt en bestämd tangent. 
Högra membrum af (56) ut- 
gör vinkelkoefficient för sekan- 
ten genom punkterna A och B, 
venstra membrum åter vinkel- 
koefficient för kurvans tangent i den punkt £ som har ab- 
skissan &. Satsen utsäger således geometriskt att det finnes 
på kurvan åtminstone en punkt P mellan A och Bi hvilken tan- 
genten är parallell med sekanten AB. 

Denna geometriska tolkning visar äfven huru ofvan- 
stående sats kan återföras till ROoLLE's sats. Vi behöfva 
endast tillämpa denna på skillnaden mellan kurvans ordi- 
nata och ordinatan för sekanten AB, alltså på funktionen 


WENT (0 LIRARNA). 


Denna funktion & (x) uppfyller alla de erforderliga vill- 
koren:-den är kontinuerlig inom intervallen (a,b) och i dess 
ändpunkter, eftersom f(x) enligt antagandet är det; vidare 
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är, såsom man omedelbart verificerar, 9 (a) =0 och 9 (b) = 0; 
slutligen har qg/(x), på grund af det senare antagandet be- 
träffande f(x), för hvarje värde x mellan a och b en bestämd 
derivata: 


p9' (2) =7"(x)— PS 


rRl 


Vi kunna således verkligen tillämpa ROLLE'sS sats på 
funktionen & (2), och sluta af densamma att det mellan a och 
b finnes åtminstone ett värde & för hvilket 9 ' (5) =0 eller 


fö SER 


Men denna likhet är identisk med (56), och medelvärdssatsen 
är härmed bevisad. 


Likheten (56) kommer vanligen till användning under 
formen 


(56)" f.(d)—f (a) =FA(E) (b—a). 


Här utgör venstra membrum den tillväxt funktionen f(x) 
erhåller då argumentet x varierar från a till b, högra mem- 
brum åter är lika med argumentets egen tillväxt, b— a, 
multiplicerad med derivatan f'(5). Medelvärdssatsen kan Så- 
ledes kort sammanfattas som följer: 


Funktionens tillväxt är lika med produkten af argumentets 
tillväxt och funktionens derivata, tagen för ett värde som ligger 
mellan argumentets begynnelsevärde och dess slutvärde. 


Denna sats spelar en synnerligen viktig roll i Analysen. 
Vi använda densamma här för att från en ny sida belysa 
den tidigare behandlade frågan om uppskattningen af resul- 
tatets noggrannhet vid numerisk kalkyl. 

Vi antaga att det gäller att beräkna värdet af en funk- 
tion f(x) för ett gifvet argumentvärde x=a, men att här- 
vid i stället för det exakta värdet ä användes ett approxi- 
mativt värde a. Dettas korrektion beteckna vi såsom förut 
med Aa, så att a=a + Aa och Aa =ä—a. I stället för det 
sökta funktionsvärdet f(a) erhålles då värdet f(a), hvars 
korrektion är 


Af =fla) = (0). 
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Vi förutsätta att f(x) och f'(x) äro kontinuerliga för 
alla ifrågakommande argumentvärden. Enligt (56)' är då 


f (a) —f(a)=Ff"(£) (a—a)="(8) Aa, 
där £ ligger mellan a och ä, och vi erhålla således 
(57) Aff (ENG, 


hvilken likhet tillåter oss att approximativt uppskatta resul- 
tatets korrektion Af om Aa är bekant. 

Om M' betecknar det största och m” det minsta värdet 
»af f(x) inom intervallen (a, a), har man enligt (57) olik- 
heterna | 


(57) fe OM 


Känner man endast en öfre gräns G' för de värden 
If'(x)| antar mellan a och ä, så att |f (x)| EG" inom hela 
denna intervall, erhålles ur (57) för resultatets fel | Af| den 
öfre gränsen ; 


ge. cc IAF I EGT Aa]. 


Vi tillämpa det sagda på funktionen f(x)=Vx, hvars 


Hörvata ar f(x)js SE Om xx ligger mellan a och a ligger 
AL 


pA 


i 
VOCNW==E WWDC enaO 
2ya 2 a Äg 2 


(57)' ligger således korrektionen för det: närmevärde, Va, 


värdet af denna derivata mellan 


som erhålles för Va då a ersättes med det approximativa 


värdet a, mellan gränserna Weg NE (mia st AR) 


fil lad 2Va 


Öfningsuppgifter: 


1) Huru noggrant värde bör man känna för sin x eller för Log sin x 
för att vinkeln x skall blifva bestämd på 1' när, då man antar att x lig- 
ger a) melian 5” och 10”, b) mellan 45” och 50”, c) mellan 80” och 85” ? 

— 2) Med hvilken noggrannhet bör värdet af Logx vara gifvet för 
att x skall kunna beräknas med ett fel mindre än en enhet, om talet x 
ligger a) mellan 1000 och 2000, b) mellan 53000 och 6000,:c) mellan 9060 
och 10000? 
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3) Uppskatta storleken af de fel som begås i värdena af uttrycken 


är SÄ Ned 
Logz, (FH) >» 63 


+ 


om för az användes närmevärdet 3,14. 


33. Integralkalkylens fundamentalsats. Betydelsen af de 
två första derivatornas tecken för funktionens förlopp. — Vi 
hafva sett (s. 255) att, om skillnaden mellan tvenne funktioner 
är konstant inom en intervall, deras derivator till sitt värde 
öfverensstämma i hvarje punkt inom densamma. Medelvärds- 
satsen tillåter oss att omvända detta resultat och bevisa föl- 
jande sats, hvilken, på grund af den viktiga roll den spelar 
i integralkalkylen, kan benämnas 


INTEGRALKALKYLENS FUNDAMENTALSATS. — Om funktio- 
nerna f(x) och falx) äro kontinuerliga och deras derivator f', (x) 
och f's(x) till värdet öfverensstämma i hvarje punkt af en inter- 
vall, är funktionernas skillnad konstant inom denna intervall. 


På grund af våra förutsättningar är skillnaden jet) 
=/£,i(x) — f(x) kontinuerlig och dess derivata noll i hvarje 
punkt af den betraktade intervallen. Satsen kan således 
återföras till följande: 


Om en funktion f(x) är kontinuerlig och dess derivata lika 
med 0 i hvarje punkt af en intervall, är funktionen konstant 
inom denna intervall"). 


; 1) Geometriskt tolkade, innebära de gjorda antagandena att kurvan 
y=7(2x) är kontinuerlig och dess tangent parallell med x-axeln i hvarje 
punkt af intervallen i fråga. För åskådningen synes häraf med nödvän- -: 
dighet framgå att kurvan inom denna intervall utgöres af en med x-axeln 
parallell rätlinig sträcka, och att dess ordinata f(x) således har ett kon- 
stant värde. 

Dylika på den geometriska åskådningen grundade resonemang bör 
emellertid icke tillmätas någon bindande kraft; i svårare frågor kunna 
de lätt leda och hafva ofta ledt till oriktiga resultat. 

Den geometriska åskådningen har icke dess mindre sin stora bety- 
delse äfven för Analysen, dels såsom hjälpmedel för upptäckandet af nya 
resultat, dels för att åskådliggöra och därigenom underlätta förståendet 
af de analytiska bevisen. 
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Beviset följer omedelbart ur medelvärdssatsen. Ty om 
vårt påstående icke vore riktigt, funnes det inom intervallen 
i fråga säkert två punkter, x, och x,, i hvilka f(x) antoge 
olika värden, £f(x,) och £f(x3). Enligt nyssrämnda sats 
skulle det då mellan x, och x3,, alltså inom intervallen, fin- 
nas åtminstone en punkt 5 i hvilken derivatan vore lika med 


fli) — f(x) 


Cb a 


och således skild från 0. Men detta strider mot vårt anta- 
gande. 


Man säger om en funktion f(x) att den växer eller tilltar 
inom en intervall (a,b), om 


LA )EA KAL I) TS SNACt sko po 


förutsatt att x, och x, ligga inom nämnda intervall. 
Om däremot, för hvarje värdepar x;,x. inom (d,b), 


FURSTE (or) Sa AShArtl 09 >>, 


säger man att f(x) aftar inom intervallen (a,b). 

Beträffande funktioners till- och aftagande ger oss me- 
delvärdssatsen följande viktiga resultat, som utgör en gene- 
ralisering af satsen s. 242 och oupphörligt kommer till an- 
vändning i differentialkalkylen: 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig inom intervallen (a , b) 
och dess derivata f'(x) är positiv inom samma intervall, utom 
möjligen i enskilda punkter där den antar värdet 0, tilltar 
f(x) inom (a,b). 

Är f(x) kontinuerlig och f'(2x) negativ i inom (a , b), utom 
möjligen i enskilda punkter i hvilka f'(x)=0, aftar f(x) inom 
intervallen (a,b). 


Det är tillräckligt att bevisa satsens förra del, ty den 
senare delen återföres till den förra om f(x) ersättes med 
SA): 


Vi antaga således att f'(x) inom (a,b) är > 0 och =0 
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på sin höjd i enskilda punkter, alltså icke inom någon sam- 
manhängande intervall, och vilja bevisa att Fm) SEEN 
ÖMT ELR då SAMT Sd Xx, ligga inom (d, 0)+ 

Man kan. icke hafva f(x.:)<f (cy: TY eid medel- 
värdssatsen finnes det mellan x, och x., således inom (a,b), 
åtminstone ett värde & för hvilket 


fr (8) = BEE 
Vore f(x) <fl(2xi), skulle f'(£) hafva ett negativt värde, 
hvilket strider mot vårt antagande. — Vi äro således säkra 
om att, inom (a,b), värdet af f(x) icke kan minskas då x 
växer. | 
Vi antaga nu för ett ögonblick att funktionen f(x) har 
samma värde Å för för och xr=2z, (”>2X41). DÅ ALFOEEN 
f(x)=A i hvarje punkt x” mellan x, och x>; ty vore f(5)y = 
skulle värdet af f(x) minskas då x växer från x' till x., och 
vore f(x') OA, skulle f(x) minskas då x växer från x, till 
x', tvärt emot vad ofvan visats. Ur antagandet f(x,)=7(x2) 
följer alltså att f(x) vore konstant och således f(x) =70 inom 
hela intervallen (zx,,zx2), hvilket strider mot våra förutsätt- 
ningar. 
Då såväl antagandet f(x.) </f (21) som antagandet f(x32) 
=/£(x,) leder till en motsägelse, återstår såsom enda möjlig- 


het att Fl REON 


Vi betrakta såsom exempel funktionen 


x+aA 
x+b” 


hvilken är kontinuerlig inom intervallerna (—00,—b) och 
(—b,00). Dess derivata 


o(2H0)= 


är ständigt positiv om b>«a, ständigt negativ om b <a. 


1) Om f'(x) icke försvinner i någon punkt inom intervallen (a, b)” 
följer satsens riktighet omedelbart ur likheten 


FAR Ta AE CE aa : 
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I förra fallet tilltar således funktionen, i senare fallet aftar 
den inom båda de betraktade intervallerna. 


Vi gå nu att undersöka betydelsen af den andra deri- 
vatans tecken för funktionens förlopp, och tolka härvid ge- 
nast resultaten geometriskt. 

Vi antaga att funktionen f(x) och dess första derivata 
f(x) äro kontinuerliga inom en viss intervall (x,—h, x+h) 
minc värdet c,, samt att flr) för z=2, har en bestämd 
andra derivata /'”(xc,). 

Vi draga tangenten till kurvan y=/f(2x) i den punkt.P, 
hvars abskissa är x, och betrakta skillnaden q/(x) mellan 
kurvans ordinata och tangentens ordinata, för hvilken er- 
hålles uttrycket 


TREE A= AED ap EEK ENA a AN 


Medelvärdssatsen ger oss f(x)—f(xo)=71"(5) (x—2x,), där & 
ligger mellan x, och x, och g(x) kan således bringas under 
formen 


plx) = (f (EF lr) (rr). 


Vi hafva att särskilja tre olika fall: 

Harrer, ha>.0.» Ur. satsen ;s. 242:1.följer, då vi tillämpa 
den på f'(x), att skillnaden f'(x)—f' (xo) är positiv om 
x > xo, Negativ om x<L x,, och således har samma tecken som 
L—Xe, OM |XL—Xo| är mindre än ett visst tal d. Nu ligger 
S&S mellan x, och x, hvaraf följer att 5 —x, har samma tecken 
Som I — X,, Samt ratt. —xy| << dom I —c))< dr Alltså 
har, för 0<|x—2x,|< d, skillnaden f' (5) —f'(x,) samma 
tecken som x—x, och funktionen &/(zx) således ett positivt 
värde, hvilket geometriskt innebär att kurvans ordinata är 
större än tangentens ordinata eller att kurvan ligger ofvanom 
tangenten inom nämnda omgifning af tangeringspunkten. Man 
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säger i detta fall att kurvan i punkten P, är konvex nedåt 
(se den första figuren). 

20 f'(x))<0. Genom att resonera såsom ofvan finner 
man att skillnaden f'(&ö) —f'(x,) har motsatt tecken mot 
x—2x, och g(x) således ett negativt värde, om |x—X,| är 
tillräckligt litet. Kurvan y=/7£(z) ligger i detta Tall nten 
viss omgifning af tangeringspunkten P,, under tangenten och 
är sålunda i nämnda punkt konvex uppåt (se den andra af 
ofvanstående figurer). 

32 f'(x,)=0. Vi antaga ytterligare att f(x) existerar 
äfven i en viss omgifning af x, och har motsatta tecken på 
olika sidor om denna punkt. Vi kunna då ånyo använda 
medelvärdssatsen och erhålla f'(5)—f'(x,)=7f"(8,) (8 —X0), 
hvaraf 


Pp (£) =" US:) (S—- Lo) (XL —L0)> 


där £, ligger mellan & och x, och således mellan x och x,). 

Produkten (ö — x,) (x—2X,) är positiv, ty dess faktorer 
hafva samma tecken. Derivatan f”(£,) ändrar däremot, en- 
ligt antagandet, tecken samtidigt med 5, —X,, d. v. s. samti- 
digt med x—2Xx,. Följaktligen har & (x) olika tecken på olika 
sidor om x,, hvilket geometriskt innebär att kurvan y EPO) 
på olika sidor om tangeringspunkten P,, i en viss omgifning 
af densamma, ligger på olika sidor om tangenten (se den 
tredje figuren). Punkten P, säges utgöra en inflexionspunkt 
för kurvan. 

Vi sammanfatta kort de erhållna resultaten: 


Kurvan y=f(x) är konvex nedåt 1 hvarje punkt där 
fU(r)> 0, konvex uppåt i hvarje punkt där fi) ETO EEE 
punkt där f'(x)=0 har kurvan en inflexion, om f(x) har mot- 
salta tecken på olika sidor om denna punkt. 


Vi betrakta såsom exempel kurvan y=sinx. Den andra 
derivatan D” sin x = — sin x är negativ för 0 << x<Zx, noll 
för x=0, positiv för —-T7<x<0. Kurvan är således kon- 
vex uppåt i hvarje punkt inom intervallen (0,57), konvex 
nedåt i hvarje punkt inom intervallen (— x,0), och har en 
inflexion i origo. 
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Öfningsuppgifter: , 


1) Bestäm de intervaller inom hvilka funktionerna 


e 
xc +3x—1, PRAG Dre 


till- eller aftaga, undersök motsvarande kurvor med afseende å konvexi- 
teten och bestäm deras inflexionspunkter. 
: 2) Undersök huru funktionen 


"| 
& LOSE KLEPE 
x 
varierar då x växer från 0 till co eller aftar från — 1 till — co. 


56.  Differentialkalkylens användning för bestämmandet af 
funktioners maxima och minima. — Såsom läsaren säkert re- 
dan själf observerat, leda de i det föregående erhållna resul- 
taten till en enkel metod för bestämmandet af funktioners 
maxima och minima (jmf. n? 6). För korthetens skull införa 
vi benämningen extremum eller extremt värde för att samman- 
fatta begreppen maximum och minimum. 

Vi betrakta först ett argumentvärde x, för hvilket den 
gifna funktionen f(x) är kontinuerlig och har en bestämd 
örnivätadt (Co), Om, fix) 0; följer ur sätsen”s. 1242 att 
f(x) i en huru liten omgifning som helst af x, antar såväl 
värden större än £f(x,) som värden mindre än f£f(x,), och att 
£(x,) således icke utgör något extremt värde. Skall ett ex- 
tremum inträda för x=X,, erfordras således ovillkorligen 
BTR fal) ==0; 

Men en funktion kan äfven hafva ett extremum i en 
punkt där den antingen är diskontinuerlig eller icke har en 
bestämd derivata. Ett enkelt exempel på det senare fallet 
ger oss funktionen f(x)=|x/|; denna har ett minimum för 
x=0, för hvilket värde derivatan f'(x) icke existerar (jmf. 
8. 241). 

Vi erhålla således följande regel: 


De argumentvärden för hvilka en funktion f(x) uppnår sina 
extrema värden äro alt söka, dels bland rötterna till ekvationen 
f'(x)=00, dels bland de värden x för hvilka f(x) är diskontinuer- 
lig eller icke har en bestämd derivata. 
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Om de sistnämnda värdena kan intet allmänt utsägas, 
"och måste man i hvarje fall särskildt undersöka huru funk- 
tionen förhåller sig i deras omgifning. Däremot kan man 
uppställa ett enkelt kriterium som i allmänhet är tillräckligt 
för att afgöra om en funktion verkligen har ett extremum i 
en punkt där dess derivata försvinner. 

Vi betrakta således ett värde x, för hvilket ERE 
och antaga 19 att f(x) är kontinuerlig och f'(x) existerar i 
en viss omgifning (x,—d,x,+0d) af detta värde, samt 2? att 
derivatan f'(x) bibehåller samma tecken inom intervallen 
(£o— 0, x)), och likaså inom intervallen (x,,x,o+ 03). Vi hafva 
då att särskilja följande tre fall: 

19 f(x) är positiv inom intervallen (x,— 0,9), negativ 
inom intervallen (x,,x,+ 0). Satsen s. 295 lär oss att f(x) 
ständigt tilltar då x växer från x,—Jd till x, och därefter 
ständigt aftar då x fortfar att växa från x, till 20 FO HUR 
tionens värde för x=>2X, är således större än dess värde i 
hvarje annan punkt af intervallen (x,—0d,x,+0d); f(x) har 
et andktmvunm för EN 

20 Fx) är negativ inom intervallen (x,— 0 ,x9), Positiv 
inom intervallen (x,,xo+9). I detta fall aftar funktionen då 
xr växer från x,—0d till x,, tilltar då x växer franfomn 
i Fö F(X) har ett minor for ee. ; 

30 f(x) har samma tecken inom intervallerna (x,— 0,0) 
och (X,,x,+0d). I detta fall varierar f(x) ständigt i samma 
riktning då x växer från x,—/J till x,+Jd, och antar således 
inom den ena af nyssnämnda intervaller större, inom den 
andra mindre värden än för x=xx,; f(x) har hvarken maxi- 
mum eller minimum för x=xX4. 

I detta tredje fall har kurvan y=/f(x2x) en inflexionspunkt 
för x=2, (jmf. $. 298), och dess tangent i denna punkt,är 
parallell med x-axeln. 

Vi sammanfatta de erhållna resultaten i följande sats!): 


1) Om man inom en viss intervall (x,—5,x,+$) kring x, har 
fl(x)2fl(x.), och om det inom en huru liten omgifning som helst af 
TZ. finnes värden x (olika. x,) för hvilka f(x)=7 (2) Säger maniatt 
funktionen har ett oegentligt minimum för x=2Xx,. På analogt sätt defi- 
nieras ett oegentligt maximum. I motsats härtill benämnas de in? 6 


definierade maxima och minima egentliga. 
2 


KK SÅ 
Exempelvis har den genom uttrycket ( x sin =) definierade funk- 
V 
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— Om derivatan f (x) försvinner för x=2, och har motsatta 
tecken på olika sidor om detta värde, har funktionen f(x) ett 
extremum för x=X,, Nämligen ett maximum om deriwatan går 
från positiv till negativ, ett minimum om den går från negativ 
till positiv då x växer genom värdet xx. 

Om derivatans tecken är detsamma på båda sidor om x,q, 
har funktionen för detta värde hvarken maximum eller minimum. 


Vi betrakta såsom första exeinpel funktionen 


EG 
F(X) REA 


hvars extrema värden vi i n? 6 bestämde med hjälp af den 
elementära metoden. Denna funktion är kontinuerlig och 
har en bestämd derivata 


(ge LA (x+1)” 


0) RA (RE gat) | 


för hvarje argumentvärde, med undantag af värdet —1 för 
hvilket funktionen icke är definierad. Enligt regeln s. 299 
hafva vi således i förevarande fall att betrakta endast de 
argumentvärden för hvilka derivatan försvinner, alltså vär- 
Hönart =— 3 och x—1. 

Ur ofvanstående uttryck framgår att derivatan f'(x) 
är positiv för x< — 3, negativ för —3 <x<1, positiv för 
x>1. Den går således från positiv till negativ då x växer 
genom värdet — 3, från negativ till positiv då x växer ge- 
nom värdet 1, och enligt ofvan bevisade kriterium sluta vi 
häraf att funktionen har ett maximum för x=— 3, ett mini- 
mum för x=1 (jmf. figuren s. 34). Dess maximivärde är 
f(—-3)=—56, dess minimivärde £(1) =2. 


Vi betrakta nu polynomet 


flr)=L+px+1(q. 


tionen ett oegentligt minimum för x=0 (om vi i denna punkt tilldela 
funktionen värdet 0, som utgör dess gränsvärde för x=0). 

Den regel vi gifvit s. 299 gäller jämväl för oegentliga extrema, 
medan ofvanstående kriterium är tillämpligt endast på egentliga extrema. 
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Om p > 0, är dess derivata 
f(2)=3x"+p 


ständigt positiv, och det finnes således intet extremum. Då 
x växer från — oo till + co växer f(x) beständigt och genom- 
löper alla värden från — oo till -+— oo (jmf. s. 60—61). Ekva- 
tionen 


(58) r tpx+t+q4=0D0 


har således i detta fall endast en reell rot. | 
Om p=0;-ar derivatan f(x) noll för x=0 men positiv 

för alla andra värden, och det finnes således icke heller i 

detta fall något extremum. Kurvan y=/f(x) har en inflexion 

i den punkt där den skär y-axeln. Ekvationen (58) är satis- 

fierad för endast ett reellt värde x. 

Vi antaga slutligen p< 0. Derivatan f(x) försvinner 


för värdena x=>+ [Er och kan sättas under formen 


, Pp Pp 
f(x)=3 (z+ nn | (Ga 2 
hvarur framgår att den är positiv inom intervallen (—=o0, 


— fear 5). negativ inom intervallen (- TE 3 pod 2) 
positiv inom intervallen ( po 5 oo). Inom den första af 
dessa intervaller växer f(x) ständigt, från — oo till vär- 
det dd Es inom den andra aftar f(x) från SS Va 2) 
s > ä . 
till | rd inom den tredje växer f(x) åter från värdet 


fi - 5) till + oo. I förevarande fall är således 


ik 2 NIER. 
r(- ” Rae 3 =q0— 5 pv as ett maximivärde, 


AJ 5) SR > D po 5 ett minimivärde. 


4 
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Af det sagda följer vidare att, om maximi- och minimi- 
värdena hafva samma tecken, ekvationen (58) har endast en 
reell rot, medan den däremot, om nämnda värden hafva 
motsatta tecken, har tre SÖNER rötter, inom hvar sin af de 
tre ofvan betraktade intervallerna Grut ofvanstående figur). 


Af dessa rötter sammanfalla de två första om i lake 2)= SON 
de två senare om ill Sä 0: 


För produkten af maximi- och minimivärdena erhålles 


uttrycket Hyde ee 
IRL 


där 


Nämnda värden hafva således samma tecken om KX > 0, 
motsatta tecken om K 0, och våra resultat kunna följakt- 
ligen utsägas under följande enkla form: 

Den kubiska ekvationen (58) har endast en reell rot om 
K > 0, däremot tre reella rötter om K< 0. Är K=0, samman- 
falla tvenne rötter. 

Vi hade antagit p < 0, men vårt resultat Faller alldeles 
allmänt. Ty om K<L 0, är villkoret p< 0 alltid uppfylldt. 
Är åter K > 0, kan p äfven vara > 0, men ekvationen har, 
såsom vi ofvan sett, äfven i dessa fall endast en reell rot. 
Om slutligen K=0, är antingen p<0 eller p=0; i sist- 
nämnda fall är jämväl 4=0 och ekvationen (58) reducerar 
sig till x”=0, så att följaktligen alla dess rötter samman- 
falla med värdet x = 0. 


Det s. 301 uppställda kriteriet för ett extremum grundar 
sig uteslutande på den första derivatans förhållande. Med 
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stöd af hvad i n? 55 visats om betydelsen af den andra 
derivatans tecken för funktionens förlopp, erhåller man 
omedelbart följande nya kriterium, som är af speciellare 
natur än det första: 


Vi antaga att: f(x) och f(x) äro kontinuerliga 1 en viss 
omgifning af värdet x,, att f'(x,)=0 samt att derivatan f”(x,) 
existerar. Under dessa förutsättningar har fun f(R)HOr 
argumentvärdet x£=7X, 


ett maximum om f”(x,)< 0, 
ett minimum OT. (De) >0G 


medan det fall då f'(x,)=0 erfordrar en särskild undersökning . 


Läsaren uppmanas att tillämpa detta kriferunn på de 
tidigare behandlade uppgifterna. 

Gäller det att bestämma det största eller det minsta 
värde en funktion antar inom en gifven intervall, har man 
att taga i betraktande icke blott funktionens extrema värden 
inom denna intervall utan äfven dess värden i intervallens 
ändpunkter. Sträcker sig intervallen i någondera riktnin- 
gen till oändligheten, har man att undersöka huru funktio- 
nen förhåller sig då variabeln går mot oo i denna riktning. 


Öfningsuppgifter: 


1) Sök de i uppgiften (1) s. 34 betraktade funktionernas extrema . 
värden. 

2) Bestäm det största och det minsta värdet af polynomet z'+2x" —1 
inom intervallen från x=-— 1, /-bulX=0, fc 

3) För hvilket värde x erhåller uttrycket 


(20-040 +(C-0NT(RRRT 


sitt minsta värde? 
4) Sök följande funktioners extrema värden: 


Xx ör +5r laco. 
c : CN : 
3) Sök det minsta värde funktionen — antar för x> 0, samt visa 
z” | 


på denna väg att funktionen närmar sig gränsvärdet oo då x växer mot 
oo, talet n må vara huru stort som helst. 

6) Hvilken bland alla räta cirkelkoner med sidolinien s har den 
största volymen? 
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7) Bestäm, bland alla cylindrar som kunna inskrifvas i en sfer 
med radien r, den cylinder hvars volym är störst, den hvars mantelyta 
är störst, samt den hvars totala yta är störst. 

8) I ett plan äro gifna en rät linie och två punkter på samma 
sida om denna. Sök den punkt på linien hvars afstånd från de gifna 
punkterna ha den minsta samman. (Lösningen erhålles enklast medels 
geometrisk betraktelse). 

9) Undersök noggrant maxima och minima af funktionerna 


Sin x sl Flytt 
AIR kz sinnz. 


37. De två första derivatornas betydelse i mekaniken. — 

Vi betrakta en materiell punkt som rör sig utmed en rät 
linie. Tiden, räknad från ett gifvet begynnelseögonblick, 
beteckna vi med t, den rörliga punktens afstånd från en fast 
punkt O af den räta linien med s, hvarvid värdet af s räknas 
positivt i en viss riktning, nega- 


O PP tivt i den motsatta. Punktens rö- 
28 .” . .” 
s AS relse är fullständigt bestämd om 


man känner värdet af s vid hvarje 
tidpunkt, eller, annorlunda uttryckt, om s är en gifven funk- 
on af t: 


(59) SEN 


Vid tidpunkten t må den materiella punkten befinna sig 
i P, vid tidpunkten t+At i punkten P' (se ofvanstående 
figur), så att 
OBE S(UPULOPRS (te 
at är 
PP'=s(t+At) — ss (t) = As 


den väg punkten rört sig från ögonblicket t till ögonblicket 
t+ At, räknad positiv eller negativ beroende på om rörelsen 
skett i liniens positiva eller negativa riktning. Förhållandet 


As, s(t+At)—s(t) 
Nise At 


mellan den tillryggalagda vägen As och den tid At under 
hvilken den tillryggalagts, benämnes punktens medelhastig- 


20 
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het under tidsintervallen (t,t+ At). Vidare uppställes defini- 
tionen: i ah 
Med den rörliga punktens hastighet i ögonblicket t för- 
stås det gränsvärde hvilket dess medelhastighet under tidsintervallen 
(t,t+ At) närmar sig då intervallens längd At aftar mot 0: 


hastigheten = lim 


s(t+ At) —s(t) 
At=0 t 


Men detta gränsvärde utgör tillika definitionen för deri- 
vatan af funktionen s(t) för det betraktade värdet af t, 
hvilken är lika med derivatan af skillnaden s(t)— s(0), som 
anger den väg punkten tillryggalagt från ögonblicket t=0 
till det betraktade ögonblicket t (om nämligen hvarje till- 
ryggalagdt vägstycke tilldelas ett bestämdt tecken, beroende 
på rörelsens riktning). Vårt resultat kan således kort utsägas: 


Hastigheten är lika. med derivatan af vägen med afseende 
å tiden. S 

I enlighet härmed är hastigheten positiv om s (t) växer, 
d. v.s. om punkten Pi det betraktade ögonblicket rör sig i 
liniens positiva riktning, negativ i det motsatta fallet. Ha- 
stigheten anges geometriskt genom en vektor, hvars längd har 
dess numeriska värde till mätetal och hvars riktning samman- 
faller med rörelsens riktning i det betraktade ögonblicket. 


Vi betrakta nu hastighetens förändring. Under tids- 
intervallen (t,t+ At) erhåller hastigheten tillväxten s'(t+ At) 
—s'(t). Förhållandet mellan denna tillväxt och intervallens 
längd At: 


s'(t+At)—s'(t) 
At 


kallas den rörliga punktens medelacceleration under tids- 
intervallen (t,t-+ At). Härefter införes definitionen: 


Med den rörliga punktens acceleration i ögonblicket t 
förstås det gränsvärde hvilket dess medelacceleration under tids- 
intervallen (t,t-—- At) närmar sig då intervallens längd At aftar 
mot 0: 

BiA SA 


accelerationen = lim Äl 


ATt=0 
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Detta gränsvärde utgör å andra sidan definitionen för 
derivatan af s'(t) eller den andra derivatan s"”(t) af funk- 
tionen s(t) för det betraktade värdet t. Alltså: 


Accelerationen är lika med derivatan af hastigheten med 
afseende å tiden, eller lika med den andra derivatan af vägen 
med afseende å tiden. 


Är accelerationen positiv, betyder detta att hastighetens 
värde ökas, och att) den absoluta hastigheten således växer 
om punkten rör sig i positiv riktning, aftar om punkten rör 
sig i negativ riktning. Om accelerationen är negativ, är 
förhållandet omvändt. För att geometriskt angifva accelera- 
tionen  betjenar man sig jämväl af en vektor, hvars längd 
har till mätetal accelerationens numeriska värde och hvars 
riktning sammanfaller med den räta liniens positiva eller ne- 
gativa riktning, beroende på om accelerationen har positivt 
eller negativt tecken. 


Vi hafva sålunda funnit att rörelselärans båda grundbegrepp, 
hastighet och acceleration, direkt återföras till begreppet de- 
rivata. 


Vi tillämpa det sagda på några enkla exempel. 
Om i den materiella punktens rörelseekvation (59) funk- 
tionen s(t) är ett polynom af första graden: 


s(t)=at+b, 


har s'(t) det konstanta värdet a och s"(t)=0. I detta fall 
.är således rörelsen likformig; hastigheten är lika med koef- 
ficienten a, och koefficienten b=5s(0) anger punktens läge 
vid tiden. t=0, 

Vi antaga nu att s(t) är ett polynom af andra graden: : 


s(t)=at? + bt +ec.. 
Härur följer 
MN) =20t-+1+ 5, -s (1) =20; 


Accelerationen är konstant =2a och punktens rörelse således 
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likformigt accelererad. Koefficienterna c=5s(0) och b=5s' (0) 
angifva punktens läge och hastighet vid tiden t=0. 

Då funktionen s(t) är bekant kan man sålunda alltid 
bestämma rörelsens hastighet och acceleration. 

I mekaniken ställer sig emellertid rörelseproblemet i all- 
mänhet på omvändt sätt: man känner den kraft som verkar 
på den materiella punkten och vill härur bestämma punktens 
rörelse. 

Vi antaga här att kraften F verkar längs den räta linie 
utmed hvilken punkten rör sig, och betrakta densamma så- 
som positiv eller negativ, beroende på om dess riktning sam- 
manfaller med liniens positiva eller negativa riktning; F är 
i allmänhet en funktion såväl af tiden t som af punktens 
Ia S6 IA VISS: 

Dynamikens grundlag utsäger i detta fall följande: 


Den materiella punkten rör sig sålunda att produkten af 
dess massa m och dess acceleration i hvarje ögonblick till storlek 
och tecken öfverensstämmer med den verkande kraften: 


(60) ms"(t)=F 


Denna likhet utgör rörelsens differentialekvation, ur hvil- 
ken man har att bestämma funktionen s(t) och därmed punk- 
tens rörelse, då dess läge och hastighet äro gifna vid en 
viss tidpunkt. 

Vi tillämpa det sagda på rörelsen hos en partikel i ett 
elastiskt medium. Vi antaga att den betraktade partikeln, 
hvars jämviktsläge må vara O, aflägsnas till en närbelägen 

punkt P och därefter lemnas att : 

4 fritt röra sig under inverkan af 

den elastiska kraften. Partikeln 

kommer då att oscillera kring sitt 

P /A p jämviktsläge längs den genom O 

och P gående räta linien. Vi be- 

teckna med s (t) dess afstånd från 

O vid tiden t, räknadt positivt i 

riktningen OP, negativt i den 
motsatta riktningen. 

Den elastiska kraft som verkar på den betraktade par- 
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tikeln är proportionell mot dess massa m, och kan äfven 
antagas proportionell mot dess afstånd från jämviktsläget, 
om detta afstånd är tillräckligt litet. Vi kunna således i 
(60) sätta 


F=-kms(t), 
där k” är en af mediets elasticitet beroende positiv konstant. 


Tecknet.— härrör däraf att kraften alltid är riktad mot par- 
tikelns jämviktsläge och således har motsatt tecken mot s(t). 


Rörelsens differentialekvation blir sålunda ms” (t)=— km s(t), 
eller 
(61) BU (jak s (1). 


Vi räkna tiden t från det ögonblick då den rörliga 
partikeln öfverlemnas åt sig själf. Dess begynnelsehastighet 
antages =0, och vi hafva således, om vi beteckna afståndet 
DEmed a, 


(62) NETA Ed (0 


Partikelns läge bestämmes vid hvarje tidpunkt af den funk- 
tion s(t) som uppfyller villkoren (61) och (62). 


För att finna denna funktion, multiplicera vi (61) med 
28s'(t), hvarvid erhålles 


28t(NSCYES-200SCUPSKY 


Här utgör venstra membrum derivatan af funktionen S' (fl 


högra membrum derivatan af funktionen — Fk” s(t)”. Dessa 
funktioners derivator öfverensstämma således för hvarje värde 
t, och enligt satsen s. 294 sluta vi häraf att funktionernas 
skillnad 


s (Dk 
bibehåller ett konstant värde under rörelsen." Enligt begyn- 


nelsevillkoren (62) är denna skillnad för t=0 lika med ka”. 


Dess värde är således lika med ka” för hvarje värde t, 
hvaraf följer 


(63) nät) =4 (a St). 
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Då venstra membrum i denna likhet utgöres af en kva- 
drat och således icke kan blifva negativt, sluta vi främst att 


(Tf) 0 eller |s(t) |<a för hvarje värde t. Den rörliga 
partikeln befinner sig således ständigt på sträckan PP", då 
vi med P' beteckna den punkt som ligger symmetriskt till P : 
med afseende å punkten O (se figuren s. 308). 

I början rör sig partikeln i riktning från P till O och 
dess hastighet s'(t) är alltså negativ. Enligt (63) är således ' 


s'(t)j=—kVa?—s(1)”. 


Vi se att hastighetens absoluta värde ständigt ökas ända tills 
partikeln kommer till punkten O, där |s'(t) | uppnår sitt maxi- 
mum ka. Härefter aftar |s'(t)| ständigt och blir 0 då par- 
tikeln uppnår punkten P', där s(t)y=—a. Under inverkan 
af den elastiska kraften börjar partikeln härefter att röra 
sig tillbaka mot jämviktsläget, alltså i positiv riktning, och 
hastigheten är nu | 


s'(ty=+k Va? — SÅ dj 


Den uppnår åter sitt största värde ka 1 OÖ, aftar därefter och ' 
blir 0 då partikeln kommit tillbaka till begynnelsepunkten P. 
Härefter fortsättes rörelsen såsom i början, och vi se således 
att den rörliga partikeln oscillerar periodiskt mellan punkterna 
P och P'. Längden OP=a benämnes oscillationens amplitud. 
För att enklast erhålla uttrycket för funktionen s/(t) 
sätta vi i (63). ; 
(64) s (t) = a cos y(t), 


hvarvid &/(t) betyder den i figuren s. 308 utmärkta vinkeln. 
Vi få då s'(t) =— a sin & (t). 9'(t) och nämnda ekvation an- 
tar den enkla formen q'(f)” =k". Om vinkeln & (t) väljes 
såsom i figuren är angifvet, är dess värde 0 för t=0 och 
växer samtidigt med t. Dess derivata är således positiv, 
hvaraf följer att 2 


pi) 


I denna likhet utgör venstra membrum derivatan af o& f(t), 
högra membrum derivatan af kt. Enligt satsen s. 294 är 
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således skillnaden &q/(t)— kt konstant, och då den för t=0 
har värdet 0, är den ständigt lika med 0, hvaraf följer 


(65) q (t)=kt 
och således enligt (64) 
(66) | SADE 0 


— Härmed är problemet fullständigt löst. 
Hijökheten: (06) visar att s(!) aftar från a till — a och 
den betraktade partikeln sålunda rör sig från punkten P till 


punkten P' då kt växer från 0 till x, eller t från 0: till ja 


Alltså är T=7 tiden för en enkel svängning, och NE 
utgör -rörelsens period. Om vi i likheten (66) införa £ = TT 


antar den formen 
(66Y s(8)=a cos (Ft). 


Enklast framgår rörelsens natur ur likheten (65), som 
visar att vinkeln q/(t) likformigt växer från 0 till 2x då t 
växer från 0 till 27. Om vi tänka oss en punkt A röra 
sig med konstant hastighet längs periferin af cirkeln med 
oPP' såsom diameter (jmf. figuren s. 308), sålunda att den 


beskrifver ett hvarf af periferin under tiden 27 = och vid 


tiden .t=0 befinner sig i punkten P, anger således projek- 
tionen af denna punkt A på linien PP" i hvarje ögonblick 
den rörliga partikelns läge. 


Öfningsuppgifter: 


1) Undersök med stöd af likheten (66) hastigheten och accelera- 
tionen i den ofvan betraktade rörelsen. 

2) Bestäm med hjälp af differentialkalkylen rörelsen hos en kropp 
som kastas lodrätt uppåt med en gifven begynnelsehastighet. 


”Sjette kapitlet. 


Begreppen längd, area, volym. 


58. Definition af en kurvbåges längd. — I läran om rät- 
liniga sträckors mätning visas att, om en viss sträcka e väljes 
till längdenhet, hvarje gifven sträcka erhåller ett bestämdt 
måätetal, som anger dess storlek eller längd i förhållande 
till e, samt att omvändt mot hvarje gifvet positivt tal svarar 
en sträcka hvars mätetal är lika med detta tal. En sträcka. 
som är kommensurabel med e har ett rationellt mätetal, me- 
dan mätetalet för en med e inkommensurabel sträcka defi- 
nieras såsom det irrationella tal som är större än mätetalet 
för hvarje med e kommensurabel sträcka som utgör en del af 
den gifna, men mindre än mätetalet för hvarje dylik sträcka 
hvilken innehåller den gifna såsom en del. — Vi återkomma 
utförligare till denna fråga i slutet af det åttonde kapitlet. 

Vi skola här visa huru man, med stöd af läran om 
sträckors mätning, utsträcker begreppet längd till kroklinier. 

Vi betrakta en båge AB af en kontinuerlig kurva, välja 
på densamma ett antal punkter, hvilka vi, i den ordning i 
hvilken de följa på hvarandra då kurvan genomlöpes från 


BR 


PR 


Å 


A till B, beteckna "med Pi, P3,...; P,, och sammanbindar 
punkterna A och P,, P, öcK P3,..., FP, och B medelstrat 
liniga sträckor. Vi erhålla sålunda en i kurvbågen AB in- 
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skrifven bruten linie, AP, P,...P, B; dennas längd utgöres 
af en rätlinig sträcka som är lika med summan af sträckorna 
2 RDR EE SKE 

För hvarje val af punkterna P erhålles sålunda en in- 
skrifven bruten linie, och genom att öka punkternas antal 
och. välja dem på lämpligt sätt kan man, under förutsättning 
af en viss regularitet hos kurvan, konstruera dylika linier i 
hvilka hvarje sida är kortare än en på förhand gifven, god- 
tyckligt liten sträcka. Man kan äfven på olika sätt definiera 
ett förfaringssätt eller en lag!), hvars tillämpning leder till 
en fullt bestämd, obegränsad räcka af inskrifna brutna linier, 
i hvilka sidornas antal växer öfver hvarje gräns och deras 
längder samtidigt aftaga mot 0. 

Vi uppställa nu följande allmänna definition: 


Definition. — Med längden af en båge AB af en kontinuer- 
lig kurva förstås den gräns till hvilken längden af en i denna 
båge inskrifven bruten linie närmar sig, då antalet af dess sidor 
- obegränsadt ökas, enligt en sådan lag att samtliga sidor slutligen 
blifva kortare än hvilken uppgifven sträcka som helst. 


Denna definition förutsätter, dels att ifrågavarande gräns 
verkligen existerar, dels att man alltid erhåller samma gräns 
hvilken läg än föreskrifves för konstruktionen af de succes- 
siva brutna linierna, blott den är sådan att samtliga sidor 
aftaga mot 0. Man kan visa att dessa förutsättningar äro 
uppfyllda för kurvor af mycket allmän natur, men vi ge- 
nomföra undersökningen här endast för det fall då den gifna 
kurvbågen AB har följande egenskaper: 

I. Den har i hvarje punkt en tangent. 

II. Riktningen af denna tangent varierar kontinuerligt 
med tangeringspunktens läge. 

III. Bågen AB är konvex, d. v.s. om man drar en god- 


!) Exempelvis kan man, utgående från en gifven inskrifven linie 
AP,... PA, B, mellan två på hvarandra följande af dess hörnpunkter in- 
skjuta en ny punkt på kurvan -:som har samma afstånd från dessa, så- 
lunda att, om de nya punkterna i ordning betecknas med Q;, Q2,--- 
Q,+1> man har AQ; =Q, P,,P,:Q2=Q2P25:-s PA dy 417 dn gr Br Samt 
härefter på den brutna linien AQ, P,Q.---P, Q, 41 B tillämpa samma 


förfarande, 0. 8. v. in infinitum. 
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tycklig tangent till densamma, ligga alla dess punkter, med un- 
'dantag af tangeringspunkten, på samma sida om denna tangent. 
Ur det sista villkoret följer, såsom man lätt inser, att bå- 
gen AB icke skäres af någon rät linie i flere än två punkter ?). 
Vi betrakta å ena sidan alla möjliga i bågen AB in- 


skrifna brutna linier, å andra sidan de kring densamma :-: 


omskrifna brutna <li- 


samma sida om kordan 
AB som den gifna bå- 
gen). Enhvar af dessa 
linier bildar = tillsam- 
mans med kordan AB 
perimetern af en konvex polygon; den mot en inskrifven 


linie svarande polygonens yta utgör en del af den yta som 


begränsas af en godtycklig omskrifven linie och kordan AB. 
För dessa in- och omskrifna brutna linier gälla följande 
satser: : 


19. Hvarje omskrifven bruten linies längd är större än läng- 
den af hvarje inskrifven bruten linte. 


Vi föra beviset för de i ofvanstående figur angifna li- 
nierna AQ,Q;B och AP,P.B. Vi förlänga sidorna AP, och 
P,P, i den inskrifna linien utöfver P, och P, tills de råka 


den omskrifna linien, i punkterna P,' och P,'. Emedan en 


rätlinig sträcka är kortare än hvarje bruten linie med samma 
ändpunkter, erhålles 


AQUTQ1E PRAT 


och således 
längden af AQ,Q.B > längden ati: 0:50 ; 
På samma grund erhålles vidare | 
PYPE UT QQ 
hvaraf följer 


längden af AP,'Q.,B > längden af AP, P'B. 


1) Vi kunna här och i det följande icke närmare ingå på bevisen 
för de satser ur elementargeometrin på hvilka vår framställning stöder sig. 


nierna (hvilka falla på 
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Slutligen är 
120 AS ar d NONE 
och följaktligen 


Mn Fdenalvärn, BES längden at AP:P;bB 
(rom sammanställning af dessa resultat erhålles 

längden af AQ,Q,B > längden af AP,P,B, 
hvilket utgör den sökta olikheten. 


20. Det är alltid möjligt att konstruera en omskrifven bru- 
ten linie som är kortare än en gifven omskrifven linie, och en 
inskrifven bruten linie som är längre än en gifven dylik linie. 


Man behöfver nämligen endast afskära ett hörn af den 
gifna omskrifna linien medels en tangent till kurvan, samt 
till den inskrifna liniens hörnpunkter foga en ny punkt af 
kurvan. 


39. Man kan konstruera en omskrifven och en inskrifven 
bruten linie på sådant sätt att skillnaden mellan deras längder är 
mindre än en på förhand gifven, godtyckligt liten sträcka es. 


Vi konstruera en in- och en omskrifven bruten linie 
sålunda att den förras hörnpunkter utgöra tangeringspunkter 
för den senares sidor (linierna AP, P.B och AQ:Q.Q3; Bi 
nedanstående figur). Vi betrakta de trianglar hvilka stå på 
den inskrifna liniens sidor, och beteckna med 6 den största af 
basvinklarna 1 dessa trianglar. Ur den första triangeln erhålles 


BEA OT CoS GTA Pit Q, Pi c08 QL Pr AHMAD, + Qi Pi) 08 dj, 
och de följande trianglarna gifva på samma sätt olikheterna 
P,P,>(P,Q2+QaPi) coso, 

Pali Pit Q4B COR: 
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Då dessa olikheter adderas, erhålles till resultat 


p2 Pros od, 


där » betecknar längden af den inskrifna och P längden af 


den omskrifna brutna linien. 
Tidigare har visats att P>p. Vi hafva således 
FEED SKCOSIOS 
hvarur följer 


CT TREA EA 


eller ännu, dar 


= (COS 


(TS Bk p<1=0080 


COS 6 


1 COS Se 
Faktorn cos. Närmar sig 0 samtidigt med oc, medan 


2 alltid är mindre än en viss ändlig sträcka, t. ex. mindre 
än längden af en godtyckligt vald omskrifven bruten linie. 
Häraf följer att, om & är en gifven, godtyckligt liten sträcka, 
man kan bestämma en sådan vinkel rT att | 


PD SOM OA 


Då enligt vårt antagande riktningsvinkeln för tangen- 
ten till bågen AB varierar kontinuerligt med tangerings- 
punktens läge, är det möjligt (jmf. satsen s. 39) att bestämma 
en sådan sträcka d att, om man på AB väljer två godtyck- 
liga punkter hvilkas afstånd är kortare än d, vinkeln mellan 
tangenterna i dessa punkter är mindre än 7. Om den in- 
skrifna brutna linien p konstruerats så att enhvar af dess 
sidor är kortare än sträckan Jd, äro då i figuren vinklarna 
AP, 0 QS POE sånt en mindre än T&Tr, och det- 
samma. gäller således a fortiori om basvinklarna i ac trianglar 
som stå på den inskrifna brutna liniens sidor. Nu beteck- 
nade oc den största af dessa basvinklar, och vi kunna således 
sluta att o< TT om hvarje sida i den inskrifna brutna linien 
är kortare än sträckan J. 


JL 


Då denna slutsats sammanställes med den föregående, 
erhålles till resultat att P-p < es så snart hvarje sida i den 
inskrifna linien är kortare än d, och härmed är påståendet 
39 bevisadt. 

Vi betrakta nu de två oändliga talmängder af hvilka 
den ena omfattar mätetalen för alla i bågen AB inskrifna 
brutna liniers längder i förhållande till den antagna längden- 
heten e, den andra mätetalen för alla kring AB omskrifna 
brutna liniers längder. Af hvad ofvan bevisats följer att vi 
på dessa talmängder kunna tillämpa satsen s. 87, hvilken lär 
oss att det finnes ett och endast ett tal som åtskiljer ifråga- 
varande mängder, d.v.s. är större än mätetalet för hvarje 
inskrifven linies längd och mindre än mätetalet för hvarje 
 omskrifven linies längd. 

Vi beteckna med L en rätlinig sträcka hvars mätetal är 
lika med det sålunda definierade talet. Denna sträcka L är, 
enligt hvad ofvan bevisats, längre än hvarje i AB inskrifven 
bruten linie och kortare än hvarje kring samma båge om- 
skrifven bruten linie: 


MR da 


Skillnaden L—p är alltså mindre än P—-p, och om sträc- 
kan d väljes såsom ofvan angifvits, är således L—p< es så 
snart hvarje sida i den inskrifna brutna linien är kortare 
än d. Om dennas sidotal obegränsadt ökas, enligt en sådan 
lag att samtliga sidor slutligen blifva kortare än hvilken upp- 
gifven sträcka som helst, närmar sig dess längd » följaktli- 
gen gränsen L. Detsamma gäller äfven om längden P af 
den omskrifna brutna linien. 


Enligt definitionen s. 313 utgör således sträckan L den be- 
traktade kurvbågens längd. 


Ur (1) följer vidare, då skillnaden L—p är mindre än 
P—-p och p mindre än L, olikheten 


IE COS & 
COS 


om DG 


som utsäger att längden p af en i kurvbågen AB inskrifven 
bruten linie ger ett närmevärde för bågens längd L hvars relativa 


318 


1 — cos c& 


fel är mindre än » där vinkeln oc har den ofvan angifna 


betydelsen. Samma resultat erhålles för en omskrifven bru- 
ten linie. 


539. En elementär metod för beräkningen af talet x. — 
De tre förutsättningar hvilka s. 313 gjordes om den betrak- 
tade kurvan, äro uppfyllda för hvarje cirkelbåge. Vi kunna 
således af föregående paragraf sluta att en cirkelbåge har 
en bestämd längd, som är större än längden af hvarje i 


X. EN - eg FET Ad ' ES 
V > sid 
: ESD RES 3 
d RESTS rr - ENSE Av FÖ a FST & ae 
CM DÅ sr 4 4 ne ar Ad rn ” 
FEELS, Se ÅSE LR 


d 

denna båge inskrifven men mindre än längden af hvarje j 
kring densamma omskrifven bruten linie. Speciellt är således - 
en cirkelbåge längre än dess korda, men kortare än den É 
brutna linie som bildas af tangenterna i dess ändpunkter, om = 
dess gradtal är < 180? (jmf. s. 191). ; ; 
Af det ofvan bevisade följer vidare att längden af k 

en inskrifven bruten linie ger ett närmevärde för cirkel- 2 
bågens längd hvars relativa fel är mindre än Ler OR ONA ; 
SS 


0 1 förevarande fall betecknar hälften af den största bland 


de centrivinklar som svara mot den brutna :-:liniens sidor. 


BE TP 


. 


Vi skola här redogöra för en elementär metod att be- 
räkna förhållandet sx mellan cirkelperiferins längd och dess 
diameter, hvilken leder till jämförelsevis enkla räkningar. . 

Om vi välja cirkelns radie till längdenhet och med p, 
och P, beteckna halfva mätetalen för de" in- och omskrifna 
reguliära n-hörningarnas perimetrar; är enligt hvad ofvan 
sagts p, < TAP, för hvarje index n, samt 


limpa ING 


n=0 Nn =900 


Enligt den metod vi afse har man att, utgående från ett visst 
värde k, successivt beräkna p; och P;,par och Par, P4 Och 
Par, 0.8. v., tills de erhållna tvenne värdena sammanfalla, 
med den noggrannhet som antagits vid räkningen. : 
Två på hvarandra följande af nämnda värdepar äro 
bundna genom vissa enkla relationer hvilka vi främst böra 


ESSER TR FASER 
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-härleda. I bredvidstående figur 
må AB vara en sida i den in- 
skrifna reguliära n-hörningen. 
Draga vi OC vinkelrätt mot 
AB, är då AC en sida i den 
inskrifna reguliära 2n-hörnin- 
gen. Vi draga vidare OF vin- 
kelrätt mot AC och EF vinkel- 
an IMO CI Då är Ab = 40 och DIES OVE varat des 


OD +0C), 


Den inskrifna »- hörningens apotem är OD, den inskrifna 
27n-hörningens apotem OF; de omskrifna månghörningarna 
hafva åter till apotem cirkelns radie. Då perimetrarna af 
tvenne reguliära polygoner med samma sidoantal, och således 
äfven deras halfva perimetrar, förhålla sig såsom apotemen, 
erhållas likheterna 


0 


PIN OCETPAES SO 06 


Å andra sidan gifva oss de likformiga trianglarna OCE och 
ACD 


(3) ÖRE AREIRIS TE. ADEPT PR 
UC CV Ens ACT RIpGRE 


och då denna' likhet sammanställes med den senare af lik- 


Höterna (2), erhålles p>, =p, P,,, eller 
(4) ARME TT TERRAL VA 
Pon Py SA 


En annan enkel relation erhålles på följande sätt. Den 
första af likheterna (2) ger oss 


5: GOOD (OC OD IN ANOR 
(5) TE AV LL VR 
TEE le >) (>. t rp) 


Då trianglarna OCE och OEF äro likformiga, erhålles vi- 
dare 
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OF OE Dan 
OTRE OO DS 


ll 


hvilken likhet kan skrifvas 


OFENOR 
FR I z 
LR Pan 


Men enligt (3) är det sista uttrycket lika med det första af 
uttrycken (3), och vi få således 


el LEGE il 

Po. z(5.'P,) 
hvaraf slutligen följer 

I USE ib 
2 ngr 


1 | a 3 OS 1 
Sedan — och = beräknats, erhåller man således 5 
Pr Py Por 


genom att taga dessa tals aritmetiska medeltal, och härefter 


- erhålles, enligt (4), - såsom det geometriska medeltalet till 


dk 

i 1 5 1 1 Be Ö j Ad i 
Toch ——.« Ur — oeh — beräknas pa enahandams mötes 
Pr Lör Por Po; p Ping 


= » 0.sS. v. Hela kalkylen reducerar sig sålunda till en. 
Ak 


. Successiv beräkning af aritmetiska och geometriska medeltal. 


och 


För att erhålla de senare kan man med fördel använda for- 
MHeIN(19) 5147: 


Vi utgå från de in- och omskrifna reguliära sexhörnin- 
garna, och ställa räkningen med sju decimaler. Man har då 


EEE 


På 6 
Lt Ret ser 050 
Pe 3 ! 


Enligt (6) och (4) erhålles härur 


ORO 1 | 
AD (p.+p;)=0,3110042, 


1 löf 1 3 be 
po = a(p- då 5) = 01 3164897 (+). 


För att beräkna 


1 SEO) 


Pa På pl 
” . (0 ” . .” 1 
använda vi formlerna s. 147. Om vi sätta a= Ai b =, (OM 
24 


12 
o . . i (6) 
hållas: för kvantiteterna M och 35 värdena 


M = 0,31923250, 3 = 0,0027428, 


och härur följer enkelt med användande af de förkortade 
räknesätten, om räkningen utföres med åtta decimaler, 


I 
, SM 


/d 


(2) = = 0,00000752 (3 AE = 0,00001178. 


Man öfvertygar sig omedelbart om att den sista termen i for- 
meln (19) endast inverkar på den tionde decimalen och där- 
för icke behöfver uträknas. Vi få således 


TESEN SI 
pi — 32) = 0,3192207. 


Enligt (6) erhålles härefter 


För beräkningen af 
s2 ÅR VAANNL 
; STOR Det Pas 
gifva oss formlerna s. 147 


M = 0,31853795, I = 0,000683, sme) = 0,00000073, 


r21 


hvarur följer, då resultatet afkortas till sju decimaler, 


— = 0,3185372. 
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Formeln (6) ger oss härefter 


|| 10 
Py 2 fö 5 od = 0,3181962. 


Det följande uttrycket 


Pos Pa i VR rd 


beräkna vi åter enligt formlerna s. 147, hvilka gifva oss 


M = 0,31836670, 5 = 0,00017, sme) = 


och således, vid afkortning till sju decimaler, 


: 


926 


= 0, 318366T- 


Såsom häraf synes, kommer vid räkningens fortsättning 
den andra termen i formeln (19) s. 147 icke vidare att in- 
verka på den sjunde decimalen, så att följaktligen det geo- 
metriska medeltalet, med den för räkningen föreskrifna gra- 
den af noggrannhet, sammanfaller med det aritmetiska me- 
deltalet. Hela den återstående kalkylen reducerar sig således 
till beräkningen af successiva aritmetiska medeltal. 

Man behöfver emellertid icke utföra dessa operationer, 
utan kan direkt angifva det slutliga gränsvärdet för de ifråga- . 
varande medeltalen. Ty om vi för korthetens skull sätta 


1 jl 
Sd, — = A++AÅ 
Poe Ds RR 


hvarvid a och AA hafva värdena 
0 =0, 3151062- AFRO 0T7 055 


erhålles efterhand 
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(Atard 


98 


; (so te) att 


Pi92 2Å Poe 


1 IF | ÅA ÅA Å 
TLS NI TA NGE NR 


o.s.v. Gränsvärdet för dessa uttryck är 


a+lå—5+i—3 +:::)=a+—4 = a+34 = 0,3183099. 
: fe 


Sistnämnda värde utgör således det närmevärde vår be-. 
JR äs 1 o Å å : ss: 
räkning ger för talet Se Då den sista decimalen icke är sä- 


ker; kan felet i det närmevärde som härur erhålles för talet 
x uppgå till någon enhet af den sjette decimalen (jmf. s. 133). 
Vid afkortning till sex decimaler erhålles 


or SMLANSISI, 


hvilket värde faktiskt skiljer sig från det riktiga med mindre 
än en half enhet af den sista decimalen. 


Ofningsuppgift. — Bevisa att längden af den båge af den logarit- 
miska spiralen r=Ce""?,(k> 0), som svarar mot vinkeln 9, <qp< (ELINE. 
lika med | 


C Kolsalel (ekv: - eko) | 


För uppgiftens lösning bör observeras att, om nämnda vinkel delas i 
lika stora delar, längderna af de motsvarande kordorna till den logarit- 
miska spiralen bilda en geometrisk progression. 

Tolka detta resultat geometriskt, och härled detsamma medels dif- 
ferentialgeometrisk betraktelse (jmf. uppgiften (2) s. 285). 


60. Om plana ytors mätning. Arean af en plan polygon. — 
Med stöd af geometrins axiom kan man bevisa att hvarje 
kontinuerlig sluten kurva, som icke skär sig själf, delar planet 
i tvenne från hvarandra skilda delar, en inre och en yttre. 
Den inre delen är en ändlig yta, begränsad af den gifna 
kurvan. 


Vi förelägga oss det allmänna problemet att mäta dylika 
ytor !), d. v.s. att jämföra dem med en viss gifven yta, den 
s. k. ytenheten, hvartill lämpligen väljes en kvadrat hvars 
sida är lika med den sträcka e som valts till längdenhet. 

Resultatet af mätningen är ett tal som anger den be- 
traktade ytans storlek eller area i förhållande till ytenheten, 
och hvilket benämnes ytans måtetal. 

För att mätningens resultat skola stå i öfverensstäm- 
melse med vår på åskådningen grundade föreställning om 
ytors storlek, måste de mätetal vi sålunda tillordna de plana 
ytorna uppfylla följande villkor: 


(1). Tvenne kongruenta ytor böra erhålla samma mätetal. 

(IT). Om en yta är delad i två eller flere delar, bör dess 

måätetal vara lika med summan af delarnas måätetal, och större än 

mätetalet för hvarje enskild del. 
(IIT). Ytenheten tilldelas mätetalet 1. 


Vi skola se att dessa villkor entydigt bestämma mäte- 
talet för hvarje plan yta hvars begränsningslinie uppfyller 
en viss förutsättning af mycket allmän natur. 


Vi göra början med det fall då begränsningslinien är 
sammansatt af ett ändligt antal rätliniga sträckor och den be- 


traktade ytan således är en plan polygon. Bland polygonerna 


åter betrakta vi först dem som enklast kunna jämföras med 
ytenheten, nämligen de rektanglar hvilka hafva längdenheten e till 
bas. Vi beteckna allmänt med BR en dylik rektangel, med H 
dess höjd. | 

Om höjdens mätetal i förhållande till e är ett helt tal m, 


kan BR medels räta linier parallella med basen delas i m kva- 


drater, kongruenta med ytenheten. Enligt villkoren (1)— (TIT) 
bör således rektangeln & i detta fall erhålla mätetalet m. 
Innehålles åter H exakt n gånger i e, i hvilket fall dess 


mätetal är H kan ytenheten delas i n delar af hvilka enhvar 


!) Det följande gäller likaväl för ytor som begränsas af flere rand- 
kurvor (t. ex. ytan mellan två koncentriska cirklar). Den inskränkning 
vi här göra afser endast att förenkla uttryckssättet och beteckningen. 
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är kongruent med RB. Enligt (1)—(IIT) är då mätetalet för R 
en n'e del af ytenhetens mätetal, alltså => 
Vi antaga nu allmänt att H är kommensurabel med längd- 


= m 
enheten och dess mätetal = 


Vi kunna då dela Ri m sins- 
emellan kongruenta rektanglar hvilka, såsom just visats, en- 
hvar hafva mätetalet SS Enligt (II) är således mätetalet för 


m o Ö 
Så alltså detsamma som mäte- 


talet för rektangelns höjd i förhållande till längdenheten e.: 


ytan af rektangeln BR lika med 


Låt slutligen höjden H i rektangeln R vara inkommen- 
surabel med längdenheten, i hvilket fall dess mätetal är ett 
irrationellt tal y. Vi: beteckna med («) och (f£) den undre 
och den öfre af de klasser af positiva rationella tal hvilka 
åtskiljas af talet y (jmf. s. 84). Om vi, med basen i rektan- 
geln BR såsom bas, upprita en rektangel hvars höjd har till 
mätetal ett tal ur klassen («), och en annan rektangel hvars 
höjd har till mätetal ett tal g, utgör den förra rektangeln en 
del af R, medan den senare rektangeln innehåller R såsom 
en del. Enligt (II) bör således mätetalet för R vara större 
än den förra rektangelns mätetal, mindre än den senares 
mätetal, alltså större än «, mindre än g, och detta huru än 
talen &« och 8 väljas inom sina resp. klasser. Men y är det 
enda tal som besitter dessa egenskaper, och rektangeln BR bör 
således tilldelas mätetalet y. 

Enligt villkoren (1)—(IIT) tillkommer således hvarje gifven 
rektangel R med längdenheten såsom bas ett fullt bestämdt mätetal 
i förhållande till: ytenheten , hvilket är lika med mätetalet för rek- 
tangelns höjd i förhållande till längdenheten. 


Vi gå nu till allmännare polygoner och införa härvid, 
för att ernå ett kort uttryckssätt, begreppet ekvivalens, hvil- 
ket definieras som följer: 

Tvenne polygoner sägas vara ekvivalenta!) om de antin- 
gen äro kongruenta eller medels räta linier kunna delas i ett änd- 
ligt antal parvis kongruenta delar. 


!) Tyska språket har för detta begrepp den uttrycksfullare termen 
»zerlegungsgleich". 
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Af villkoren (I) och (II) följer att två ekvivalenta po- 
lygoner böra erhålla samma mätetal. 

Vårt närmaste mål är nu att visa att, bland alla de rek- 
tanglar B hvilka stå på längdenheten såsom bas, finnes en och 
endast en som är ekvivalent med en gifven polygon. TI sådant 
afseende hafva vi främst att göra några anmärkningar be- 
träffande ekvivalensbegreppet. 

Om polygonen P är sammansatt af delpolygonerna P;,, 
235: : > Pay Polygonen P' af delpolygonerna Pr, Hove 
och om P, är ekvivalent med Py, P, med PIE 
P,', äro tydligen äfven de gifna polygonerna P och P' ekvi- 
valenta. Vidare tillkommer ekvivalensbegreppet följande vik- 
tiga egenskap: 


Om två polygoner P, och P, äro ekvivalenta med en och 
samma polygon P, äro de äfven sinsemellan ekvivalenta. 


Enligt antagandet kunna P och FP, delas i parvis kon- 


gruenta delpolygoner, p,,pa,..., pi, och likaså kunna P och 
PP, delas i parvis kongruenta: delpolygoner, pi>po resta 


De två delningarna af polygonen P verkställas i allmänhet 
medels olika system af räta linier. Om vi samtidigt införa 
båda dessa system, sönderfaller FP i ett antal delar hvilka vi 
beteckna”med p;",pa',..., Pa" 

Hvarje polygon p, som erhålles vid den första indelnin- 
gen af P är sammansatt af vissa bland delarna p”. Vi införa 
motsvarande delningslinier i den med p, kongruenta delen af 
P,, och tillämpa detta förfarande för enhvar af polygonerna 
Pr, Por. se.) Pr. Härvid sönderfaller P, i delar hvilka äro kon- 
gruenta' med hvar sin af delarna py", por, is: Pan 

Å andra sidan består jämväl hvarje polygon p,', som 
erhålles vid den senare indelningen af P, af vissa delar p”, 
och om vi dela den med p,' kongruenta polygonen i P; på 
motsvarande sätt och förfara analogt med enhvar af poölygo- 
nerna pi', Po',..., PÅ, sönderfaller P> i delar kongruenta med 
livar sin. af.-delarna P3"; po ys, pu 

Polygonerna P, och P.; hafva sålunda medels räta linier 
delats .i ett ändligt antal parvis kongruenta delar, och äro 
följaktligen ekvivalenta, h. s. b. ; 

Vi bevisa nu en följd af satser om polygoners ekvivalens: 


d27 
19. Parallellogrammer med lika stora baser och höjder äro 
ekvivalenta. 


De gifna parallellogrammerna flyttas så att deras baser 
sammanfalla. Om härvid de med basen parallella sidorna hafva 
någon punkt gemensam, framgår satsens riktighet omedel- 


FA 


bart. I annat fall draga vi (se ofvanstående figur) DC, pa- 
rallell med EB, härefter C,D, parallell med BA, så åter 
D.C. parallell med EB, 0. s. v., tills vi komma till en punkt 
på sidan AD (i figuren punkten DD.) som faller inom den 
andra parallellogrammen eller på dess perimeter. I denna 
parallellogram draga vi nu EF, parallell med DA, F,E, 
parallell med AB, E,F. parallell med DA, o.s.v. Enligt 
figuren äro då trianglarna : 


BOTEN TEA LI CE LTL a gta 
i ordning kongruenta med trianglarna 
ioN aa INN VERA N EE, P., D F3A, 


medan den återstående delen, fyrhörningen AB E,D,., är ge- 
mensam för de två parallellogrammerna. Dessa äro således 
ekvivalenta, h. s. b. 


29. En triangel är ekvivalent med en parallellogram som har 
en af dess sidor till bas och hälften af motstående höjdlinie till höjd. 


Detta framgår omedelbart om man jämför den gifna 
triangeln ABC med parallellogrammen ABDF, där F utgör 
midtpunkten af sidan AC (se den första af figurerna på föl- 
jande sida). Trianglarna BDE och CFE äro nämligen kon- 
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gruenta och fyrhörningen AB EF är gemensam för de betrak- 
tade figurerna. | 


A B 


Ä D 


Ur satserna 19 och 29 följer såsom korollarium: 


é 39. Tvenne trianglar äro ekvivalenta om ett par sidor och 
motstående höjdlinier äro lika. 


Med stöd häraf bevisa vi åter följande sats: 


49. En triangel, hvars bas och höjd hafva mätetalen b och h, 
är ekvivalent med en rektangel som har längdenheten till bas och 


hvars höjd har miätetalet 2 


Den gifna triangeln må vara ABC och AF5 dess bas (se 
den senare af ofvanstående figurer). Vi afsätta AD =längd- 
enheten 'c, draga linien DC, samt härefter BE parallell med 
DC. Då äro trianglarna CDB och CDE ekvivalenta, ty de 
hafva sidan CD gemensam och deras motstående höjder äro 
lika stora. Lägga vi till hvardera af dem triangeln ADC, 
erhållas trianglarna ABC och AD FE, hvilka således äfven äro 
ekvivalenta. STI 

Då trianglarna ABE och ADC äro likformiga, är för- 
hållandet mellan deras höjder lika med förhållandet mellan 


AP =p. Höjdlinien i triangeln ABE, 


deras baser, alltsa = AD 


som tillika utgör höjd i triangeln ADFE, har således till mä- 


tetal bh. | 

| Enligt 29 är triangeln ADFE ekvivalent med en rektangel 
som har AD till bas och hälften af motstående höjdlinie till 

höjd, eller, med andra ord, med en rektangel som har längd- 


enheten till bas och hvars höjd har mätetalet är Då den 


. 
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gifna triangeln ABC, såsom ofvan visades, är ekvivalent med 
ADE, är den således äfven ekvivalent med nämnda rektan- 
gel, h. s. b. 
Om b, och Ah, beteckna mätetalen för en annan sida i 
den gifna triangeln och dess motstående höjdlinie, är = 
1 
och således b,h, =bh, hvilket bevisas med stöd af likformiga 
trianglar. I ofvanstående sats 49 erhåller man således samma 
rektangel, hvilken sida man än uppfattar såsom bas i den 
gifna triangeln. 


Vi betrakta nu en godtycklig plan polygon P. Vi dela 
densamma på något sätt i trianglar, t,,t.,...,$t,, och be- 
teckna med b, och h,,ba och ha,...,b, och h, mätetalen för 
dessa trianglars baser och höjder i förhållande till längden- 
heten e, hvarvid det är likgiltigt hvilka sidor väljas till baser. 
Enligt föregående sats är triangeln t, ekvivalent med en rek- 
tangel med e såsom bas och hvars höjd har mätetalet Hä 
triangeln t. ekvivalent med en rektangel med samma bas och 


höjden la o.s.v. I det vi sammansätta alla dessa rektang- 


lar till en enda, erhålla vi följande resultat: 


59. Polygonen P är ekvivalent med en rektangel som har 
längdenheten till bas och hvars höjd har måätetalet 


b sr ba ha bh, bh, 
1 


En polygon kan emellertid på oändligt många olika sätt 
delas i trianglar, och det uppstår således frågan om summan 
(7) alltid erhåller samma värde. 

Antag att ifrågavarande summa för tvenne olika indel- 
ningar af polygonen P erhåller olika värden. Enligt satsen 5? 
finnes det då tvenne rektanglar, R, och R>, med längden- 
heten såsom bas och olika höjder, H, och H>, hvilka hvar 
för sig äro ekvivalenta med polygonen P. Dessa rektanglar 
äro således äfven sig emellan ekvivalenta, d.v.s. de kunna 
delas i parvis kongruenta delpolygoner. 

Då höjderna H, och H, äro olika, utgör emellertid den 


+ 
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ena af rektanglarna £, och BR, en del af den andra, om de 
flyttas så att baserna sammanfalla. För åskådningen synes 
häraf med nödvändighet följa att R, och RB, icke kunna de- 
las i parvis kongruenta delar. Ty om en sådan delning vore 
möjlig, skulle hvarje delpolygon i £R, hafva lika stor yta som 
den kongruenta delpolygonen i R,, och ytan af R,, som ut- 
gör summan af dess delpolygoners8 ytor, vore ju då lika stor 
som ytan af R., som utgör summan af dess delpolygoners 
ytor, medan å andra sidan de betraktade rektanglarnas ytor 
måste vara olika stora, då den ena utgör en del af den andra. 
Utgör icke denna motsägelse ett bevis för att summan (7) 
alltid erhåller samma värde, huru än polygonen P delas i 
trianglar? 

Mot detta resonemang är att anmärka att det förutsätter 
det begrepp som det just gäller att definiera, nämligen be- 
greppet storlek eller. area af en plan yta, här närmast af en 
polygons yta. Detta begrepp utgör för oss tillsvidare ett 
rent åskådningsbegrepp, och vår undersökning går just ut på 
att för detsamma vinna en matematisk definition. 

För att logiskt uppbygga begreppet area är det således 
nödvändigt att, uteslutande med stöd af geometrins axiom, 
bevisa följande sats: 


6". Huru än polygonen P delas i trianglar, erhåller summan 
(7) alltid samma värde. 


Satsens bevis kan föras rent geometriskt !), men ställer 
sig öfverskådligare om man gör bruk af den analytiska geo- 
metrin samt använder determinantläran. För att icke afbryta 
framställningen hafva vi gifvit detta bevis plats i en not i 
slutet af boken. 

Ur satsen 6 sluta vi främst att tvenne rektanglar, Jey 
och B.>, med längdenheten såsom bas och olika höjder, H, 
och H>, icke äro ekvivalenta. 

Ty vore de ekvivalenta, kunde de äfven delas i parvis 
kongruenta trianglar, och vid en dylik indelning skulle sum- 


1) Jmf. t. ex. J. HADAMARD, Letcons de geomeétrie éelémentaire, I, 
s. 289-203; F. ENRIQUES, Fragen der Elementargeometrie, Teil 1, Sechster 
Artikel: Uber die Lehre von der Äquivalenz. 
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man (7) erhålla samma värde för dem båda. Enligt nyss- 
nämnda sats skulle då ifrågavarande summa erhålla samma 
värde för rektanglarna BR, och B.:, huru dessa än delas i 
trianglar. Om denna delning verkställes medels en diagonal, 
finner man emellertid att summan (7) är lika med mäte- 
talet för den betraktade rektangelns höjd, och att den således 
maronlka värden för £, ochiför >. 

Ur satserna 5! och 69 samt ofvanstående anmärkning 
följer nu det resultat vi s. 326 ställde i utsikt: 


79. Bland de rektanglar hvilka stå på längdenheten såsom 
bas finnes det en och endast en, R, som är ekvivalent med en 
gifven polygon P. Mätetalet för denna rektangels höjd är lika 
med det värde som summan (7) erhåller då polygonen på något 
sätt delas i trianglar. 


Enligt villkoren (1) och (II) s. 324 bör polygonen P 
erhålla samma mätetal som rektangeln 8. För denna har 
redan tidigare erhållits ett bestämdt mätetal, lika med mäte- 
talet för rektangelns höjd i förhållande till längdenheten, och 
såsom resultat af vår undersökning framgår således följande 
allmänna definition för en polygons mätetal: 


Mätetalet för en plan polygons yta i förhållande till yten- 
heten är lika med det värde som erhålles för summan (7 ) då 
polygonen på något Sött delas 1 trianglar. 


För en UUAA med längdenheten till bas öfverens- 
stämmer denna definition med den tidigare uppställda (s. 325), 
såsom man finner om rektangeln medels en diagonal delas i 
två trianglar. 

Härmed har hvarje plan polygons yta erhållit ett fulit 
bestämdt mätetal och således en bestämd storlek eller area i 
förhållande till ytenheten, och vi kunna nu efteråt lätt öfver- 
tyga oss om att villkoren s. 324, hvilka med nödvändighet 
ledt oss till ofvanstående definition, allmänt och undantags- 
löst äro uppfyllda för plana polygoners ytor, och att vårt 
resultat således icke i sig innebär någon motsägelse. 

Tvenne kongruenta polygoner hafva, enligt vår defini- 
tion, säkert samma mätetal, ty de kunna delas i parvis kon- 
gruenta trianglar och vid en dylik indelning erhåller sum- 
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man (7) samma värde för båda polygonerna. Villkoret (T) 
är således uppfylldt. 


Vi antaga för det andra att en polygon P består af 


vissa delpolygoner, P,,P,,...,P,. Vi kunna då detam 
trianglar sålunda att vi dela polygonerna P,, P,,..., P, hvar 
för sig i trianglar. Summan Ds utsträckt öfver alla dessa 
trianglar ger oss mätetalet för FP, samma summa, utsträckt 
endast öfver de trianglar som innehållas i en delpolygon P,, 
ger oss åter mätetalet för denna delpolygon. Häraf framgår 
omedelbart att mätetalet för polygonen P är lika med summan 
af mätetalen för dess delar, P,, P,,..., P,, och således större 
än mätetalet för hvarje enskild del. Villkoret (IT) är således 
allmänt uppfylldt. : | 
Slutligen är, äfven enligt den allmänna definitionen, mäte- 
talet för ytenheten lika med 1, såsom man finner om man 
medels en diagonal delar densamma i två trianglar. Villko- 
ret (III) är således äfven uppfylldt. 
Teorin för plana polygoners mätning är härmed slut- 


förd. Vi framhålla ännu uttryckligen följande intressanta 


resultat som framgått ur denna teori: 


Tvenne plana polygoner hafva samma måiätetal och således 
lika stora ytor alltid och endast om de äro ekvivalenta. 


Ty om polygonerna hafva samma mätetal, äro de, enligt 
sats 5", ekvivalenta med en och samma rektangel med längd- 
enheten såsom bas och således äfven sig emellan ekvivalenta; 
och omvändt hafva tvenne ekvivalenta polygoner alltid samma 
mätetal, ty de kunna delas i parvis kongruenta trianglar och 
summan (7) har följaktligen samma värde för dem båda. 


61. Arean af en godtyckligt begränsad plan yta. — Vi 
betrakta nu en plan yta S, begränsad af en godtycklig kon- 
tinuerlig sluten linie som icke skär sig själf, och skola visa 
att, under ett mycket allmänt antagande beträffande nämnda 


begränsningslinie, villkoren (TI) —(III) s. 324 entydigt be- 


stämma ett mätetal för denna yta i förhållande till den an- 
tagna ytenheten. 
För detta ändamål betrakta vi å ena sidan de polygoner 


d 


1. 


JOD 
som utgöra en del af ytan S, å andra sidan de polygoner 
hvilka själfva innehålla S såsom en del. Vi benämna kort 
de förra inre polygoner, de senare yttre polygoner. Ytan af 
enhvar af dessa polygoner tillkommer ett bestämdt mätetal i 
förhållande till ytenheten, såsom i föregående paragraf när- 
mare utförts. Vi beteckna allmänt med p mätetalet för en 
inre polygon, med P mätetalet för en yttre polygon, och hafva 
då åter tvenne fullt bestämda oändliga talmängder, hvilka 
kort må betecknas 


Noch E (2) 


Man kontrollerar omedelbart att dessa uppfylla följande 
tvenne villkor: 


19.  Hvarje tal p är mindre än hvarje tal P. 


Ty en inre polygon utgör en del af hvilken yttre poly- 
gon som helst och har således mindre mätetal än denna. 


20. Det finnes intet största tal i mängden (p) och intet 
minsta tal i mängden (P). 


Ty om en inre polygon är gifven, kunna vi alltid finna 
en annan inre polygon som innehåller den förra såsom en 
del och således har större mätetal än denna; och likaså kan 
man, utgående från en yttre polygon, konstruera en -annan 
dylik polygon som utgör en del af den förra och hvars mäte- 
tal således är mindre. 

Ytan SI innehåller hvarje inre polygons yta såsom en 
del, medan den själf utgör en del af hvarje yttre polygons 
yta. Enligt (II) bör således mätetalet för ytan S vara större 
än mätetalet för hvarje inre polygon och samtidigt mindre 
än mätetalet för hvarje yttre polygon, alltså större än hvarje 
tal p och mindre än hvarje tal P. | 

För att dessa villkor entydigt skola bestämma ett tal, 
erfordras emellertid att mängderna (p) och (P) besitta ännu 
följande tredje egenskap: 


39. Om man föreskrifver ett godtyckligt litet positivt tal &, 
bör det alltid vara möjligt att välja ett tal ur mängden (p) och 
ett tal ur mängden (P) på sådant sätt att P- p<e. 


Detta villkor kan äfven utsägas i följande form: 
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Begränsningslinien för ytan S bör kunna inneslutas mellan 


en inre och en yttre polygonal linie, hvilka tillsammans begränsa 
+ 


en godtyckligt liten yta. 


Vi betrakta härefter endast sådana ytor S hvilkas rand- 
kurvor uppfylla detta villkor. Härigenom uteslutas faktiskt 
vissa ytor ur betraktelsen, men dessa äro af ytterst kompli- 
cerad form och af uteslutande teoretiskt intresse. 

Under nämnda förutsättning kunna vi således på tal- 
mängderna (p) och (P) tillämpa satsen s. 87, och sluta ur 
densamma att det finnes ett och endast ett tal som åtskiljer dessa 
mängder. Enligt villkoret (II) bör detta tal tilläggas ytan S 
såsom mätetal i förhållande till den antagna ytenheten, och 
vi erhålla alltså följande allmänna definition: 


Mätetalet för en godtyckligt begränsad plan yta är det fullt 


bestämda tal som är större än mätetalet för hvarje inre polygons yta 


och samtidigt mindre än mätetalet för hvarje yttre polygons yta. 

Till hvarje plan yta, hvars begränsningslinie uppfyller 
det ofvan nämnda allmänna villkoret, är härmed tillordnadt 
ett bestämdt mätetal och således en bestämd storlek eller 
area i förhållande till den antagna ytenheten. 


Vi böra nu åter kontrollera att det erhållna resultatet står 
i full öfverensstämmelse med de s. 324 formulerade villkoren. 

Hafva vi två kongruenta ytor, S, och S;>, svarar mot 
hvarje till S, hörande inre resp. yttre polygon en därmed 
kongruent inre resp. yttre polygon med afseende å ytan 939. 
Mängderna (p) och (P) omfatta således för de två ytorna 
precis samma tal, och ytornas mätetal, hvilka åtskilja dessa 
mängder, äro således äfven identiska. 

Likaså kan man visa att, om en yta S delas i ett änd- 
ligt antal delar, dess mätetal är lika med summan af delar- 
nas mätetal och således större än mätetalet för hvarje enskild 
del, förutsatt att hvarje delningslinie uppfyller samma vill- 
kor som vi pålagt begränsningslinierna för våra ytor öfver- 
hufvud, d. v. s. att den kan inneslutas mellan polygonala linier 
som begränsa en godtyckligt liten yta. Vi genomföra be- 
viset för det fall att den gifna ytan S delas i tvenne delar, 
S, och S,, medels en linie I som sammanbinder två punkter 


+ 
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« och & af dess randkurva. För att förenkla beteckningen 
och uttryckssättet göra vi: ytterligare några speciella förut- 
"sättningar, men uppmana läsaren att utföra beviset oberoende 
af dessa, hvilket icke erbjuder några svårigheter. 


Om e& är ett gifvet positivt tal, kunna vi välja en yttre 
och en inre polygon på sådant sätt att skillnaden P— p mel- 
lan deras mätetal är mindre än &. Vi antaga att dessa poly- 
goner, oberoende af värdet för £, kunna konstrueras så att 
de hafva punkterna « och $& till hörnpunkter, samt att linien 
I helt och hållet förlöper inom den inre polygonen. I ofvan- 
stående figur äro ifrågavarande polygoner a«aABCBDEFoa 
och aabpcdea. 

Enligt vår förutsättning kan jämväl linien ! inneslutas 
inom en.polygon hvars yta har ett mätetal < £. Vi antaga 
att denna polygon, för hvarje värde af £, kan konstrueras så 
att den har &« och $£ till hörnpunkter och utgör en del af den 
ofvan betraktade inre polygonen. I figuren föreställer a«yfdea 
ifrågavarande polygon. | 

Enligt figuren utgör «abpyca en inre, « ABCpPda en yttre 
polygon med afseende å ytan S,, och likaså utgöra adpecdec 
och ayBDEFa inre resp. yttre polygoner med afseende å 
ytan S,. Om vi beteckna mätetalen för dessa polygoners 
ytor i ordning med på, P,,p2, P3, framgå ur det ofvan sagda 
omedelbart olikheterna 


Mie 2 ji pa RE, 


Ra 
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hvilka främst visa oss att begränsningslinierna för ytorna 
Si, och SS. uppfylla de villkor som erfordras för att dessa 
ytor skola hafva bestämda mätetal i förhållande till ytenhe- 
ten. För enkelhetens skull låta vi bokstäfverna S,S,,S3; 
jämväl beteckna motsvarande ytors mätetal, och hafva då 


PINT LU P3 EN FR 
Genom addition af dessa olikheter erhålles 
Papa << Byta SN 


Men PF, +P, är, såsom ur figuren framgår, lika med summan 
af P och mätetalet för polygonen «yfdea och således mindre 
än P+e&, och på analogt sätt inses att p, + p. är större än 
pe. Alltså är | 


p-ELS, AS, < P+e. 
Å andra sidan är 
PENNE 


Ur dessa olikheter följer 
p—-(PFE) OS (0703 SR 
eller ännu, då P-p<e, 
—2£e< S—- (Si + 583) < 2. 


Då detta resultat gäller huru litet talet £ än valts, är således 
med nödvändighet S—(S,+55)=0 eller 


S er + Ia , 
hvarmed vårt påstående är bevisadt. 


Man kan på olika sätt konstruera en obegränsad följd 
af inre eller yttre polygoner hvilkas mätetal hafva den gifna 
ytans mätetal S till gränsvärde. Enklast är att inslå föl- 
jande förfarande. 

Vi betäcka planet med ett nät af kvadrater och utvälja 
bland dessa alla dem som helt och hållet tillhöra den gifna 
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ytan S. Dessa kvadrater bilda tillsamman en inre polygon !), 
hvars mätetal vi beteckna med p,. Det kortaste afståndet 
från en godtycklig punkt på denna polygons perimeter till 
randkurvan af området S är mindre än diagonalen i de be- 
traktade kvadraterna, alltså < A V2, om A betecknar sidan i 
kvadraterna. ; 


Vi dela nu enhvar af de första kvadraterna i fyra mindre, 


så att planet blir indeladt i kvadrater med sidan = och ut- 


välja bland dessa åter alla dem som helt och hållet tillhöra 
ytan S. Mätetalet för den af dessa kvadrater bildade po- 
lygonen beteckna vi med p,; man har py, <pa, ty hvarje 
kvadrat som tillhör den första polygonen utgör äfven en 
del af den senare. Det kortaste afståndet från en godtycklig 
punkt på perimetern af den senare polygonen till randkurvan 


af S är Säreg 


Vi fortgå på detta sätt, i det vi alltid dela de tidigare 
kvadraterna i fyra mindre, och erhålla sålunda en fullt be- 
stämd följd af inre polygoner, hvilkas mätetal bilda en sti- 
gande talräcka: i 


PSP SR SSP RE 


Denna talräcka har till gränsvärde den gifna ytans 
mätetal S. Enligt vårt antagande kunna vi nämligen för 
denna yta konstruera en yttre och en inre polygon så att skill- 
naden P—-p mellan deras mätetal är mindre än ett gifvet, 
godtyckligt litet tal £, och man inser lätt att den inre poly- 
gonen kan väljas så att dess perimeter icke har någon-punkt 
gemensam med begränsningslinien för ytan S2). Vi beteckna 
med d (> 0) det kortaste afståndet mellan dessa två linier. 


1) Denna och några af de följande polygonerna kunna möjligen 
bestå af skilda delar, men detta inverkar icke på giltigheten af våra 
slutsatser. 


2?) Man kan nämligen välja en yttre polygon och en tillhörande 
inre polygon sålunda att skillnaden P—-p' mellan deras mätetal är min- 


ST j | 
dre än SN Om den inre polygonens perimeter har punkter gemensamma 


med begränsningslinien för området S, kan man medels räta linier af- 
22 
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Enligt ofvanstående konstruktionssätt befinner sig hvarje 


punkt på perimetern af polygonen med mätetalet p, på ett 


afstånd < a V2 ifrån begränsningslinien för S. Välja vi 


n så stort att TT V2 <d, innehåller denna polygon såsom 


en del den ofvan betraktade polygonen med mätetalet p, och 
vi erhålla således p, > p, hvaraf följer S-p, < S—-p< P—-p 
eller slutligen S— p, << e. Alltså är lim p, =S. 

På liknande sätt kan man konstruera en följd af yttre 
polygoner hvilkas mätetal konvergera mot S&S. 


62. Beräkning af några plana figurers areor. — Vi till- 
lämpa ofvanstående betraktelser på beräkningen af några 
speciella figurers areor. I nästa kapitel skola vi sedan visa 
huru väsentligt denna:beräkning förenklas om man använder 
integralkalkylen. . 


19. Vi påminna först om beräkningen af cirkelns area. 
Om med > betecknas mätetalet för cirkelns radie, med p, 
och P, mätetalen för de in- och omskrifna reguliära n-hör- 
ningarnas ytor, är 


fl 


2 
. £N Hos Tx NT 
Pa => NY? SiN — = Nr? sin — COS —>» 
4 n n n 


sr 
Pr RA tang ka 


hvarur följer 
Pipa = nr? (tang = — sin — cos > =nyr? — =, 
. ; n n n GÖRS 
n 


1 ” OR TIER IT 7 
eller ännu, då sin Fen 


Ir 3 y 2 
Py pa < EL 


2 2 
nn? COS 
n 


skära vissa delar af densamma, sålunda att den återstående polygonen, 


hvars mätetal må. betecknas med p, helt och hållet ligger i det inre af S, 


samt att summan af de afskurna delarnas mätetal är mindre än = + Då är 


2 
Rae: NE och således P -p Le. 
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Denna skillnad kan sålunda göras huru liten som helst genom 
att n väljes tillräckligt stort, och enligt n? 61 tillkommer 
följaktligen cirkelytan ett bestämdt mätetal i förhållande till 
ytenheten, hvilket är större än mätetalet för hvarje inre po- 
lygon, mindre än mätetalet för hvarje yttre polygon, och så- 
ledes speciellt större än hvarje tal p, och mindre än hvarje tal 


NU följer ur uttrycken för », och P,, då SINE SEO 
7 NT IT 

cos" <1, ÄNDAN 

; Per SERGE 


och detta för hvarje värde n. Då det icke kan finnas flere 
än ett tal som åtskiljer talmängderna (p,) och (P,), är följ- 
aktligen mätetalet för cirkelns yta =7?. 


20. Vi betrakta nu den yta som begränsas af parabeln 
y=x2X?, x-axeln och ordinatan i punkten x(> 0). Vi dela 


intervallen (0,7) i n lika delar, så att hvarje del =>, och 
uppresa i delningspunkterna ordinator, hvarvid den betrak- 
tade ytan delas i n delar. För 
enhvar af dessa ytdelar konstru- 
era vi de in- och omskrifna rek- 
tanglarna, såsom i bredvidståen de 
figur anges. De inskrifna rek- 
tanglarna bilda tillsammans en 
inre, de omskrifna rektanglarna 
en yttre polygon med afseende å 
den gifna ytan. Den förras mä- 

| tetal i förhållande till ytenheten 
0 kid är lika med 


(är (SJU, 


n 


den yttre polygonens mätetal är lika med 


ER ON ar CE ENE Tx (nevY INSER 9 2 ö 
ÅTER a nt a LG sl 
Skillnaden mellan mätetalen för den yttre och den inre poly- 


hd 2 3 
gonen är således lika med (7) == , eller lika med mäte- 
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talet för den sista omskrifna rektangeln, hvilket för öfrigt 
omedelbart framgår däraf att hvarje inskrifven rektangel är 
kongruent med den närmast föregående omskrifna rektan- 
:geln. Emedan nämnda skillnad kan göras huru liten som 
helst genom att »n väljes tillräckligt stort, äro vi säkra om 
att den betraktade ytan har ett bestämdt mätetal i förhål- 
lande till ytenheten, den i figuren utmärkta kvadraten med 


sidan e. 
För att bestämma detta mätetal söka vi ett allmänt ut- 


tryck för summan af de n första hela talens kvadrater: 
2 =S ER ER ad SS a ERNIE 

1 
För detta ändamål utgå vi från identiteten 


vi -(v-1)Y =83v dv tl, 


insätta i denna successivt v=1,2,3,...,n och addera de 
erhållna likheterna. Resultatet blir: 


n= 8) AB ST v+t+tnNn. 
1 1 


Men enligt regeln för summering af en aritmetisk serie är 
Me 7 lh 2 ökat RAR 
1 


och ofvanstående likhet kan således skrifvas 


3N pi? ag Sc Ia AE CRT 
a ä 
hvarur följer det sökta uttrycket 


n 


(8) ; Pe 
: 1 


Om 7 ersättes med n— 1, erhålles härur 
nn —1 
yY SEA Spread ; 


1 


ER EET 

s UTERES SEN 

N än b TIS 

STA a NERE 
PPS ET 
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På grund af dessa likheter kunna de ofvan funna ut- 


trycken för den inre och den yttre polygonens mätetal skrif- 
vas under formen: 


Fe NL) 


(jeepen sera) 


2n 


Då n obegränsadt växer, konvergera dessa uttryck från hvar 
83 
sin sida mot gränsvärdet a och då den ofvan betraktade 
ytans mätetal för hvarje värde n» ligger mellan ifrågavarande 
uttryck, är detta mätetal således =3 
39. Läsaren uppmanas att på samma sätt bestämma 
arean af den yta som begränsas af x-axeln, en gifven ordi- 
nata, samt kurvan y=>2? eller kurvan y=>X. Härtill erfor- 
dras uttrycken för summorna 


n n 

sn I = 4 
ME vv? och v 
1 1 


såsom funktioner af n, hvilka erhållas genom ett förfarande 
analogt med det vi ofvan användt. För den förra summan 
gäller den intressanta relationen 


eller i utförligare form 


P+-24+38 4: +n =(1+2+3+-:-+n)”, 
hvilken läsaren bör verificera. 


49. Vi skola slutligen beräkna arean af den yta som 


begränsas af hyperbeln y=>2> x-axeln samt ordinatorna i 
punkterna 1 och x(->1). 
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ol 


REN gr x 


Resultatet ernås enklast om intervallen (1,x) delas så 
att delintervallernas längder bilda en geometrisk progression. 
Vi bestämma för detta ändamål 4 genom likheten 4" =x, där 
n är ett positivt helt tal, och inskjuta mellan 1 och x punk- 


terna q,q',...,q" ', hvarvid delintervallernas längder i ord- . 


ning blifva 
0 (TY (EET ER 


Då genom nämnda delningspunkter uppritas ordinator, sön- 
derfaller den betraktade ytan i n delar. För hvarje af dessa 
konstruera vi den omskrifna och den inskrifna rektangeln, så- 
som ofvanstående figur visar. Mätetalen för de omskrifna rek- 
tanglarnas höjder i förhållande till längdenheten e äro i ordning 


: [= | 


mätetalen för de inskrifna rektanglarnas höjder äro åter 
RN rs I il 


SE LER RSS 
q 


; FISK lan 
Man sluter häraf att mätetalet för hvarje omskrifven rektan- 
gels yta är lika med q—1, mätetalet för hvarje inskrifven 


rektangels yta lika med Jan. Den yttre polygon som bil- 


das af de omskrifna rektanglarna har följaktligen mätetalet 
n(q— 1), den inre polygon som bildas af de inskrifna rek- 
ACER Tv q” = och således nes 

q log q 


tanglarna mätetalet 


kunna dessa resultat skrifvas under formen: 


2 4 É Va ; År FÖRSTA KKR FA 
AMT RETA PARREE BEER STOR YA TRE, 5 
FT Ana ÅA RAN Sgt FN ae ILSA a 


hn 


NS Skr SE PRE 


NE 
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mätetalet för den yttre polygonens yta = I log x, 


”es 


mätetalet för den inre polygonens yta = ; eg I log srt 


Om vi låta n obegränsadt växa, närmar sig q=7Vxz 
gränsvärdet 1. Vi sätta g=1+3> där således m samtidigt 


med n växer mot oo, och erhålla då 
ES UR byka Mint 
logg  m jö fö äl el Fa 
z m 8 ( m 


hvarur, enligt likheten (14) s. 248, följer 


: — 1 5 l l 
lim 2-3 = lim | siren L 


Fer AJOSg m=00 log [C+Z)] log e 


Häraf framgår att mätetalen för den yttre och den inre 
polygonens ytor med växande » båda konvergera mot ett 
och samma gränsvärde, nämligen log x. Följaktligen har den 


af hyperbeln y=>> x-axeln samt ordinatorna i punkterna 1 


och x begränsade ytan ett bestämdt mätetal i förhållande till 
ytenheten (den i figuren utmärkta kvadraten med sidan e), 
och detta mätetal är =log x. Vi hafva härmed vunnit en in- 
tressant geometrisk tolkning af den Neperska logaritmen. 


Öfningsup pgifter: 


1) Beräkna arean af den figur som begränsas aff kurvan y= dr 
x-axeln samt tvenne ordinator. 

2) Huru stor är ytan af den figur som begränsas af kurvan y = 2", 
x-axeln samt ordinatorna i punkterna 1 och x(”> 1), då u har ett reellt” 
värde £—1? (Uppgiften löses enkelt medels ett förfarande analogt med 
det på föregående sida). 

3) Bevisa att arean af den sektor som begränsas af spiralen 


fCeT j 


samt tvenne radier r, och rr. (”>r,) är lika med 


2 2 
ra 2 Yr, 


4k 
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63. Om mätning af kroppars volymer. Volymen af en po- 
lyeder. — Vi skola nu i korthet redogöra för huru volym- 
begreppet logiskt uppbygges, och följa härvid samma betrak- 
telsesätt som vid uppbyggandet af begreppet area. 

Det gäller att mäta volymen af en gifven kropp, hvar- 
med i matematisk bemärkelse . förstås en begränsad del af 
rymden, d. v. s. att jämföra densamma med en viss spe- 
ciell kropp, den s. k. volymenheten, hvartill lämpligen väljes 
en kub hvars kant är lika med den sträcka e som valts till 
Jängdenhet, och hvars sidoyta således är lika med ytenheten. 
Mätningens resultat uttryckes genom. ett visst mätetal som 
tillägges den gifna kroppen. För dettas bestämmande utgå 
vi åter från följande villkor, hvilka måste vara uppfyllda 
såframt våra resultat skola stå i öfverensstämmelse med vår 
åskådliga föreställning: 


(1). Kongruenta kroppar böra erhålla samma mätetal. 
(IT). Om en kropp är delad i ett ändligt antal delar, bör 
dess mätetal vara lika med summan af delarnas måätetal och större 
än måätetalet för hvarje enskild del. 
(IIT). Volymenheten tilldelas måätetalet 1. 


Vi göra början med polyedrarna, och bland dessa betrakta 
vi först dem som enklast låta jämföra sig med volymenhe- 
ten, nämligen rätvinkliga parallellepipeder med ytenheten såsom 
bas. Beträffande dessa erhålles, medels ett PESON UTE iden- 
tiskt med det s. 324 — 325, följande resultat: 


Enligt villkoren (IT)—(IIT) erhåller hvarje rätvinklig paral- 
lellepiped med ytenheten såsom bas ett bestämdt mätetal i förhål- 
lande till volymenheten, hvilket är Vika med mätetalet för dess 
höjd i förhållande till längdenheten. 


I det vi gå till allmännare polyedrar, införa vi åter be- 
greppet ekvivalens: | 


Tvenne polyedrar sägas vara ekvivalenta, om de antingen 
äro kongruenta eller medels plan kunna delas i ett ändligt antal 
parvis kongruenta delar. 


För ekvivalens mellan polyedrar gälla samma egenska- 
per som för ekvivalens mellan polygoner, och speciellt föl- 
jande sats, hvars bevis är identiskt med det vi gifvit s. 326: 
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Tvenne polyedrar som äro ekvivalenta med en och samma 
polyeder äro äfven sinsemellan ekvivalenta. 


Vi bevisa nu en följd af satser om polyedrars ekvi- 
valens. 

19. Tvenne räta prismer med lika stora baser och höjder 
äro ekvwalenta. 


Ty då prismernas baser enligt antagandet hafva lika 
stora ytor, kunna de enligt n? 60 delas i parvis kongruenta 
polygoner, och om genom delningslinierna plan läggas vinkel-. 
rätt mot baserna, blifva prismerna delade i parvis kongruenta 
delprismer. 


20. Tvenne rätvinkliga parallellepipeder, P och P', hvilkas 
kanter hafva mätetalen a,b,c resp. a',b",e", äro ekvivalenta om 
FIER NME | 

Narivaälja ttalett ör så raltindis=arby; enligtsl? är då EP 
ekvivalent med en rätvinklig parallellepiped FP, hvars kan- 
ter hafva mätetalen a”',b;,e (vi uppfatta härvid kanten c 
såsom höjd i båda parallellepipederna). Härefter bestämma 
vice ur likheten b,ce=b"e;, och finna enligt 19 (i det vi upp- 
fatta kanten a' såsom höjd) att P, i sin tur är ekvivalent 
med en rätvinklig parallellepiped P, hvars kanter hafva mäte- 
talen a", b",ece,. Men enligt de likheter som bestämma b, och 
Gar 


UPN OCD 0 


och då. enligt antagandet abe =a"b"c", är sålunda a'b'e, = 
a'b'e', hvaraf c, = e'. Parallellepipeden P, är således kon- 
gruent med P", och följaktligen äro P och P' ekvivalenta. 


30. Ett rätt.prisma, P, hvars bas och. höjd hafva måte- 
talen b och h, är ekvivalent med en rätvinklig parallellepiped som. 
har ytenheten till bas och hvars höjd har mätetalet bh. 


Välja vi talen « och p så att «8 =b, är enligt 1? prismat 
P ekvivalent med en rätvinklig parallellepiped, P,, hvars kan- 
ter hafva mätetalen «,f£,h. Enligt 29 är åter P, ekvivalent 
med en rät parallellepiped med ytenheten såsom bas och hvars 
höjd har mätetalet «ph =bh, och prismat P är således äfven 
ekvivalent med denna parallellepiped. 
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Öfvergången till sneda prismer sker med stöd af satsen: 


49, Ett snedt prisma är ekvivalent med det räta prisma 
som har dess normalsektion till bas och dess sidolinie till höjd. 


Satsens riktighet inses omedelbart i de fall då man kan 
anbringa en normalsektion som skär prismats sidoyta utan 
att skära dess baser. Ar detta icke möjligt, inskjuter man 


mellan det sneda och det räta prismat ett eller flere hjälp- | 


prismer, hvilka hafva samma normalsektion och lika stor 
sidolinie som de gifna, och i hvilka sidoliniens lutningsvinkel 
mot basplanen ständigt ökas. | 


Vi beteckna med b,h,s,b' mätetalen för det sneda pris- 


mats bas, höjd, sidolinie och normalsektion, samt med w sido- 
liniens lutningsvinkel mot basplanet. Man har då h=s sin w 
samt vidare, enligt satsen om projektionen af en plan yta !), 


b= 0 ur hvilka likheter följer bh =b"s. Enligt 39 är det 


i ofvanstående sats betraktade räta prismat, hvars bas och 
höjd hafva mätetalen b"' och s, ekvivalent med en rätvinklig 
parallellepiped med ytenheten såsom bas och hvars höjd har 
mätetalet )h's=bh. Det i samma sats betraktade sneda pris- 
mat är således äfven ekvivalent med ifrågavarande parallelle- 
piped, och vi erhålla alltså följande allmänna sats: 


d SSE Si PSA Fake Kr - 
Kal SE SET SL RARE LUSSE EV SE Se LA ASTON TEPE 


59, Hvarje prisma, hvars bas och höjd hafva mätetalen b 


och h, är ekvivalent med en rätvinklig parallellepiped som har yten- 
heten till bas och hvars höjd har mätetalet bh. 


Såsom korollarium sluta vi härur; följande intressanta 
resultat, hvilket i sig innefattar alla de föregående: 


69. Tvenne prismer, för hvilka produkten af basens och höj- 


dens mätetal har samma värde, äro alltid ekvivalenta, d. v. s. de 


"kunna medels plan delas i ett ändligt antal parvis kongruenta 


delar. 


Då enligt de s. 344 formulerade villkoren ekvivalenta 
polyedrar böra erhålla samma mätetal, kunna vi ännu af 
satsen 59, och af hvad tidigare visats om rätvinkliga paral- 
lellepipeder med ytenheten såsom bas, draga följande slutsats: 


1) Jmf. L. LINDELÖF, Lärobok i Analytisk geometri, s. 171. 


EE NNE UV ARTE EN bd 
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Enligt villkoren (I)—( III) är mätetalet för ett prismas 
volym lika med produkten bh af mätetalen för dess bas och höjd. 


Öfvergången från prismer till allmännare polyedrar för- 
medlas, i den i elementargeometrin brukliga framställningen, 
af följande satser: 

»,Tvenne tetraedrar (eller trekantiga pyramider) med 
lika stora baser och höjder hafva lika stora volymer". 

,Ett trekantigt prisma kan delas i tre tetraedrar med 
lika stora volymer". 

I beviset för förstnämnda sats grundas emellertid likhe- 
ten mellan tetraedrarnas volymer icke på delning i parvis 
kongruenta delar, utan därpå att de kunna instängas mellan 


samma gränser — summorna af vissa om- och inskrifna pris- 
mers volymer — hvilkas skillnad kan göras godtyckligt liten. 


Man kan nu faktiskt bevisa !), ehuru vi här icke kunna 
ingå därpå, att tvenne tetraedrar med lika stora baser och 
höjder i allmänhet icke kunna delas i ett ändligt antal parvis 
kongruenta polyedrar. Häraf följer att man, då det gäller 
att allmänt definiera mätetalet för en polyeder, icke uteslu- 
tande kan grunda framställningen på ekvivalensbegreppet, 
såsom i läran om polygoners mätning, utan verkligen är 
tvungen att inslå ett annat förfarande. 

Vi betrakta en godtycklig tetraeder, dela dess höjd i n 
lika stora delar och lägga genom delningspunkterna plan pa- 
rallella med basen, hvarvid tetraedern sönderfaller i n delar. 
För enhvar af dessa konstruera vi, på det från elementar- 
geometrin kända sättet, de om- och inskrifna prismerna: Om 
mätetalen för tetraederns bas och höjd betecknas med b och 
h, hafva de omskrifna prismernas baser i ordning mätetalen 


b, (Jo, (=) öron (3) 


och deras volymer alltså mätetalen 
NESS 
Sol n len n RANN där 


1) Jmf. det s. 330 citerade arbetet af ENRIQUES. 
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Enligt villkoret (IT) är mätetalet för den af dessa prismer 
sammansatta kroppen V således lika med 


n 


n 


bh fn — LX DNR (IN? bh bh 
FÄR (NR 


n 


v2. 


På samma sätt finner man att den kropp » som bildas af de 
inskrifna prismerna har till mätetal summan . | 


n — 1Y? bh NED INT ORESEDT 5 
ff (NT 
1 


SSE Orr ET TE NE NR RS 


3 
| 
p- 
met 


n n n n 


Med användande af likheten (8) s. 340 kunna dessa resultat ä 
skrifvas under formen | 


| ör fy ER NPA ER 
matetalet för V= 3 (1 TR (fa 


mätetalet för v = 3 (1 2 )(1 . ) ; 


n 2n 


Den gifna tetraedern utgör en del af kroppen V och 
innehåller själf v såsom en del. Enligt villkoret (II) bör 
tetraederns mätetal således vara mindre än mätetalet för V 
och större än mätetalet för v, huru stort talet n än väljes.. 


Nu framgår af ofvanstående uttryck att mätetalet för V 


är större och mätetalet för v mindre än 20 och att de med 


3 
växande » båda konvergera mot detta värde. Alltså är SÅ 


det enda tal som uppfyller de villkor vi funno för tetrae- 
derns mätetal, och vi erhålla således följande resultat: 


Enligt villkoren (I)—(TIIT) är måätetalet för en tetraeders 
volym lika med SS då b och h beteckna mätetalen för tetraederns 
bas och höjd. 


Det är lätt att kontrollera att värdet af uttrycket 3 3 


är oberoende :af hvilken sida i tetraedern uppfattas såsom 
bas. Den gifna tetraedern må vara ABCD. Vi beteckna 
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med b och h mätetalen för ytan 
af triangeln ABC samt för tetra- 
ederns motstående höjdlinie, och 
likaså med b,,h, mätetalen för 
triangeln AB D och den mot denna 
stående höjdlinien, vidare med 
k,s,s, mätetalen för kanten AB 
och de från punkterna C och D 
mot densamma fällda perpendik- 
larna, samt slutligen med w lut- 
ningsvinkeln mellan planen ABC 
och ABD. Man erhåller då omedelbart likheterna 


: 1 5 
b =35ks , h =s,sinw, bh =35kss,sin w, 
JONO Bihar kssr 
S1), =S SIN 0W, MÄN SS, Sin w, 


och således bh =b,h,, hvarmed riktigheten af vårt påstående 
är ådagalagd. 


Vi gå nu till en allmän polyeder P. Denna kan delas i 
tetraedrar och detta på oändligt många olika sätt. Vid en 
: dylik indelning må t,,t,,...,t, beteckna de erhållna tetra- 
edrarna samt b, och Ah,, ba; och ha,...,b, och h, mätetalen 
för deras baser och höjder, hvarvid det är likgiltigt hvilken 
sida man för hvarje gång uppfattar såsom bas. Enligt ofvan 
erhållna resultat äro då mätetalen för tetraedrarna i ordning 
| ban (baka bak, 
lika med DERES TR YE 
böra vi således tilldela polyedern P mätetalet 


» och på grund af villkoret (IT) 


(falk ; balka bila RN pe bh, 
(9) 3 la 3 + t 3 mm 3 4 


För att ådagalägga att vårt resultat icke i sig innebär 
någon motsägelse, hafva vi här åter främst att — uteslutande 
med stöd af geometrins axiom, och utan att på något sätt 
vädja till volymbegreppet, hvilket det just gäller att mate- 
matiskt definiera — bevisa följande grundläggande sats: 


3 
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Huru den gifna polyedern än del 1 tetraedrar, erhåller 3 


summan (9) alltid samma värde. 


Beviset kan föras rent geometriskt !), men framgår äfven 
enkelt ur det uttryck i form af en determinant som den ana- 
lytiska geometrin ger för en tetraeders mätetal. Vi utföra 
beviset i en not i slutet af boken. | 


Med stöd af denna sats kunna vi nu uppställa följande ; 


allmänna definition för en polyeders mätetal: 


Mätetalet för en polyeders volym i förhållande till volym- 
enheten är lika med det värde som erhålles för summan (9) då 
polyedern på något sätt delas i tetraedrar. 


För ett prisma erhålles enligt denna allmänna definitiost 
samma mätetal som enligt den tidigare gifna definitionen 
(s. 347). För ett trekantigt prisma följer detta ur den redan 
tidigare omnämnda satsen, enligt hvilken ett sådant prisma 
kan delas i tre tetraedrar, hvilka två och två hafva lika stora 
baser -och höjder och af hvilka tvenne hafva samma bas och 
höjd som prismat själft (då man hvarje gång väljer en lämp- 


lig sidoyta till bas). Då hvarje prisma kan delas i trekan- 


"tiga prismer, följer härur att vårt påstående gäller allmänt. 

Till hvarje gifven polyeders volym är härmed tillord- 
nadt ett fullt bestämdt mätetal och således en bestämd storlek 
i förhållande till den antågna volymenheten ?), och vi hafva 
sett att vår definition för detta mätetal med nödvändighet 


följer ur de af åskådningen oss pålagda villkoren (1)—(IIIy z 


s. 344. Vi böra ännu a posteriori verificera att dessa samma 
villkor allmänt och undantagslöst äro uppfyllda för polyedrars 
volymer. Beviset är fullkomligt analogt med det vi gifvit 
s. 331— 332, hvarför vi öfverlemna dess utförande åt läsaren. 


1) Jmf. det s. 330 citerade arbetet af ENRIQUBS. 

”") Af det ofvan. sagda framgår att två polyedrar som hafva samma. 
mätetal, och således lika stora volymer, i allmänhet icke äro ekvivalenta, 
d. v..s. icke kunna delas i ett ändligt antal parvis kongruenta delar. 


Man kan emellertid gifva villkoret för likhet resp. olikhet mellan 


tvenne polyedrars volymer en rent geometrisk form. För att enklare 
kunna utsäga resultatet, införa vi följande uttryckssätt: 

Vi säga att polyedern P är ekvivalent med en del af polyedern P', om 
det är möjligt att medels plan dela dessa polyedrar i ett ändligt antak 
delar, på sådant sätt att mot hvarje del af P svarar en därmed kongruent 


rn MR NE Nr La a PRE eh a NS RY 
ATERN RE ag Fr TEN RV  r RT EN SEE dr go a 
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64. Volymen af en godtyckligt begränsad kropp. — Ut- 
sträckningen af volymbegreppet till en af en godtycklig yta 
begränsad kropp är fullkomligt analog med utsträckningen 
af begreppet area till en godtyckligt begränsad plan yta 
(jmf. n? 61), hvarför vi i det följande kunna fatta oss kort. 

Vi betrakta en kropp K, begränsad af en kontinuerlig 
sluten yta S, och tänka oss å ena sidan de polyedrar som 
utgöra en del af denna kropp, å andra sidan de polyedrar 
hvilka innehålla densamma såsom en del. Vi benämna de 
förra inre polyedrar, de senare yttre polyedrar, och beteckna 
allmänt med p mätetalet för en inre och med P mätetalet för 
en yttre polyeder i förhållande till den antagna volymen- 
heten. ;ö 

Vi hafva då åter två oändliga mängder af positiva tal, 


(p) och (P), 


hvilka besitta följande egenskaper: 


19.  Hvarje tal i mängden (p) är mindre än hvarje tal ? 
mängden (P). 

20. Mängden (p) innehåller intet största och mängden (P) 
intet minsta tal. 


För att nå vårt mål äro vi här åter tvungna att göra 
en inskränkning beträffande den betraktade kroppen: 


Vi antaga att det är möjligt att innesluta begränsningsytan 
af kroppen K mellan tvenne polyedriska ytor, på sådant sätt att 
den del af rymden som ligger mellan dessa ytor har en godtyck- 
ligt liten volym. 


del af P', medan P"' innehåller åtminstone en del som icke har sin mot- 
svarighet i polyedern P. 

Vi kunna då utsäga följande resultat, hvilkas bevis utan svårig- 
het erhållas ur den föregående framställningen (jmf. sats 5? samt härled- 
ningen af mätetalet för tetraederns volym): 

Tvenne polyedrar P, och P, hafva lika stora volymer, om hvarje poly- 
eder som innehålles i P, är ekvivalent med en del af P., och omvändt hvarje 
— polyeder som innehålles i P, är ekvivalent med en del af P,. 

Polyedern P, har större volym än polyedern P,, om P. är ekvivalent 
med en del af P,. 


Om detta antagande är uppfylldt, besitta talmängderna 
(p) och (P) ännu följande tredje egenskap: : 


30. Om € är "ett gif vet, godtyckligt litet positivt tal, kan 
man alltid välja ett tal ur mängden (P) och ett tal ur mängden == 
(p) så att deras skillnad är mindre än es. 3 


Enligt satsen s. 87 finnes det då ett och endast ett tal 
som åtskiljer mängderna (p) och (P), och enligt villkoret 
(II) böra vi tilldela kroppen K&K detta tal såsom mätetal i för- 
hållande till volymenheten. Alltså: 


Mätetalet för volymen af en godtyckligt begränsad kropp Ki 
förhållande till den antagna volymenheten utgöres af det fullt be- 
stämda tal, som är större än mätetalet för hvarje polyeder som 
utgör en del af K, och samtidigt mindre än mätetalet för hvarje 
polyeder hvilken innehåller K såsom en del. 


Till volymen af hvarje kropp, hvars begränsningsyta upp- 
fyller ofvan anförda villkor, är härmed tillordnadt ett bestämdt 
mätetal och således en bestämd storlek i förhållande till vo- 
lymenheten, och man kan åter lätt kontrollera, medels ett 
resonemang analogt med det på s. 334 —336, att det erhållna 
resultatet står i full öfverensstämmelse med villkoren (1)— =” 
(IIT), förutsatt att hvarje af de ytor, medels hvilka den i (IT) 
omnämnda delningen verkställes, uppfyller samma villkor som 
ställts på kroppens begränsningsyta. | 

Man kan angifva olika sätt att konstruera en följd af 
polyedrar hvilkas mätetal hafva den gifna kroppens mätetal 
till gränsvärde". Enklast är att, i analogi med det s. 336 — 337 
angifna förfarandet, dela rymden i kongruenta kuber och 
bland dessa utvälja alla dem som helt och hållet tillhöra den : 
gifna kroppen, därpå dela hvarje kub i den första indelnin- 
gen i åtta kongruenta kuber och af dessa mindre kuber åter 
utvälja alla dem som utgöra en del af den gifna kroppen, 
Oo. 8. Vv. in infinitum. 


65. Beräkning af några speciella kroppars volymer. — 
Vi skola tillämpa ofvanstående betraktelser på några enkla 
exempel. 

19. Vi betrakta först en cylinder med godtycklig bas, 
d.v.s. en kropp begränsad af två parallella plan och en 
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cylindrisk yta, hvilken alstras då en rät linie rör sig i rym- 
den så att den ständigt förblir parallell med en fast riktning 
Vi antaga att cylinderns basyta har ett bestämdt mätetal i 
förhållande till ytenheten och beteckna detta med h; mäte- 
talet för cylinderns höjd beteckna vi med h. 

Vi välja en yttre och en inre polygon med afseende å 
eylinderns basyta (jmf. s. 333), och konstruera med dessa poly- 
goner såsom baser tvenne prismer, hvilkas sidokanter äro 
parallella med cylinderns sidolinie och hvilka hafva samma 
höjd som cylindern. Det förra prismat innehåller cylindern 
såsom en del, medan det senare prismat utgör en del af cy- 
lindern. Om mätetalen för nämnda polygoners ytor betecknas 
med P och p, äro mätetalen för prismernas volymer Ph och 
ph. Då enligt vårt antagande cylinderns basyta har ett be- 
stämdt mätetal, är det möjligt att välja polygonerna på sådant 
sätt att skillnaden P—p blir godtyckligt liten, och skillnaden 
Ph—-ph=(P—p)h mellan mätetalen för prismernas volymer 
kan således äfven göras mindre än ett på förhand uppgifvet 
godtyckligt litet positivt tal. 

Enligt n? 64 tillkommer således cylinderns volym ett be- 
stämdt mätetal i förhållande till volymenheten, hvilket är 
större än ph och mindre än Ph, huru de ofvan betraktade 
inre och yttre polygonerna än väljas. Men det enda tal som 
besitter dessa egenskaper är bh, ty b är det enda tal som 
atskiljer mängderna (p) och (P), och vi erhålla således föl- 
jande resultat: 


Mätetalet för volymen af en cylinder med en godtycklig bas 
är lika med produkten af mätetalen för dess bas och höjd. 


20. Vi betrakta för det andra en kon med godtycklig bas, 
alltså en kropp begränsad af ett plan och en godtycklig 
konisk yta, hvilken alstras af en rät linie som rör sig så att 
den ständigt går genom en fast punkt. Om vi åter välja 
tvenne polygoner af hvilka den ena utgör en del af konens 
basyta medan den andra innehåller denna yta såsom en del, 
och konstruera pyramider med dessa polygoner till baser och 
konens spets såsom spets, utgör den ena pyramiden en inre, 
den andra en yttre polyeder med afseende å konen. Dennas 
mätetal bör således ligga mellan nämnda pyramiders mätetal, 

23 
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huru dessas baser än väljas. Då mätetalet för en pyram 
volym är lika med en tredjedel af produkten af mätetalen 
för dess bas och höjd, sluta vi häraf följande resultat: = 


Mätetalet för volymen af en kon med godtycklig bas är fika ; 
med en tredjedel af produkten af mätetalen för dess bas och höjd. 


39. Vi beräkna vidare, med stöd af våra allmänna be- 
traktelser, volymen af ett sferiskt segment. 

Det är enklast att utgå från ett segment som ligger 
mellan tvenne parallella plan af hvilka det ena går genom 
sferens medelpunkt. Vi dela segmentets höjd i na lika stora 
delar och lägga genom delningspunkterna plan parallella med 
basplanen, hvarvid vi erhålla » delsegment med lika stora = 
höjder. För hvarje af dessa konstruera vi den omskrifna 
och den inskrifna cylindern. De omskrifna cylindrarna bilda 
tillsammans en kropp V hvilken innehåller det betraktade 
seomentet såsom en del, den af de inskrifna cylindrarna bil- 
dade kroppen v utgör åter en del af segmentet, hvars mäte- = 
tal således ligger mellan mätetalen för v och V, och detta | 
huru stort talet n än väljes. 

Om > och h beteckna mätetalen för sferens radiu och för 
segmentets höjd, äro mätetalen för de omskrifna cylnarans 
nas basytor i ordning lika med 


2 < ( Fe 2 NE 
er mer ()) a (en er (ENR 
Nn Nn n RS z 


Då mätetalet för deras höjder är lika med ”, erhålles för 
volymen af kroppen V mätetalet (jmf. formeln (8) s. 340) 


ssd 3 
ar'h— sådd rv = arh— AE (1 ae 1 3 . 
n 3 n 27. 
1 


De inskrifna cylindrarnas baser åter hafva mätetalen 


s(2- (2), sn (Benn sr) 


och mätetalet för kroppen v är således lika med 


n 


ar'h— 2 Ne vi =ärho 5 Rd + :) (1 + sa) : 


l 


4 NN. 


DOT 


Såsom häraf framgår är mätetalet för V större och mätetalet 
3 
för v mindre än värdet RR 


tals gemensamma gränsvärde för n=0o0. Vi finna således!) 


» hvilket utgör dessa mäte- 


3 
ah 
Sf S 


mätetalet för det sferiska segmentets volym = xr 3 


För h =>r erhålles speciellt mätetalet för halfsferens vo- 

2 
lym=3r?. Volymen af ett godtyckligt sferiskt segment 
framgår ur de erhållna resultaten genom addition eller sub- 


traktion. 


49. Vi beräkna slutligen volymen af den kropp som 
begränsas af den elliptiska paraboloiden ?) 


NN 


RDR y? Se ; 
FaR MA färs: 007 05 


och planet z2=Ah (>> 0). För detta ändamål dela vi åter höj- 
den Ah af det betraktade paraboloidsegmentet i n lika stora 
delar, lägga genom delningspunkterna plan parallella med 
xry-planet, och konstruera för hvart och ett af de härvid 
erhållna n delsegmenten den om- och den inskrifna cylindern. 
Den af de omskrifna cylindrarna bildade kroppen V innehåller 
paraboloidsegmentet såsom en del, den kropp v som är sam- 
mansatt af de inskrifna cylindrarna utgör åter en del af detta 
segment. 

Den betraktade kroppens genomskärningsyta med ett 
med zxy-planet parallellt plan z=72, begränsas af ellipsen 


kr? ie 
SEN = 2 
a 1 hb 029 


1) Kring enhvar af de cylindrar af hvilka kroppen V är samman- 
satt kan man omskrifva ett prisma hvars volym skiljer sig godtyckligt 
litet från cylinderns volym, och likaså kan man, i enhvar af de cylindrar 
af hvilka kroppen v består, inskrifva ett prisma hvars volym kommer 
cylinderns volym huru nära som helst. Af det ofvan sagda följer således 
att för det gifna sferiska segmentet existera yttre och inre polyedrar 
hvilkas volymer hafva en godtyckligt liten skillnad, och att detta seg- 
ment således, enligt den s. 352 uppställda definitionen, har ett bestämdt 
mätetal i förhållande till den antagna volymenheten. En analog anmärk- 
ning gäller äfven för de följande uppgifterna. 

2) Jmf. L. LINDBLÖF, Lärobok i Analytisk geometri, s. 227. 


, hvars HHläxfar dr Vas och Vbeo, öl 
= talet ZVab 2,. Mätetalen för de omskrifna cyl inden 


— == h. Volymen at kroppen V har således mätetalet 


zVab(2) 0+2+---+n) = Vad($) "PSD =VSP ho 


-— 


seqmentets volym. 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna med stöd af ofvanstående betraktelsesätt volymeé 
ellipsoiden 


3, TIS de 
a SÅ ASEA I. 
KÖR 2) Hyperbeln 
Är kx? NR 
RE 


skäres med en parallell till y-axeln. Beräkna volymen af den kropp 
alstras då det afskurna segmentet roterar kring x-axeln. 
3) Bestäm volymen af den kropp som begränsas af hyperbolo 


samt tvenne med zy-planet parallella plan. 
4) En cirkel roterar ett hvarf kring en i dess plan liggande rät 

som icke skär dess periferi. Bevisa att den härvid alstrade ringfori 
kroppen har lika stor volym som en cylinder, hvars bas utgöres af [ 
gifna cirkeln och hvars höjd är lika med längden af den linie s som ci 
kelns medelpunkt beskrifver under rotationen. 


b Siunde kapitlet. 


Integralbegreppet och dess användningar. 


66. Begreppet integralfunktion. — I differentialkalkylen 
ha vi lärt oss att bilda en gifven funktions derivata. Inte- 
gralkalkylen behandlar det omvända problemet: 


Att finna en funktion F (x) hvars derivata är lika med en 
gifven funktion f(x). 

En funktion F(x) som uppfyller detta villkor säges ut- 
göra en integral eller integralfunktion eller primitiv funktion 
till den gifna funktionen f(x), och den operation genom hvil- 
ken f(x) bildas ur f(x) benämnes integration. 

Exempelvis utgör sin x en integralfunktion till cos x, ty 
Dsinrx=cosx. På samma sätt säga oss likheterna 


: - cl fL 
Dlogx ==, D(= )=x' (uF—1) 


1 
5 é : : 5 I 15 . 
att log x är en integralfunktion till >» och en integral- 


Pa 
funktion till x" om uZ—1. Ur hvarje differentiationsregel 
erhålles sålunda genom omvändning en integrationsregel. 


Vi antaga att funktionen f(x) är entydigt definierad 
och besitter en kontinuerlig integralfunktion £ (x) inom en 
viss intervall (a,b). I hvarje punkt af denna intervall är 
FINER SEB NOR Brr) fe VR JR 

Summan F(x)+C, där C betecknar en godtycklig kon- 
stant, utgör då äfven en integralfunktion till f(x), ty 


RECO) EU) ED TUR) FAR): 


EN 


är kÖRlnuer ig inom intervallen (a, pb), lika lcd 
konstant; ty då enligt antagandet såväl DF (x) =/(2 
äfven DF,(x)=7/7£(x), öfverensstämma derivatorna a 


Om, inom en wviss intervall, ev 
integralfunktion till den gifna funktionen f(x), är hvarje ie 
kontinuerlig integralfunktion till f(x) lika med F(x)+0C, c 
C betecknar en konstant, och omvändt utgör hvarje funktio 
denna form en integral till f(x). ; 


ss 


Vi betrakta såsom EE funktionen LAR 


tinuerlig för alla a FS ek Ars 96— Är 
visar oss likheten 


0 1 
D are tang = 


att jämväl arc tang utgör en integralfunktion till ir 


Denna sistnämnda funktion har en diskontinuitet för Re. 
men är kontinuerlig för alla öfriga argumentvärden. Enli | 
ofvanstående sats äro vi således säkra om att skillnaden 


arc tang Fo — arc tang x 


har ett konstant värde inom intervallen från x=— 090 til 17 
förs, Och likaså inom UNterrat long från x= 1 JR till Ja 


AG 


len från — oo till 1, hvaraf följer 


arc tang Er Fe = arc tang x TG för: Re=TEdR 


359 


Om åter xr är större än 1 och närmar sig detta värde, kon- 
vergerar den betraktade skillnaden mot gränsvärdet 


x Xx JA 


äre tang (= 00) aretang il => = nd 
och då vi veta att densamma är konstant för x > 1, kunna 
vi häraf sluta att dess värde är = a inom hela interval- 


len från 1 till oc, så att följaktligen 


d3A 


4 


ES = CE IL + L 
arc tang Ip art tang xk— 


förd EE 


Vi återgå till vår allmänna sats. Summan F(x)+0C, 
där C betecknar en arbiträr eller godtycklig konstant, benäm- 
nes den allmänna eller obestämda integralen af den gifna funk- 
tionen f(x). För densamma användes beteckningen 


(1) frn) az, 


hvars ursprung längre fram förklaras. Funktionen f(x) un- 
der integraltecknet kallas integranden, hvilken benämning jäm- 
väl användes för differentialuttrycket f(x) dz. Den arbiträra 
konstanten C kallas integrationskonstanten. 

Enligt integralens definition är således 


pffrdr=tn, fra Ir=T+0, 


eller, med användande af differentialbeteckningen (jmf. s. 276), 


affinvdr=tl2) ar, fåtln=fln)+0, 


ec 


där C är en arbiträr konstant. 


Vi sammanställa här några resultat, hvilka direkt er- 
hållas ur formlerna s. 266 —267 : 


fra = Ax+C, om faktorn A är konstant, 


(an TR Y 
|x äre = AT VANA om uA—1, 


fe =logx+0U, 


feoszda i 


Ean add 


= arc tang x + C 
= — arc cotx+ C', 


are sil T-- GC 


li 


= — are cos x + C. 


| Då funktionen log x, så länge vi röra oss inom det ree 
talområdet, är definierad blott för x > 0, gäller den tredj: 


delbart verificerar genom differentiation. Båda resulta er 
kunna sammanfattas i formeln : 


OR 
| > = 108 CR, 


där konstanten C bör erhålla samma tecken som x men fö 
öfrigt kan väljas godtyckligt. 28 
I den nästsista formeln kan man välja hvilken gren son 
helst af arc tang x och af arc cot x (jmf. s. 262). Däremot bi 


man i den sista formeln, i händelse /1—-2x? tages med pos 
o£ftivt tecken, välja hufvudgrenarna af arc sin x och arc co 
eller grenar som skilja sig från dessa med en mångfald af 
(jmf. s. 263). | 


gälla under förutsättning att de betraktade integralerna c ex 
— stera och äro kontinuerliga. 


2 
a- 


Om A är en konstant, har man 


(2) farlz)ar=aAffr)ax. 


En konstant faktor i integranden får således flyttas framför in- 
tegraltecknet. 


Derivatan af venstra membrum i (2) är nämligen, enligt 
integralens definition, lika med 4A/£(x), och å andra sidan är 


DiCA | TIC VAR VAN [ro dx=A f(x). 


Uttrycken JA f(x)dx och Aff(lx)dzx hafva sålunda samma 
derivata och skilja sig följaktligen från hvarandra med en 
konstant, hvilken det emellertid icke är nödigt att utskrifva 
i resultatet, då hvartdera uttrycket redan innehåller en god- 
tycklig additiv konstant. 

Ofvanstående regel ger oss t. ex. 


en ar) dx=>—3 | xd = SE +UC. 


Integralen af en summa af ett ändligt antal termer är lika 
med summan af termernas integraler: 


(3) [(fi(0) +) ++ (0) da 


= | fi(2) dx + ffa) da + | fal) dr. 


Ty derivatan af venstra membrum är, enligt integra- 
lens definition, lika med f£,(x) + f(x) +-::+/fa(x), och en- 
ligt regeln för differentiation af en summa erhålles samma 
uttryck för högra membrums derivata. 

Genom kombination af reglerna (2) och (3) finner man 
att integralen af en skillnad mellan tvenne funktioner är lika 
med skillnaden mellan dessa funktioners integraler. Samma 
regler gifva oss vidare integralen af ett godtyckligt polynom: 


2) 
f(avx” Hägg TI FaRET REF OR)AR 
2 


Ad 0 nn + 1 UED Py —1 2 : 
— — — 1 0 0 ARR Fr j ss. (Gå . 
öckal kh + 7 git ÅT 2 te An 0 IT 


oo Vi sågo att den allmänna integra | 
tion f(x) innehåller en godtycklig additiv konste 
konstant kan bestämmas så att integralen för ett gj 
— mentvärde x, antar ett föreskrifvet värde A. Om vi 


nom likheten F(zx,) + C=A, hvarur följer CO = AE 
Den sökta integralen är således 


EN F(x)—F(2)+A4. 
; > Speciellt representerar uttrycket 


F(z)— EF (0) 


a Å c Öfningsuppgifter: 
Re 1) Integrera följande funktioner: 
SN ; OSTEN VN RA 
; 1. EN EN Kör ar 2 on oe ik +2x—1. 
C Vz et SMIT COS x Xx 
PB YESANSKA 
(ax+b)(lex+d), (SN 2aVx— ONE 
Ca 
/ V DM 
—kor os su ” z—1 ik SN 
e 5 ASTN 2400. SING OSTRON AG 


Fre SG Vä nll 


2) Kontrollera riktigheten af följande integralformler: 


N LC : 
; | (Ga äretanga 40 
Jä e & sd 
dx ig TT 
LANGE lög9 En , 
N/ Brr 20 Er io 
dx 


Ve +a k 
3) Bestäm den kontinuerliga funktion hvars derivata är lika 


. polynomet x'—-x"—-4x+1, och hvars värde är =2 för v=—1. 


v T 
4) Sök den integralfunktion till uttrycket (ra ) som försv 


ner för x=0. 
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67. Sammanhanget mellan begreppen integralfunktion och 
area. — Vi antaga att funktionen f(x) är kontinuerlig för 
a<x Eb samt positiv för a OZ x <b, och betrakta den yta, 
S (a,b), som begränsas af kurvan y = f(x), x-axeln samt ordi- 
natorna i punkterna a och b. Med stöd af betraktelserna i 
n? 61 skola vi främst visa att denna yta tillkommer ett bestämdt 
miätetal 1 förhållande till ytenheten. 


Ni cinskjutaj mellan. «och; b..vissa,,punkter,. £,,Loh us, 
Z,—1, Så att intervallen (a,b) sönderfaller i n delintervaller 


(4) (a,2x:); (EE NEN AT OG 


samt uppresa i nämnda punkter ordinator, hvilka dela ytan 
S(a,b) i n delar. För enhvar af dessa ytdelar konstruera vi, 
såsom ofvanstående figur anger, den omskrifna och den in- 
skrifna rektangeln. De omskrifna rektanglarna bilda till- 
samman en yltre, de inskrifna en inre polygon med afseende 
å ytan S(a,b). Om med 


25 RNE Bg ad 
betecknas de största och med 
MFA RR SAT NER 


de minsta värdena af funktionen f(x) inom delintervallerna 
(4), är mätetalet för den yttre polygonens yta lika med 
summan 


(5) MT lera FM (9 PERM (0 — LÄ) 
och mätetalet för den inre polygonens yta lika med summan 


(6) mi(l(z;—a) + ma lxa—Xi)F::tmMalb—-Xa1)- 


För slillvaden mellan 
uttrycket 


(NAR LIN legg) + (MIM) (DART SR 


i hvilket M, —m,, M;— ma,..., Mi, — 
nen af f(x) inom delintervallerna (4). 


hå SN sätt att dess oscillation inom hvarje Aelintersama | 
mindre än ett på förhand gifvet godtyckligt litet tal £. För 
en sådan delning är ofvanstående uttryck mindre än 


el(2Z,—- Aa) Felxa— Li) Fr HeE(b-Xn1) =e(b— 0) 


Man kan alltså till den betraktade ytan S(a,b) konstruer 
en yttre och en inre polygon hvilkas mätetal hafva en 20 
tyckligt liten skillnad, och enligt n? 61 tillkommer den 
yta följaktligen ett bestämdt mätetal i förhållande till yten! 
fen, hb; 8. b, 

Ifrågavarande mätetal, hvilket jämväl må betecknas med 
S (a,b), är enligt sin fält mindre än summan (53) o ch 
större än summan (6), huru delintervallerna (4) än väljas. 
Speciellt är således ; 


ja (öl 0) OS (a 0) MUN 


då med M betecknas det största och med m det minsta vå 


det af f(x) inom hela intervallen (a,b). Dessa olikheter 


SKER 


visa oss att värdet af förhållandet SE ar mellan 


enligt den första af de s. 38 anförda satserna, att det mell 
S(A+0) 
Ja 


a och b finnes åtminstone en punkt 5 i hvilken f (5) = 
Alltså är 
S(a,b)=(b—a) (5), 
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Vi välja nu ett värde x mellan a och b och betrakta 
den yta S(a,x) som begränsas af kurvan y = f(x), x-axeln 
samt ordinatorna i punkterna a 
och x. Enligt hvad ofvan vi- 
sats tillkommer denna yta ett 
bestämdt mätetal i förhållande 
till ytenheten, för hvilket vi 
jämväl använda beteckningen 
S(a,x). Då variabelns värde 
förändras från x till x+ Ax, erhåller funktionen $£ (a, x) till- 
växten 


b 


ANNA 0 ND Jona Sd 100) 


hvilken representerar mätetalet för den yta som begränsas 
af kurvan, x-axeln samt ordinatorna i punkterna x och x+ Ax, 
taget med positivt eller negativt tecken beroende på om Ax 
har ett positivt eller negativt värde. Denna tillväxt kan så- 
ledes, enligt hvad vi nyss visat, skrifvas under formen 


ÅS = (EAT 


där £ betecknar ett värde mellan x och x + Az. 

Vi sluta häraf främst att AS närmar sig 0 samtidigt 
med Ax och att S(a,zx) således är en kontinuerlig funktion 
af x för a<x<b, hvilket för den geometriska åskådningen 
är omedelbart klart. Men ur ofvanstående likhet följer vi- 
dare, om vi skrifva den under formen 


AS Ye 
Ax = / (5) 
Och låta Ax närma sig 0, att 


bs AS ; 
lim 5 & f(x), 
Ax 
Ax =0 
ty då Ax försvinner närmar sig & värdet x, och f£f(£) kon- 
vergerar härvid mot gränsvärdet f(x), eftersom den gifna 


funktionen antagits kontinuerlig inom intervallen (a,b). Vi 
erhålla således följande resultat: 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig för a Zx Eb och positiv 
föra < x<b, utgör mätetalet 8 (a,x) för den yta, som Dbe- 


=/(x) i hvarje punkt af den Pure intervallen. 


fr 4 


föda a och x, en köndbruetlig fsnktiore af: Re ler 


Annorlunda uttryckt: 


S (a,x) utgör en kontinuerlig integralfunktion till £ ( 
nom intervallen a Ex Eb. 


sitter en kontinuerlig integralfunktion. Vi skola längre fra 
visa att villkoret att funktionen skall vara positiv icke 
väsentligt. 


Låtom oss nu antaga att vi bland de elementära funkti 
nerna, hvilka vi tidigare studerat och lärt oss derivera, kun: 
finna en inom intervallen a <x<b kontinuerlig funktion 
F(x), hvars derivata är lika med den gifna funktionen f (2x ) 
Enligt satsen s. 358 har skillnaden F (x) — S (a, x) mellan 
två integralfunktionerna F(x) och S(a,x) ett konstant värd 
för a<xXx<b. För x=a är värdet af denna skillnadiuvk 
med F(a), ty S(a,a)=0. Följaktligen är F(x)—S(a,x) 
= F(a) och således ; ER 


S (a,x) = F(x)— F(a) 


inom hela intervallen a x<b. För x = >b följer härur spe- 
ciellt 7 


S(a,0)=FP0)=—= Fa). 


Vi hafva härmed bevisat följande viktiga sats: 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig för a x Eb och positi 
mellan a och b, och om F(x) är en för a<2x<b kontinuerlig 
integralfunktion till f(x), är den tillväxt, Er 


(7) rg F(x), 


af den betraktade intervallen, lika med måätetalet för den yta som 
begränsas af kurvan y = f(x), x-axeln samt ordinatorna i inter N 
vallens ändpunkter. ra & 
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För att visa hvilken utomordentlig förenkling denna sats 
medför för beräkningen af plana ytors areor, tillämpa vi den 
först på de i n? 62 behandlade uppgifterna. 

Vi betrakta den yta som begränsas af parabeln y = >2x?, 
den positiva x-axeln samt ordinatan i punkten x(> 0) (jmf. 
s. 339). Då vi veta att 


An 3 
och då funktionen - 


den, kunna vi enligt ofvanstående sats omedelbart sluta att 


är kontinuerlig för alla argumentvär- 


mätetalet för ifrågavarande yta är lika med den tillväxt in- 


3 
tegralfunktionen ”, erhåller då variabeln växer från 0 till 


3 


”3 
värdet x, alltså lika med S . 


Allmännare finner man att den yta som begränsas af 
sagda parabel, x-axeln samt tvenne godtyckliga ordinator, 
mesceroch x=b(>da), har mätetalet 


b 
xc” BTP KR IN . 

| Fine ig (ONA), 
I n? 62 betraktade vi vidare den yta som begränsas af 

i . : 
hyperbeln y = +» z-axeln samt ordinatorna i punkterna 1 och 
x(>1). Då logx utgör en kontinuerlig integralfunktion 

RE ne s sa a 

till 3 för x>0, finna vi åter omedelbart att mätetalet för 


ifrågavarande yta är lika med 
| lögx=log x-lög f=109'x. 
1 
För den af samma hyperbel, x-axeln samt tvenne godtyckliga 


ordinator, x=a(">0) och x=b("> a), begränsade ytan er- 
hålles likaså mätetalet 


N| | SN 


b 
| log x = log b — log a =log 


[14 


Vi betrakta ännu den yta som begränsas af kurvan 


detta an utgör 2 


= 7 således Omödeltyakt att det sökta mätetalet är lika ie Så 


NV 


SRS Om funktionen f(x) är negativ inom intervallen (a ; 
uritiGer oss. uttrycket (7) den af kurvan:y = (2), x-axeln & 
> Ordinatorna i punkterna a och b begränsade ytans mäte 
oo taget med negativt tecken. För att inse detta behöfva vi b 
betrakta den yta som är symmetrisk till den nyssnäm 
med afseende å x-axeln, och hvilken begränsas af ku 


ef. Då 


RE D(—F(2))=—-D Fler) =—1(0), 
oo så är denna ytas mätetal, och således äfven mätetalet f 


den först betraktade ytan, lika med 


| (— F(x) =— F(b)+ F(a) = — (F(b)— F(a)). 


SN | Öfningsuppgifter (vid behandlingen af hvarje uppgift bör läs 
upprita den betraktade ytan samt ytenheten): 


1) Beräkna arean af den yta som begränsas af kurvan y= sinx 
sträckan 0 <x<- af x-axeln. 
2) Huru stor är den yta som begränsas af x-axeln och parabel 


Re 4 Jy 
V 3 


y=C?+3x—4? 


3) Sök arean af den yta som begränsas af den räta linien y=G 
och Parabeln Yi= Ape ; 


4) Beräkna storleken af den yta som begränsas af kedjelinien 


x-axeln och tvenne ordinator. 
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68. Nytt bevis för integralkalkylens fundamentalsats. — 
Vår framställning i de två senaste paragraferna hvilar helt 
och hållet på den i n? 55 bevisade viktiga satsen: 


Om derivatorna af tvenne kontinuerliga funktioner till värdet 
öfverensstämma i hvarje punkt af en gifven intervall, är funktio- 
nernas skillnad konstant inom denna intervall. 


Vi skola för denna sats gifva ett nytt bevis, som till sin 
natur är mer omedelbart och lättare att öfverskåda än det vi 
gåfvo i n? 55. Vi stödja oss härvid på följande enkla hjälp- 
sats, hvilken utgör ett specialfall af den s. 44 bevisade satsen: 


Om nämmnarena 2 bråken 


B och 5 


hafva samma tecken, ligger värdet af uttrycket 


GT 

B+0 
mellan dessa bråks värden eluer har samma värde som bråken, 
beroende på om dessa sinsemellan äro olika eller lika. 


Riktigheten häraf framgår omedelbart ur identiteterna 


BEER SAN AR (EA 
B+5 BB —B(B+5) 
(Anp a (AA fed ör 
OEEIOTA Of d (Pp + 0) 


Nämnarena p(P6+Jd) och d(B+J) äro nämligen båda posi- 
tiva, emedan deras faktorer hafva samma tecken, och ofvan- 


stående differenser hafva således motsatta tecken om 5 och 


ig äro olika, i hvilket fall «d— Py 0, medan de båda för- 


sSsvinna om == ><: 


Vi gå nu till beviset för hufvudsatsen. Såsom i n? 55 
redan framhölls, återföres denna omedelbart till följande 
enklare sats: 


24 


inom denna intervall. 


Vi föra beviset indirekt. Vore vårt ick 
tigt, funnes det inom den betraktade intervallen säkert t 
punkter, a och b(> a), i hvilka funktionen f(x) hade” 
värden. Vi skola visa att ur etta antagande skulle 


intervallen, tvärt emot hvad vi förutsatt. s 
Vi antaga först att f£(b) > f(a), i hvilket fall den 
intervallen (a,b) svarande differenskvoten 3 


ES 
har ett positivt värde. i | 
Vi dela intervallen (a,b) midt itu, i punkten ec, o 
bilda de mot delintervallerna (a, c) och ( b) svarande d 
ferenskvoterna 


(9) CO SR 0 flej: 


b—e' 


Summan af dessas täljare är £(b)—/(a), summan af näm- 
narena b—a, och nämnarena äro båda positiva. Enligt of- 
"vanstående hjälpsats kunna vi följaktligen sluta att den e 
af ifrågavarande kvoter är större och den andra mindre är 
kvoten (8), såframt de icke äro sinsemellan lika, i hvilk 
fall de båda hafva samma värde som (8)2). - 

Äro kvoterna (9) olika, utvälja vi af delintervallekei 
(a,c) och (c,b) den mot hvilken svarar den större kvote 
äro kvoterna i fråga lika, välja vi den första af nät 
delintervaller, alltså (a, cec). . 

Denna öffelbuskoränalrt ger oss en fullt bestämd de 
intervall, hvars begynnelse- och slutpunkt vi för likformi 
hetens skull beteckna med a, och b,. Den mot denna de 
intervall (a:,b,) svarande differenskvoten : 


(10) REV ACA 


ba — AA 


1) Läsaren uppmanas att tolka detta resonemang geometriskt. 95 


adl 


är, såsom ur det sagda framgår, till sitt värde större än eller 
lika med kvoten (8). 

Vi dela nu intervallen (a,,b,) midt itu, och välja af de 
två delintervallerna åter den mot hvilken svarar den större 
differenskvoten, eller, i händelse differenskvoterna äro lika, 
den första af dessa delintervaller. Om vi med (a.,ba) be- 
teckna den sålunda erhållna intervallen, är enligt ofvan- 
stående hjälpsats kvoten 


fFlbs hn (de) 


ba — Aa 


större än eller lika med kvoten (10). 
Detta förfarande kan fortsättas in infinitum och leder 
till en obegränsad följd af fullt bestämda intervaller 


(4-0); (är OL (UY TNA (OR FORN, 2005; 


af hvilka enhvar utgör hälften af den närmast föregående, 
och mot hvilka svara differenskvoter som bilda en stigande 
talräcka: 


RGAIDE ANNE pet 
(EL) AA SGU ERI GRS FERRAN LIGA Gar 


bi - Ad; a ÖR 


Enligt satsen s. 208 finnes det ett och endast ett tal som 
är gemensamt för alla dessa intervaller. Detta tal, som vi 
beteckna med &£, utgör det gemensamma gränsvärdet för den 


stigande talräckan a,d;,0a2,..., 4.,... och den fallande tal- 
rn 0,0 bg invnydng It ANVlskola- visa. att 

sned LAG RES 
Sö Vana b,—- a, Fd (£)- 


Om samtliga tal a,, hvilkas index öfverstiger en viss 
gräns ”,, äro sinsemellan lika och således lika med &£, har man 


[GEES BJ -FE) 


NL PX War 


före Ni: Nog 


och likheten (12) följer således i detta fall omedelbart ur 
derivatans definition (jmf. likheten (2)”' s. 239). 


hvarje index n 


0 ET (ae) 


På samma sätt inses att iEhetön G2) gäller 
då alla talen b,, från och med ett visst af dem, är 
emellan lika och alltså lika med 53. 3 

Om intet af dessa speciella fall inträffar. Her man 3 


Fa BS INOR 


Enligt ofvanstående hjälpsats ligger då värdet af von 


mellan 


(6) =) FREY EK 
7 och EE 


b 


aga a n 


eller har samma värde som dessa kvoter, om de äro sinsemell l 
lika, och då sistnämnda kvoter med väsande n båda ko; 
vergera mot gränsvärdet f'($), gäller likheten (12) följak 
ligen äfven i detta fall. Dess riktighet är härmed allmä 
bevisad. | 

Nu följer ur olikheterna (11) att gränsvärdet (12) ä 
större än eller lika med kvoten (8), och således positivt on 
såsom vi antagit, f(b) >Ff(a). Under detta antagande ex 
sterar det således säkert en punkt & af intervallen (a,b) 
hvilken derivatan af funktionen f(x) har ett positivt värde. 

Genom att något modifiera ofvanstående resonemang, 
eller genom att tillämpa detsamma oförändradt på funktioner 
— 7 (x), visar man likaså att, om £(b0) < /f(a), derivatan f' 
är negativ i åtminstone en punkt af intervallen (a,b). 

Antagandet f(a) £f(b) leder sålunda i hvarje fall ti 
en slutsats som står i strid med förutsättningarna i vår sat 
hvars RS härmed är bevisad. 


69. Integration medels substitution. — Vi återvända till 
problemet att integrera en gifven funktion eller att finna de: 
integral, d. v.s. en funktion som har den gifna funktione 
till derivata. Vi skola redogöra för särskilda integrations 
metoder, medels hvilkas hjälp det i flere fall lyckas att u 
trycka bese lön genom elementära funktioner. AS 

En viktig integrationsmetod erhålles genom omyAnd i 
af regeln för differentiation af en sammansatt funktion. De 
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förelagda funktionen må vara f(x) och F(x) en integral- 
funktion till densamma, så att följaktligen, enligt den s. 359 
införda beteckningen, 


fr) dx= F(x)+ en konstant. 


Vi införa nu en ny variabel t som är bunden vid x genom 
en viss likhet, 


gp (x,t) =0, 


hvilken definierar hvardera af variablerna x och t såsom en 
funktion af den andra: 


(13) Arn a Te (RS 
Härvid öfvergår F(x) i en funktion aft, 
AE RNE 

för hvars derivata enligt n? 47 erhålles uttrycket 

RET OTRS pA Id SAR fn ra 0 Air 2 AA 
Men enligt vårt antagande är D, F(x) =f£f(x), hvaraf följer 

Di F(x(1)) => EAT NEARAR 
Vi kunna således skrifva 
ERT fr) dt + en konstant, 


och erhålla följaktligen för integralen SF) dx den viktiga 
transformationsformeln: 


(14) [fred] = fre) et) ar 


där det icke är nödigt att utskrifva någon integrationskon- 
stant. 

Det gäller att välja substitutionen (13) på sådant sätt 
att man verkligen kan utföra integrationen i högra membrum 


af (14), d. v.s. att man kan angifva en funktion F(t) hvars 


ty et HAT öar 
DF (Hr))E DIR (läste): Det GAN 


hvilken likhet, då enligt antagandet D; F(t) = Fel) at 
kan skrifvas 


D: F(t(2)) =E) 


eller ännu, då t=1t(x) utgör den inversa funktionen : 
x=X(t) och man således enligt n? 46 har x'(t)t'(x) =1 


D. F(t(x))=/f(2). 
Formeln (14) kan utsägas som följer: 


För att i integralen f ä (x)dx införa en ny hele 2 é 


NER 


Vi tillämpa här denna regel på ett antal enkla exem e 


algebraiska och RR funktioners intöRaliDe E 


19. För att beräkna integralen f sin ax dzx, där a ä 
konstant, sätta vi ax =t, hvaraf följer =") 
erhålla då enligt (14) 


| sinaz de =! | stirrat S.> 008 tt 0; 


e 2 


och slutligen, då vi för t åter insätta ax, 


| s See 
fsin ax dr = —=5008 Tree Sko 


Allmänt finner man medels nämnda substitution 
fflaz)az=1 fr at 


20... Integralen f(ax+b)" dx, där a och b beteckna kon- 


o é SNR It 
stanter, återföres genom substitutionen ax+b=t,dx="53 


till integralen leda och man finner sålunda 


Ra 
fler by de a FT +0C, om u—1, 


dx 1 ; | ; 
fra dr log (ax+b)+C. 


[FA 


Samma substitution ger oss den allmänna formeln 
fflaz+0)de=1 friade 


309. För att erhålla integralen 


2 
xdx 


HEN 


införa vi xc? =1t såsom ny variabel. Genom differentiation 
få vi 2xdx=dt (jmf. s. 278—279), och vår regel ger oss 
således 


xdx 1 dt | Y 
cc =5 fadbr = 35 arctangt+C 


fund 


= 3 arc tang (x?) + C. 
Vi anföra tillika den allmänna formeln 
freevetar =) [fa ar, 
där x och t äro bundna genom likheten x” =1t. 


49, Vi betrakta nu integralen Jfsin”xcoszxdz, där u 
är ett godtyckligt reellt tal. Då cosx dz =d sin x, öfvergår 


2 S dt, och vi ferhällg älsdeg a 


LS 


. v $ J 
SIN = A-COS- Hd 
[ ja frö 


es 


| och för jä == —1 


[cot xx do=loeg sine tl. 


På analogt sätt beräknas integralen Sao 
NT observera här att d(a+brx? JES OTRS SIR 


ske = 5, d(a+Db2x” r 


och sluta SEN att integralen genom substitutionen a ER 


antar formen 37 JG och att således, om Mg TT 


TG SÅ I (Gör TN 
fr de Först nadA Rd CS 


medan för u=7>— 1 erhålles 


d 1 
fara = a 108 (0 File TLS 


flul) vw (x)dx = ST AN (re 
1 ce) dx = log u(x)+C.-. 


59, För att beräkna integralen 


JR 
AE SE ; 
göra vi substitutionen e”=+t, hvarur erhålles e” dx 


» och vi få såled 


. Integralen antar då formen a 


RS EA 


d: SIE tang (e") + C. 


OMM 
Allmänt erhålles medels nämnda substitution 


fre Fre fr dt. 


69. Vi gå till den viktiga integralen 


( de 
Jagt +2dx+e 


Man har 
ax? + 2bx+0= 5 (a? x? + 2abx + ac) 


1 rn 
=> ((ax+b) +ac-—b?). 


Om vi antaga ac—b” > 0, i hvilket fall det betraktade poly- 
nomet icke försvinner för något reellt värde x, kunna vi 
sätta detsamma under formen 


aa + 200 + = (1 + (5) ) 
4 | Vac-— ; 


Vi göra nu substitutionen 


SE =, dx = Kaea dt, 
Vac—-b 


hvarvid polynomet antar formen ARE (1+1t”), och erhålla 
då enligt (14) 


dx 1 ( dt 1 
= = Varö tang tiFö 
OSKELIET Kkaäc=Da 141” EN dark 


1 b 
SF ATC (AN Lia 


Vac-D” Id 


FR 


hvilket resultat läsaren uppmanas att kontrollera genom dif- 
ferentiation. 
Vi betrakta ännu i detta sammanhang integralen 


; ET dx 


lar + 20 +0 


dennas reduktion ett förfarande som a tillä npli 
bilda derivatan af integrandens nämnare: 


D(ax? + 2b0x+Cc) = 2ax—+ 20, 


erhålles 


ax += rn SöS 


0 2ax + 2D aB—boa dr | 
ed a förs 
ap—bo 
SA ENER 


79. Vi behandla slutligen integralen 


dx å 
) 
Vax? +2bx+c ; 


2 Sr sdär vi antaga a< 0. Ur likheten 


5> 108 RT c) + 


are tang (= 


Vac— BL 


ax? +2020+0=- (b—ac— (az +) ) 


5 ; framgår att kvantiteten Db” — ac måste vara positiv för 
kvadratroten skall hafva ett reellt värde. Man kan då sk if 


EE EET 


och medels substitutionen 


3 ROTTNE 
RN 
Vb -ac E 

S bringas integralen således under formen — 


; : ; af följer 
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axr+b 
= NB sin AS 


gt ARS EN RT 
Vax? +2bx+c FA VÄbldad : 


hvilket resultat läsaren bör verificera. 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna följande integraler och kontrollera resultaten genom 
differentiation: 


a dr. CER 
REN dA Pecka fans dx ap ElN 
SO ERA LESS DÅ (0 SER ek en rad er 


2 20 
PER gra dz, | tangavde, dr 


b+ec COS Xx ; Er 


Cl 
dx XL zz : £ 
5 5? 3 sin mx coSN kx dx, sin mx sinNrzdz; 
NA + Va?—x? ee Uv 


dx 3x+2 ig dx f xdx 
, TA dx , FE RV) 5 
I +2Xx+2X? I+Xx+X? VIE 2 rd VI — Ri 02 


2) Bestäm i ett gifvet rätvinkligt koordinatsystem de kurvor hvil- 
kas subtangent har ett konstant värde, samt de kurvor hvilkas subnormal 
är konstant (jmf. s. 253). 


70. Partiell integration. — En annan viktig integrations- 
metod härflyter ur regeln för derivering af en produkt af 
tvenne funktioner, u = u (x) och v =v (2): 


(15) D(uv)=uDvFUDU: 


Om vi multiplicera med dx och använda differentialbeteck- 
ningen (jmf. s. 277-—278), antar denna likhet formen 

d (uv) =udv+vdu, 
hvarur följer 


udv =d(nv)— vdu. 


- konstant, hvilken vi emellertid icke utskrifva i formeln (1 


på denna formeln (16) i det vi sätta u =logxr,v=x. Hä 


stöd af hvad i n? 66 visats om integralen af en su | 
skillnad, 


n 


£(16) J gb fodu, 


hvilken formel innehåller regeln för s. k. partiell integra 10” 
Vi ingå något närmare på förutsättningarna och bevis 


för detta resultat. Med fudv= JfuDvdzx förstås en funkti 


hvars derivata är u Dv, och likaså betecknar fvdu = fv Du c É 
en funktion hvars derivata är vDu. Vi antaga att det « 


tinuerliga inom en viss intervall (a,b), inom hvilken jämv 
u och v antagas kontinuerliga. Uttrycken 


fudv och uv— ll vdu 


representera då inom nämnda intervall kontinuerliga fun 
tioner af x, hvilkas derivator äro lika med : 


uDv resp. D(uv) —-vDu 


och således, enligt (15), hafva samma värde. Skillnade 
mellan dessa uttryck är följaktligen inom (a,b) lika med e 


3 då i fudv och i fvdu redan ingår ett arbiträr additiv ko 
£stant; 
| Vi tillämpa formeln (16) på beräkningen af några of 
a förekommande integraler. | 


19. Vi betrakta först integralen | log xdzx, och tillämpe 
"vid erhålles 

flogx de =2a10ga—- frdlog a. 
a dlog ge 22, hvarat följer 


fz dJ08X= fax =X + en konstant, 
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och vårt resultat antar således formen '!) 
flogxdz = rlogr—-Xx+ C=2l0g3+ & 


där C betecknar integrationskonstanten och e den Neperska 
basen. 


För att finna integralen | x sin x dx, skrifva vi sin x dx = 
— d (cosx), och erhålla då enligt (16) 


É sinxrdxr=7— fodi(ces L)=—XC0S X + | cos x de 
ee eÖ 


(JK 


= sinx— Xx cosx+0U. 


20, I vissa fall är man tvungen att flere gånger an- 
vända formeln (16) för att erhålla integralens explicita ut- 
tryck. Gäller det t. ex. att beräkna integralen fe” xd, 
Hältaner re de = d.(e) och erhålla härvid 

feed = fe? dkörja= Rör | eé rdr. 


På den i högra membrum uppträdande integralen tillämpa 
vi ånyo formeln (16), som ger oss 


fe rdr = fra (e”) = xe" — fer EV 
ee [FA 


= 2xe" —e"+ en konstant. 


För den gifna integralen erhålles således uttrycket 


fe Vv dre 208 2600 


[24 


=16, (por TRA 


39, Stundom leder tillämpningen af regein (16) till en 
likhet där den sökta integralen åter uppträder i högra mem- 
brum, jämte kända funktioner, och ur hvilken densamma 
således blir bestämd. 


1) Läsaren bör här och i det följande omedelbart verificera integra- 
tionsresultatet genom differentiation. 


en (hr ranan dar CA (SIN) COS rg sk (si 2 
ge ee js 2g 


= Sin X COS XL + fa — cos?x) dx 


= SIN Xx COS TÅL — fcos2z dx+ en konsta n 

hvarur följer 
2 f cos? Xx de =sh toST+TT2 EN konstanvg - å 

och således | 


| cos? du = 3 (+ sin cos) +0. 


På analogt sätt kan integralen JV 1—2x?dx berä 


CR Regeln (16) ger oss i detta fall, då vi sätta u =V1—2?,v 
SR fv — 22 dy =2AV1—22 + JF 


Integralen i högra membrum skrifva vi under formen = 


LE en 2: de 
T FILE RS AEA 
och erhålla då likheten 


ur hvilken följer 
frå — Xx? dx = 5 (TV + arc sin c)F Ci 


Öfningsuppgifter: 


1) Beräkna följande integraler och pröfva resultatens riktighet: 


od 


SS : ; 20 er 
Å farcsinzaz, fsinzde, fer0gade, f d050)'d0, Saver 
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; vå S RETA 
x>cosnxdzx, | e” cos x dx e ksinnxdzx, Va EÖR Odd 
3 , 
e 


e e ee 


2) Bestäm medels integration arean af en cirkel samt arean af en 
ellips. 
3) Härled följande reduktionsformler: 


3 lj Ar HN . 2280) 
fn" vda = sin" EROS genre SINGEL TALA 
n 
e 


1 ME n— 1 NO 
foostedas a 008” RS Hilmer COS II IRA RA 
n 


och beräkna med deras hjälp de explicita uttrycken för integralerna i 
venstra membra då n =2,3,4. 
4) Beräkna integralerna 


föga dö fog Fd 


där n är ett positivt helt tal. Genom hvilken substitution kan den ena 
af dessa integraler öfverföras i den andra? 


71. Integration af rationella funktioner. — En rationell 
funktion af variabeln x, som icke reducerar sig till ett poly- 
nom, kan bringas under formen 


P(x). 
Qla 


£ (r) = 5 


där P(x) och Q(x) äro polynom hvilka icke hafva någon ge- 
mensam divisor. 

Om graden af polynomet P(x) är högre än eller lika 
hög som graden af Q(x), erhåller man vid division af det 
förra polynomet med det senare 


P(x) = Q(x)G (x) + H(x), 


där G(x) och H(x) äro polynom af hvilka det senare, som 
utgör den vid divisionen erhållna resten, är af lägre grad än 
divisorn Q(x). Den rationella funktionen kan således skrifvas 


H(z) 
Q(z) 


Om nämnaren Q(xx) är af första graden, kan man med 


RB (x) = G (x)+ 


svarar åter en reell faktor af andra graden, 


tt 30 — 2 = (2 +2)"—8 (2+2)”+24 (2+2)”—29 (FN 


och således 


hjälp af denna likhet omedelbart integrera fun tion 
Så erhålles t. ex. FÖRR 


RA SE AE 
RE: ni STAN Bal BE AR fe 


hvarur följer 


3 2 9 BE ÅS 


eller andra graden. Detta följer ur algebrans fundamentalsa 
hvilken vi bevisa i slutet af det nionde kapitlet. Mot 


en lineär faktor, nämligen 2x— zz, (jmf. s. 56—60). 
par konjugeradt komplexa rötter « +: till nämnda ekva 


(x—0—ip)(x—0+ip)=(x—-0)+B" 


hvilken icke kan upplösas i reella lineära faktorer. 


potenser af denna samma faktor. 
Vi betrakta såsom exempel funktionen 
xt+rIx—- 2 ; 
(2+2)' 


Om vi i täljaren substituera x = (x+ 2) — 2 och utveckla ofte 
potenser af x + 2, erhålles | 


FR 


rxt+Ix—2 24 29 8 
FA On RN RER 
(x+2) Se 20) (x+2) 
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Uttrycket i högra membrum kan nu omedelbart integreras: 


xt+3x—2 pt 29 + 
—dx=5 6 C + 24 log 2 2 a 
JEEP ar 60+ OB(£ 2) Tara 
209, Vi antaga nu att Q(x) innehåller olika faktorer 
och däribland äfven lineära. En af dessa sistnämnda faktorer 


må vara x—2x,, och (x—2Xx,)" den högsta potens af denna 
faktor som innehålles i Q(x). Då är 


Q (2) = (x— 0)" Ax), 


där Q(2x) är ett polynom som icke försvinner för x=72,, 
eftersom detsamma enligt vårt antagande icke är divisibelt 
med (x— X9). 

Vi reducera i detta fall den rationella funktionens näm- 
nare till enklare form genom att från funktionen afskilja vissa 
partialbråk med konstant täljare och en potens af x— xx, till 
"nämnare. För detta ändamål bilda vi först skillnaden 


RP (TONA > P(z)- AQ (2) 
2 (2) (TED) z (2-2) Q (2) 


och bestämma konstanten A så att täljaren i högra membrum 
blir divisibel med x—zx,, hvilket, enligt satsen s. 56, inträf- 
far om 


P(xz))-AQ (20) =0. 


Emedan Q(z,) 0, ger oss detta villkor för konstanten A 
ett fullt bestämdt värde 


Myra (TUE 
Q (xo) 
hvilket är skildt från 0 om, såsom vi antagit, P (x) icke har 


någon divisor gemensam med Q(«c) och således P(x,) 0. 
För detta värde A är då 


P(x)- AQ (2) =(x— 20)" Pi (2), 


där wu betecknar ett helt tal > 1 och Pi (x) ett polynom som 
icke vidare är divisibelt med (x—ZX,), och vi erhålla följ- 
aktligen 


20 


Fide cn Å 2 ÖREN 
Q(x) (£—2Xx)” ER DN a 


äro reella och Q(x) således utgör en produkt af reella lineä; 

faktorer, leder ofvan skildrade förfarande slutligen til 

sönderdelning af den rationella funktionen i idel partia brå 

med konstant täljare och en potens af någon lineär faktc 

Q(zx) till nämnare. I denna form kan den rationella 

tionen omedelbart integreras. | 
Vi betrakta såsom exempel funktionen 


1 d 


WE Gl RFA) (ARE 


För att sönderdela denna i partialbråk, bilda vi skilln; 


INRE BETS ASEA EV 
öl fr Tr er ON 


försvinner för x=a. Detta ger oss villkoret 1—2a4 


hvaraf A =  ö och 
R ad 


TA (09 RNE 


2 2a 


Högra membrum i ofvanstående likhet reducerar sig a 


3 1 1 | 
Sa 


ltså 


» och vi erhålla 
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hvarur genom integration följer 


far l 1 
VR SA log (x— a) — se log (x+a)+C 


L—-A 
AC a 


1 
= 357 log +C. 


Vi skola ännu sönderdela funktionen 


TICK OR håg 
(2-1) (2+1)> 


i partialbråk. Vi bilda först skillnaden 


ERE a A gt +30+4-4(2+1) 
KRT eli (RN (lv 


och bestämma A så att täljaren i högra membrum försvinner 
för xv=1. Detta inträffar om A =2, för hvilket värde er- 
hålles 


EKS P4 Ax Fl) 2 = (21) (X FY. 


Alltså är 


BEROR FER nd x+2 
fä) (ER) UL Eb) LU DL) (ar 


Vi sönderdela nu den senare termen i högra membrum, 
i det vi bilda skillnaden 
x+2 AA ra BEER SAN 
(r-l) (2 +1)” Xc-1 (2-1) (2+1)” 


och bestämma A, så att täljaren i högra membrum försvin- 


ftor om Härvid: erhålles AA, = ;r samt 


Z+2—4,(2+1)' =—1(302+22—5) =—7(2-1)(82+5). 


Således är 
5, r+2 ALE i 15 Ir+d 
(2 BilmAEL): dj ms) UTTRAN 


erhålla då 


EE RARE TI 1 1 
4 (de 1) ÅN RE SR SR 


Vårt slutresultat blir således: 


xr? +Ix+t+4 RS 2 Do) i 


SKAR 1 


1 
($—-1)"(&+1)" (1) 4 F—1 2 (ot 


och genom integration erhålles härur 


ATEN TRE 2 2 TT 
(21) REL): Pr EN: [Ra ER 1 RA RA 


Be 40: Vi öfvergå till det fall då rötterna till okvat ne 


upplösas i reella lineära faktorer. Likväl behand vs 

detta fall allmänt, utan inskränka oss till några typt 
mexempel, 

3 Vi betrakta först funktionen 


2xr—-x—2 
(v—=3)y(w Fr 1) 


som icke vidare kan upplösas, och dessutom en lineär fakt 
Vi befria oss från denna sistnämnda genom att från funk 


nen afskilja ett bråk af formen EN och bestämma konst 


ten såsom ofvan föreskrifvits. På detta sätt erhålles 


FSS Len re 1 SR x+1 
(CSR) FER Tr 


hvarur genom integration följer 


2xw—Xx—2 sa OR 
en ORT es 


Integralen i högra membrum beräknas enligt det 8, $7 
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angifna förfarandet. Vi bilda D(xr+Xx+1)=2x+1 och 
skrifva z+1=3(2x+1)+3» samt härefter 


x+l1 1 2x+1 1 | dx 
lr dx+3 gtr +l1 


e/ 


Den första integralen i högra membrum är lika med 


1 
2 


log (x? + Xx+1) + en konstant. 


I "den senare integralen bringa vi polynomet under formen 


AE AE 


/ va 1 : - 
och substituera -Z-> = t, hvarvid erhålles 
1 d2x 1 dt 1 
RA a = — arc tang t 
ole KE en 73 arctangt + en konstant 
1 2Xx+l 
= — arc tan = en konstant. 
y3 SES 


Vi få således, då vi sammanslå de logaritmiska termerna, 
PA Be RE NOT | N2 2 
2x+1 
y3 
På analogt sätt behandlas hvarje rationell funktion hvars 
nämnare innehåller endast en faktor af andra graden. 


I 
+ 3 arc tang +Q 


509. Vi betrakta nu funktionen 


LÅ. 
(2241) (2 +2)” 


hvars nämnare innehåller två olika faktorer af andra graden 
som icke kunna upplösas i reella lineära faktorer; Vi afskilja 


i detta fall en term af formen RER 
CE Ax+B 2+1—-(4x+B)(x+2) 


, 


(ND) (ÄRR) IRI, > > (2 ll) (02) 
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och bestämma konstanterna A och B så att täljaren i högra 
membrum exakt kan divideras med x?+1. Då | 


zt1=2r(xt-1) 4+1—x, 22+4+2= (pv +1) +1, 
se vi att vid nämnda division erhålles till rest 
1—-zx—-(Ax+ B)=1—-B-(4+1)2, 


hvilket uttryck således bör identiskt försvinna. Detta villkor 
over oss A= —1,B =1, hvarur följer 


z3+t1—(A+ B)(x?+ 2) =(x? +1)(x— Ax— B) 
= (x? + 1) (2x—1). 
Den gifna funktionen kan således skrifvas under formen 


Xx 1 4 TRA ra KE 
(2241) (242) 0 IDE 


Vi erhålla nu 


19 gg de > Tf 2v0e 
Ore Baden RE AR AE 
= are rr (xc? + 1) + en konstant, 
RR doses 
2 rad rd SRS GE SE 
s 24 2)— ÅL are tang — + en konstant 
og (x Zn ) Vy? re tang y2 FA ES 


och integralen af den gifna funktionen är således: 


+10805 


(xi +1l) dx lö 
fen are tang x— ye APCAANS SE 


3 
69. Slutligen behandla vi funktionen 


FR ENA Dr Sr DANN 
(007 FRE 
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hvars nämnare innehåller tvenne lika faktorer af andra gra- 
den. Då täljaren divideras med x?+1, erhålles 


xi +2x2 Ht äöx+3=(x2 +H1)(x+2)+4x+1, 
och vår funktion kan således skrifvas 


Xx 2 4x 1 


SEVEN EAA NA VAN GL SR få la E (rer 


Då detta uttryck integreras, erhålles till resultat 


2 dx 
510 aCå + 1) + 2 arc tang x— te 


där det ännu återstår att beräkna den sista integralen. 
För detta ändamål skrifva vi 


1 (ERE SE RR a Xx? 


ATA Sy sa EE a bin NE bg 


och erhålla då 


dx 
(0 FAR) 


2 
; = arctang o— | LS IC 
e (x>?+1) 


Vidare är 


= x?dx =! (2 —-2xdx =) |xd Col 
3 (miskolj. 2 (TOR = SÄ 


och genom partiell integration få vi således 


ali Id krya x nisl dö 
(Bit bh) 02 ixi4l 2w + 


1 ae 1 ; 

vad a arc tangr+ fat 

Då dessa resultat sammanfattas, finner man för den gifna 
funktionens integral uttrycket 


= est log (r? + 1)+3 arc tang x—+H OC. 
x>?+1 T3 


NL Br 1 
€ 2 


(22 +1)” 


; ; u Ofningsuppgiftor: 


1) Integrera följande funktioner 


PART SCA EDR SE SEE re 
Arr) ben ped 0 JNA I 04 te på BD (ARS pr JR (AA I 
x—1 1 x+1 EK AR 
JE RE sal! sl Sr RNA Gl SÄ SRA 


Höden QUE 0 - endast reella och öka FÖTter 2 Is 


RS i : S o eo s : PAT x) 


tialbråksönderdelningen af funktionen lr) kan skrifvas under fo 
RR (jmf. an? 11): 
PS Pa Pla P (Dj N 


i Q(z).— Q' (2) 2-2: VAT VTA 


Tillämpa denna formel på den tredje af ofvanstående funktioner. 


72. Integration af algebraiska funktioner. — Vi bet AL 
funktioner som äro bildade medels rationella operationer 


variabeln x och en irrationalitet af formen Vr (2) (x), där n är 
ett positivt helt tal och r (x) en rationell funktion. En dy ik 
funktion må allmänt betecknas RB (x, yr r (x)). 


Vi skola behandla några allmänna fall i hvilka integ 
len af en funktion af detta slag, 


fRG, 


oo genom en lämpligt vald substitution Kon återföras till en 
integral af en rationell funktion och således uttryckas genoi 
elementära funktioner, medels det i n? 71 beskrifna förf 
-randet. Å ; 
Det gäller härvid att finna en variabel, t, som är bu 

den vid x genom en viss relation, 


k N 


2 26 RR 


2 nell funktion af t: 
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xz=2(t), Vr(z)=y (1). 


Genom substitutionen x = x(t) erhålles då 


fra, Vr (2)) de = JB (1), y(t) 0 (1) dir 


där integranden R (z(t),y (t)) x'(t) utgör en rationell funk- 
tion af £. Sedan denna integrerats, har man att i resultatet 
för t substituera dess uttryck såsom funktion af x enligt 
likheten (17). 


19, Vi behandla först det fall då r(x) utgör en lineär 
funktion och integralen således har formen 


(18) fR(z, Vaz+D) dz. 
I detta fall välja vi roten Vaz+ b till ny variabel: 
Vax +b=1, 
och erhålla då 
FS RSA Te EG Aa IRA 
ad ad 
hvarur följer: 
fre Vaz+b)dzx = fr et) bred äl 
Vi tillämpa detta förfarande på integralen 


är dx 


ED ar 


Vi hafva här att göra substitutionen 


Vai b, dt 1 de SIKA 


dx RAG de 
byn Ah Ja 


som ger OSS 
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Integranden i högra membrum kan skrifvas (jmf. s. 386) 


PN fo 
EL ren. SA) 
hvaraf följer 
dt 1 b-V2 
2 PSA SFSR TE GC 
JA V2 is re 


och vi erhålla således, då vi insätta 2 = Vx+1 och därefter 
bortskaffa rotuttrycken från nämnaren, 


dx PE ERAN oda a ar Ao 
ifemveskr I6 fps. 
Nl jog 23-22 VEG LA 
ess ER +C. 


29, Om r(x) är en lineär bruten funktion af T; Ova 
ax+bb 
cx+d 


nen Vr (x)=t. Gäller det t. ex. att beräkna integralen 


af formen 


» når man likaledes målet genom substitutio- 


sätta vi 


hvarur följer 


Den gifna integralen antar genom denna substitution formen 


fört Stal) af 
(AE) ET SEE dä SEN 


t 1 frog 
NN (Ga RAN 
pi 2 PA å 
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och vid återgång till variabeln x erhålles, efter en enkel re- 
duktion, 


[Vi de = Vela +log(VI+Vz-1)+0. 
30. Vi gå till det fall då n =2 och >(2x) utgör ett po- 


lynom af andra graden. Den betraktade integralen har då 
utseendet 


(Rx, Vax? + 2bx+ec)dz. 


Genom en lineär substitution kunna vi bringa kvadratroten 
under en enklare form (jmf. s. 377). Om a>0, skrifva vi 


az?+2bz+c=>((ax+b) +ac- pb?) 


och sätta ax + b =1t, hvarur erhålles x= 


SH 
då Floda. Inte- 
a a 


gralen öfvergår härvid i 
1 ST TT: a VE fe rr 
RN Gc "ZaV! +tea)at= Bl, Vi + a) dt, 


där « = ac — b” och RB är en rationell funktion af t och Värre 
Är åter a< 0, skrifva vi 


ax? + 2dx+ 0 = (b —ac—(ax+d)”). 


Vi antaga b”—ac >0, enär kvadratroten annars vore ima- 
ginär för alla reella värden x, och sätta b” —ac=>-72. Göra 
vi ånyo substitutionen ax +b=1t, öfvergår den gifna inte- 
gralen i 
EN MODA Lö gröna gul Å å ÄTER 
Ji2( 3 Va — IL )at= R(t, Vr —t Jat, 


där B är en rationell funktion af t och Vr? = 


49, Vi antaga att den ofvan angifna förenklingen ut- 
förts, och betrakta först integralerna af formen 


(19) fre, VRT ONE 


hvars ekvation således är 
YES Vx 2 ru. 


oo Denna ekvation kan bringas under formen 


(20) yr RER, 


origo såsom medelpunkt och hvars asymptoter utgörs 
linierna' y =&x och f= LIN 
gäller för oss att uttrycka ko 

naterna x ,y för en punkt af mh 


under formen 


(21) i NS 


för hatva värdena 

RE 1 1 
ER eg 
och således utgöra rationella funktioner af parametern 


a 5 oo hvarmed problemet är löst. Se 
ö Då t växer från 0 till oc, beskrifver punkten x,y, 
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= läget !), den högra hyperbelgrenen i riktning nedifrån uppåt; 
då t aftar från 0 till —o0o, beskrifver nämnda punkt hyper- 
belns venstra gren i riktning uppifrån nedåt. Mot hvarje 
punkt på den högra grenen svarar omvändt ett fullt bestämdt 
positivt värde tft, mot hvarje punkt på den venstra grenen 
ett negativt värde t. 

Vi utsäga det ofvan erhållna resultatet i analytisk form: 

Om vi införa en ny variabel, t, som är bunden vid x 
genom relationen 


(21)” Vr? +a=—X+1, 
öfvergå både x och Vx? + a i rationella funktioner af t: 
(22) =3lt—$), Votta=slt+t): 
Då uttrycket för x differentieras, erhålles 
dxr = 5 (SA) dk 


Integralen (19) undergår således vid substitutionen (22)' föl- 
jande transformation: 


|B(2,/=Fa)ar= 3 fR($(t-5) å(+ 5) (+) an 


Integranden i högra membrum är en rationell funktion aft, 
och dess integral erhålles alltså medels sönderdelning i par- 
tialbråk. I resultatet hafva vi att för ? insätta dess uttryck 
såsom funktion af x: 


t=X+V2+0. 
Såsom exempel betrakta vi först den viktiga integralen 


dx 


1) Läsaren uppmanas att upprita figuren och genomföra diskussio- 
nen äfven i de fall då « > 0 eller den skärande linien väljes parallell med 
hyperbelns andra asymptot. 
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Enligt ofvanstående likheter är 


och vi erhålla således omedelbart 


dx dt 
125) I Va ka vt SG 


= log (vu + Vx Fo) +OC, 


Vi beräkna vidare integralen 
| TETERAAR 
Ofvanstående substitution ger oss 


Vx? + oa dx= 


1 a ÅN RA ee ox? 
4 2 -åt=(i+ 3 tin) d 


hvaraf 


[Vare dä Sn BTR a +: 3 108 föl 


Då vi för t införa dess uttryck såsom funktion af x och ob- 


servera att, enligt (22)', 


t EL 0 SR "XV +a0 
mg gla ölen 


erhålles 
fraFa dr = SEE Ta 3 log Lära? +) 


hvilket resultat äfven enkelt härledes medels partiell integra- 
tion sedan integralen (23) beräknats (jmf. s. 382). 


509. Vi gå till det senare af de ofvan behandlade fallen, 
då integralen kunde bringas under formen 


(24) fre, Vr? — 2) dx 


2 


AE NE Ng 
NR 
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Vi betrakta här åter kurvan 
LOSE Klart RE 


eller med andra ord cirkeln x? + y? =7?2, och söka uttrycka 
koordinaterna för en punkt af densamma såsom rationella 
funktioner af en parameter. Vi ernå 
detta enklast om vi skära cirkeln 
medels en rät linie som går genom 
någon af de punkter i hvilka den 
råkar koordinataxlarna, och välja 
da — 7 vinkelkoefficienten t för denna linie 

till parameter. Om af nämnda skär- 

ningspunkter väljes den hvars koor- 


(X,Yy) 


dinater”äro vc =-—r,y =0, är den 
räta liniens ekvation 
(25) y=t(x+r), 


och för dess andra skärningspunkt med cirkeln erhållas koor- 
dinaterna 

lästa 2rt 
= ög pen pA 

IERER ERT 


(26) 


Då t växer från — oo till + 00 beskrifver denna punkt cir- 
kelns periferi ett hvarf i positiv riktning, utgående från 
Hunkten 2=-—r;y =0. 

Vi göra således i förevarande fall substitutionen 


20)” yr? — xx? =t(x+r), 
hvarur följer 
; NG SSR AS 2rt IFRED KR. 
(26) XC [ip Vr XL Pr Close , 


och erhålla då 


be 2ri 4rb 
fr, Vre= a") dz = | B( 5; veg (= vv) 


le (1+7t') 


där integranden i högra membrum är en rationell funktion. 


| ri— Xx? vs 
ÄRE TG r+L 


Vi tillämpa detta förfarande på intestaldg 2 


FELPSVAN: 
| xYr— a? 


Enligt ofvanstående likheter är 


dx Art 6 a EE 
th Fa FEN dt = 2 
(1457 TRE IANA rit ola 


hvarur följer 


dx 1 1=t 
| SETT = log IE + en konstant. 
Då för t substitueras dess uttryck i x, erhålles 


Et Vira VI TB (VI FR EVTER) RR VIE 
1—-1t Vr +x+Vrie 2x 


och resultatet kan således skrifvas under formen 


dem vi s. 271 på annan väg härledde. Parametern 
där betydelsen 


t=tang 3, 
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den skärande räta linien bildar med x-axeln vinkeln och 


bol8 


dess vinkelkoefficient t är således = tang 3 : 


69. Flere integraler af formen (24) erhållas enklast 
medels substitutionen 


x=rsint, Vr? —x? =rcost, dx=-rcostdt. 
Exempelvis finner man på detta sätt (ljmf. s. 382) 
fyr de = r2 feosttat = S (t+ sint cost) +C 


- xVr?—x? 
Arg 2 


tare Sig 
2 då 6 
Det bör vidare framhållas att man för integration af 


algebraiska funktioner i flere fall med fördel kan använda 
substitutionen 


Exempelvis erhålles medels denna för integralen (27) ut- . 
trycket : 


fa fa VT ae a 


Enligt (23) är 


Hr log nl 


fn f dt "HAr 
Tr r 
Ö 2 1 V 2 1 


-10g (CE ke ES 5) + en konstant, 


lj 


och då vi här insätta = = erhålles efter en enkel förän- 
dring åter det tidigare resultatet. 
Allmänt bör observeras att integralen 


dix 
RNA 
(xX-oa)Vax?+2dbx+e 
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där «,a,b,é äro konstanter, genom substitutionen 


£ 


OLE 
Zz = 


antar formen 


j dt 

a ) 

e Vat” + 2b't+c' 

och således på detta sätt lätt kan beräknas. 


Öfningsuppgifter: 
1) Beräkna följande integraler: 


3 
3 2 FR 
Vx—1 C+9 


Vxdz | dr | dx 
1 at 3 Vet—z ä Vx -u? 


sn de far ofVeRlöa foldern EA 
I Vale då "JV —+1 | 


[Vira dx f dx (3 dx SR 
JYBta=ede, | oyarrin=T J (eve 


» 2) Härled reduktionsformeln 


n SCA 7 JG 4 n—2 
Aall gg JE fe I 
Vette £ Vx+a 


och beräkna integralen i venstra membrum för n=2,3,4. 

3) Hvilken transformation undergår integralen (19), om hyperbeln 
(20) skäres medels en rät linie som går genom en af de punkter i hvilka 
hyperbeln råkar koordinataxlarna, och denna linies vinkelkoefficient in- 
föres såsom ny variabel? 

4) Huru transformeras integralen (24), om cirkeln x?+y? =-7? skä- 
res med en rät linie som går genom en af dess skärningspunkter med 
y-axeln, och denna linies vinkelkoefficient väljes till ny variabel? 


73. Integration af trigonometriska funktioner. — Då dessa 
funktioner spela en särskildt viktig roll i Analysen, vilja vi . 
ännu göra några allmänna anmärkningar beträffande de- 
ras integration, hvarpå i det föregående redan anförts flere 
exempel. 
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19. Hvarje integral 
(28) | R (sin x, cos 2) du, 


hvars integrand är en rationell funktion af sin x och cos x, 
återföres genom substitutionen: 


(29) tang 35 =t 


till en integral af en rationell funktion af £. Man erhåller 
nämligen (jmf. s. 271 och 399) 


I 
= , 
KE 


; 21 
sinxy= 34» COS X 
1 et 


och vidare, genom differentiation af (29), 


öERDicos föds sn ÄN Sd 


1 +tang? 3 könet 


Alltså är 


: 2 
fR(sinz, cos £) dr = 2 fr le 
lI+t 1I+t)/ I+6 


där integranden i högra membrum utgör en rationell funk- 
tion af t£. Sedan integrationen verkställts, har man att i re- 


sultatet insätta t = tang 
Såsom exempel betrakta vi först integralen 


; dx 
sin x 


[FA 


Enligt ofvanstående formler erhålles” 


2 


dx I +1 Ad då 


hvaraf omedelbart följer 


sin x 


= log t + C = log tang 35 + CC 
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» Vi beräkna vidare integralen 
[ SVA. 
I —-3CoSx 
Den ofvan betraktade substitutionen ger oss 


5(1+7)-3(1—-2) — 201 


3 — 3 COS Xx = S : 
1 + 1 —+t 
och således !) 
öd 
ANN LEA ; = are tang 2t+C 
J ö-—=3C0SP od 1 FAT: 2 


2 ; arc tang (2 tang S)+ Ca 


20. För att integrera en produkt eller en kvot af tvenne 
hela potenser af sin x och cosx, alltså en funktion af formen 


sin” x.cos”x 
där m och 2» äro hela tal, är det emellertid icke alltid prak- 
tiskt att använda ofvan anförda. substitution, utan når man i 
flere fall målet snabbare medels särskilda reduktioner, hvilka 
grunda sig på kända relationer mellan de trigonometriska 
funktionerna. ; 


I öfningsuppgiften (3) s. 383 hafva vi redan anfört re- 
duktionsformler för beräkningen af integralerna 


|fsin"a dx och fcos"a dr, 


1) Uttrycket 2 tang 3 blir oändligt då x närmar sig en udda mul- 


tipel af 2. Om vi inom intervallen (—-7,zx) välja t. ex. hufvudgrenen 
af arc tang, böra vi, för att erhålla en för alla argumentvärden kontinuer- 
lig integralfunktion, inom intervallen (x,3z) använda grenen arc tang +z, 


inom intervallen (3x,57) grenen arctang +27, 0. s. v., och likaså inom 


intervallen (— x,— 37) grenen arc tang — x , inom intervallen (— 37 ,—- 52) 
grenen arc tang — 2zx, 0. 8. v. (jmf. s. 96). Denna kontinuerliga integral- 
funktion representeras för öfrigt af uttrycket / 


x 
Ge [RS targ 3 
: a 3 arc tang ( ) 


1+2 tang? - 


— försalla värden x, hvilket läsaren uppmanas att kontrollera. 
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hvilka formler äro användbara såväl för positiva som för 
negativa heltalsvärden af exponenten n. Om n är ett posi- 
tivt udda tal eller ett negativt jämnt tal, beräknas dessa inte- 
oraler ännu enklare enligt likheterna 


(aa Fam FEN VAR 
|fsm tly de = fsin FEST As -f4—cos TC) d COST, 
2£+1 2k ER k å 
fcos rdr = f'cos ER COR TAR få1—sin ryd sinL, 
€ 


ARI I (hår SLR 
(= TAN fre RS Sedd LR (1 + cot?x) d COLT 
sin ”"x sin FÖR. uSRoNrde 


gt er = f(1 + tang? 2)" d tang 2. 
E COSAT 


COS LC 


Integralerna i högra membra erhållas omedelbart då poten- 
serna under integraltecknet utvecklas till polynom. 
Vi anmärka slutligen att integralen 


é kh 
ftang TAR 
(2 


där & är ett godtyckligt positivt helt tal, enkelt erhålles med 
hjälp af substitutionen tang.x =t. Ty ur denna följer 


dt dt 
2 ir 2 1 
1 -Ftang: x 1+t 


( k 
| tang" x dx RE ät. 


Integralen i högra membrum erhålles omedelbart om man 
utvecklar integranden genom division. 
Likaså erhåller man enklast uttrycket för integralen 


| eot"z (Kra 


där &£ är ett positivt helt tal, om man inför cotx såsom ny 
variabel. 


"dr = cos? x dt = 


och således 
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Ofningsuppgifter: 


1) Integrera följande funktioner: 


1 1 


>». Sin? Xx, COST, SIN” PL COS AZ, s 
j COST COS 


sin 2x 
COS X 1 sin? x 1 


tangtx, cotx NE gr ESRI 
ST ”1+cosx sin?x cos?x a—)bceosx 


2) Beräkna integralerna 


FRA 
| RN är SR TLA 
sak äktade) V(a?+2)? x 


medels substitutionen x=2a tangt. 
3) Beräkna integralerna 


xd In SÖ: =S 
Var ot V(a?— 2?) di Var x? dz 


medels substitutionen x=a sin t. 


74. "Integration af några differentialekvationer. — Vi be- 
trakta en ekvation mellan variabeln x, en obekant funktion 
y af x, samt denna funktions derivator ända till en viss ord- 
ning n: 


(30) F (2,40 gr 


En dylik ekvation benämnes en differentialekvation af n': ord- 
ningen. Med en lösning till (30) förstås en funktion y(x) 
som, insatt i stället för y, gör ekvationens båda membra 
identiska, så att man följaktligen för hvarje värde x, eller 
åtminstone inom en viss intervall, har 


FEAR, YURI y"(2)) AI 


Vi hafva redan i n? 57 behandlat en speciell differen- 
tialekvation, nämligen ekvationen för en partikels rätliniga 
rörelse i ett elastiskt medium. Vi skola här betrakta några 
:-andra enkla differentialekvationer, hvilkas lösningar omedel- 
bart erhållas med stöd af integralkalkylens fundamentalsats. 
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19, Såsom första exempel välja vi ekvationen 


da 
TA ST 1 


(31) 
Om y (x) är en godtycklig lösning, har man identiskt 
Yle 1 


I denna likhet utgör venstra membrum derivata af funktio- 


4 
nen y'(x), högra membrum derivata af funktionen T — LX. 


Enligt integralkalkylens fundamentalsats är alltså skillnaden 
mellan dessa funktioner konstant, om vi förutsätta att y"'(x) 
är kontinuerlig för alla argumentvärden, och vi erhålla således 


y'(2)=3 —-2+ Ot 


I denna likhet är åter venstra membrum derivata af y(x), 
2x5 
0 
sats ger oss följaktligen, om vi antaga jämväl y(x) kontinuer- 
lig för alla argumentvärden, 


högra membrum derivata af > + Cx, och nyssnämnda 


(32) ylr)= a tlc+0, 


där C"' är en ny konstant. 

Hvarje lösning till (31), som jämte sin derivata är 
kontinuerlig för alla argumentvärden, har således formen 
(32), där C och C” äro vissa konstanter; och omvändt satis- 
fierar funktionen (32) ekvationen (31) för alla värden af 
C och C", såsom man omedelbart finner vid derivering. 

Den allmänna lösningen till (31) utgöres således af funk- 
tionen (32), där C och CC” äro arbiträra konstanter: För 
hvarje speciellt system af värden C,(C"' ger oss (32) en par- 
tikulär lösning till den gifna differentialekvationen. 

Man finner genom ett analogt resonemang att den all- 
männa lösningen till hvarje differentialekvation af formen 


d”2 
on = f (2) 
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erhålles genom 2” successiva integrationer och innehåller n 
arbiträra konstanter. 


20. Vi behandla vidare ekvationen : 


FK a Vy+l 
(33) ES SR a 
Vi se här omedelbart att y = — 1 utgör en lösning, ty om y 


har detta konstanta värde, äro båda membra i (383) iden- 
tiskt 0. Är y=3y(2) en godtycklig annan lösning, har man 
för denna identiskt 


RE FC SG 
Vy+l de 0 


(33)” 


Här är venstra membrum derivata af funktionen 


—t 29 äg | 2 > I VY FA + en konstäni 


Vy+) 
högra membrum derivata af funktionen 


dx 1 Å 

TT EN VON konstant, 
och integralkalkylens fundamentalsats ger oss således, inom 
hvarje intervall där den betraktade lösningen y är kon- 
tinuerlig, 


KAR PIFRZE 1 


där C är en konstant. Härur erhålles för lösningen y ut- 
trycket 


(Re MENT 


Omvändt satisfierar denna funktion ekvationen (33), 
konstanten C må hafva hvilket värde som helst. Ty den- 
samma satisfierar likheten (34), och ur denna erhålles vid 
derivering likheten (33)"', hvilken är identisk med (33). Lä- ' 
saren uppmanas att jämväl direkt insätta funktionen (35) i 
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ekvationen (33) och kontrollera att dennas båda membra här- 
vid blifva identiska. 

Funktionen (35), där C är en arbiträr konstant, utgör 
sålunda den allmänna lösningen till ekvationen (33). Hvarje 
lösning till denna ekvation framgår ur (35) för ett speciellt 
värde af C, med undantag af den först funna lösningen 
y=—1, hvilken på denna grund säges utgöra en singulär 
lösning. Vi uppmana läsaren att upprita kurvan (35) för 
olika värden af konstanten C. 

På analogt sätt kan man lösa hvarje differentialekvation 
af formen 


(36) dy Y (y) 


där X beror endast af variabeln x och Y endast af y. Om 
man skrifver ekvationen under formen 


dy dx 


JG) 2 AG 


så att variablerna x och y äro separerade, finner man genom 
ett resonemang som är analogt med det ofvanstående, och 
hvilket läsaren i detalj bör genomföra, att den allmänna lös- 
ningen till (36) erhålles ur likheten 


dyr Ö dx ä 

Y (lh 
i hvilken ingår en arbiträr integrationskonstant. Dessutom 
är ekvationen (36) satisfierad för de konstanta värden af y 
hvilka göra Y(y)=0. Dessa framgå icke ur den allmänna 


lösningen genom specialisering af integrationskonstanten, och 
representera således singulära lösningar. 


309. Vi behandla slutligen differentialekvationen 
(37) år Pn rd 
Denna kan skrifvas under formen 


(YR gg 
id KE 
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Om vi välja förhållandet 7 = t till ny obekant funktion i stäl- 


let för y och således sätta y = =>xXt, erhålles 7 = SR X och 
differentialekvationen antar alltså formen FR LE pe 1 +L1t, 
eller pr 1, eller slutligen 

2 or 

dx 


Om t satisfierar denna ekvation, utgör omvändt funktionen 
y=2Xt en lösning till ekvationen (37). : 

Nu ger oss ofvanstående ekvation omedelbart t= log Cx, 
där C är en konstant, hvilken bör erhålla samma tecken som 
x men för öfrigt är arbiträr. Vi erhålla således såsom all- 
män lösning till (37) 


SE TOR 


Denna likhet representerar en kurvskara, hvilken läsaren 
uppmanas att undersöka och upprita. 

På analogt sätt löses hvarje annan s. k. homogen diffe- 
rentialekvation, som kan bringas under formen 


(38) Ta (2) : 
där högra membrum beror endast af förhållandet a « Ty ge- 


nom substitutionen rat t öfvergår densamma i 


(38)" adl fyllt, 


och vi kunna här separera variablerna: 


dt Eg 


fl 


Den allmänna lösningen t till (38)' framgår således ur likheten 


Erde fer log Cz, 
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och den allmänna lösningen y till differentialekvationen (38) 
erhålles härefter ur likheten y = xt. 


Öfningsuppgifter: 


1) Bestäm den partikulära lösning y(x) till ekvationen (31) som 
uppfyller villkoren 


y(2)=3, y'(2)=—1, 


samt den partikulära lösning till ekvationen (33) som antar värdet 2 


1 
. ' Mrs: & 
förs 3 , 
2) Lös följande differentialekvationer (resonemanget bör utföras 
fullständigt och resultatet kontrolleras genom insättning): 


yr 
do? 


d y I 0 dy dy ; 
| =X+—-> RE EG =4q? 
j ; we TR Yo» dr ÖL 


dyl idylskie” 
dxr 1—-2x dz cosy 


2 


Yy+ Vy? AE 


; ar IDoxyty?, a 
. 3) Hvilka kurvor skära alla från origo utgående strålar under en 

konstant vinkel 6 (för uppgiftens lösning användes polära koordinater)? 

4) Bestäm funktionen f(x) så att afståndet från origo till en god- 
tycklig punkt af kurvan y=/f(x) är lika med det stycke af kurvans nor- 
mal i samma punkt som faller mellan kurvan och x-axeln. 

5) Sök alla de kurvor hvilkas tangent, räknad från tangeringspunk- 
ten till x-axeln, har en konstant längd a. 

6) Lös allmänt följande differentialekvationer (jmf. s. 309—311): 


och bestäm härefter de partikulära lösningar, hvilka representeras af 
kurvor som gå genom origo och i denna punkt tangera linien y=>22. 


73. Begreppet bestämd integral. — Vi upptaga ånyo be- 
traktelserna i n? 67, och genomföra den där verkställda under- 
sökningen i en allmännare och rent analytisk form. 

Vi antaga att funktionen f(x) är kontinuerlig för hvarje 
argumentvärde som tillhör intervallen (a,b), men göra denna 
gång ingen förutsättning beträffande funktionens tecken. 

tellänsaroeh brinskjuta vi en följdrafrvärden; £;,da, nn 
X.,—1, hvarvid (a,b) sönderfaller i n delintervaller 


(39) (arr, TERO BE Ai MI 
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samt välja n godtyckliga tal, 
SS STENS 


som tillhöra hvar sin af dessa delintervaller. De motsva- 
rande värdena af funktionen f(x), 


fl(ör), f(ö2) yr F(SR)A 
multiplicera vi i ordning med differenserna 
(40) vg — LR ky gr DERA 


och addera produkterna. Vi erhålla sålunda summan 


(41) fl) (Ci — 0) + (SD) (X2— Li) +: tf (En) (0 Ln1)> 
och om denna skola vi bevisa följande viktiga sats: 


Om intervallen (a,b) delas i allt flere delar och för hvarje 
ny indelning bildas en summa af formen (41), konvergera dessa 
summor mot ett ändligt gränsvärde, hvilket är alldeles oberoende 
af den lag enligt hvilken de successiva delningarna verkställas och 
talen & väljas, blott denna lag är sådan att delintervallernas 
längder slutligen alla blifva mindre än hvilken uppgifven kvan- 
titet som helst. | 

Ifrågavarande gränsvärde benämnes den bestämda inte- 
gralen af funktionen f(x), tagen mellan gränserna a och b. 


Det må först anmärkas att, i händelse funktionen f(x) 
inom intervallen (a,b) har ett konstant värde C, summan 
(41) alltid är lika med C(b— a), huru än indelningen verk- 
ställes och talen &£ väljas, hvaraf följer att dess gränsvärde 
äfven är lika med C(b—a). I detta speciella fall är satsen 
alltså riktig. 

Om f(x) icke är konstant inom (a,b), beteckna vi med 


Ma3i soulen one 
de största och med 


Mm, , Myycc0y Mn 


de minsta värdena af denna funktion inom delintervallerna 
(39), och bilda medels dessa värden summorna 
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FRAS ät EE Mi (merr dr) sr rit Mad nor) 
och 


(43) S(m)=7m,(x,;— a) + Ma lxa— Zi) FE: tt Mulboxnr), 


hvilka kort må benämnas de mot den betraktade indelningen 
svarande maximi- och minimi-summorna. 

För hvarje index » är m, <f(£,)< M,. Då differenserna 
(40) alla hafva samma tecken — nämligen positivt tecken om 
b>a, negativt tecken om b <a — följer häraf att, huru ta- 
len E,,..., Sn än väljas inom stina resp. intervaller, ligger värdet 
af summan (41) alltid mellan S(M) och S(m), eller samman- . 
faller med någon af dessa summor. 

Vi hafva således att undersöka huru summorna (42) 
och (43) förhålla sig då intervallen (a,b) delas i allt mindre 
delar. Vid denna undersökning antaga vi b>a, i hvilket 
fall differenserna (40) äro positiva. Vore b<L a, skulle alla 
olikheter i det följande beviset ändra riktning, men resultatet 
skulle blifva detsamma. 

Vi betrakta alla möjliga olika indelningar af intervallen 
(a,b) i ett ändligt antal delar. Mot hvarje sådan indelning 
svarar en maximi- och en minimisumma, och vi erhålla så- 
lunda tvenne oändliga talmängder, hvilka må betecknas 


(44) (S(M)) och (S(m)). 


Vi skola visa att satsen s. 87 är tillämplig på dessa mängder, 
och hafva i sådant afseende att ådagalägga att de besitta föl- 
jande tre egenskaper: 


19. Hvarje tal S(M) är större än hvarje tal: S (m). 


Man inser omedelbart att, för samma indelning af inter- 
vallen (a,b), summan (42) är större än summan (43). Ty 
för hvarje index v är M,>m,, och då f(x) enligt antagan- 
det icke är konstant inom (a,b), är säkert M, >m, för nå- 
got värde »v. 

Vi betrakta nu tvenne indelningar af den gifna inter- 
vallen, D och D', af hvilka D"' innehåller alla de delnings- 
punkter som ingå i D, och därtill ännu andra. Vi skola visa att 


(45) RME NFAL), SMER ne (7) 
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då med S,(M) och S,(m) betecknas de mot indelningen D, 
med S,(M) och S,(m) de mot indelningen D' svarande 
maximi- och minimisummorna. 

Vid indelningen D må (a,b) sönderfalla i delinterval- 
lerna (39). Då delningen D' verkställes, blifva dessa del- 
intervaller, eller åtminstone vissa af dem, styckade i mindre 
delar. Vi antaga t. ex. att (a,x,) sönderfaller i två delar, 
(a,$5) och (£,x,), samt beteckna med M,', M," de största 
och med m;', mi” de minsta värdena af funktionen f(x) inom 
dessa delintervaller. 

Den första termen, M,(x,— a), i summan S,(M) blir 
då i S,(M) ersatt med termerna M,' (5 — a) FMIS 
Talet M,, som utgör det största värdet af f(x) inom (a, 1), 
är lika med det större af talen M;' och M,”. Alltså är 


My'(£—0)+M,”(2,— 8) Mi (E-a)+My(2,—8)= Mylz,—0), 


och då detta resonemang tillämpas jämväl på de öfriga ter- 
merna i summan Sp(M), erhålles till resultat den första af 
olikheterna (45). 

Mot den första termen, m,(x,—2a), i summan $S,(m) 
svara likaså i S,(m) termerna m,'(&— a) Fm (I 5): 
och då m,, som betecknar det minsta värdet af f(x) inom 
(a,x,), är lika med det mindre af talen m," och miy"”, er- 
hålles 


my (S—-a) + mi" (X,—-S) 2 mi($—-a) + milzi—5)=milx,—20), 


hvarur man sluter till riktigheten af den senare olikheten (45). 

Låtom oss nu betrakta två alldeles godtyckliga indel- 
ningar, D, och D., af den gifna intervallen (a,b). Vi vilja 
bevisa att S, (M)>S, (m). 

För detta ändamål bilda vi den indelning, D', som om- 
fattar såväl de till D, som de till D; hörande delningspunk- 
terna. Emedan D'" erhålles ur D, genom tillfogande af vissa 
nya delningspunkter, är enligt den första af olikheterna (45) 


SHINE: 
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Vidare är för indelningen D', enligt hvad ofvan visats, 
St CN (NE) 


Då D' jämväl framgår ur D, genom införande af vissa nya 
delningspunkter, erhålles slutligen enligt den senare af olik- 
heterna (45) 


SAG ENS CD 


Ur dessa resultat följer den sökta olikheten, S MM) 2 STUN 


och härmed är bevisadt att talmängderna (44) besitta egen- 
skapen 12. 


20. I mängden (S(M)) finnes intet minsta tal och i mäng- 
den (SS (m)) intet största tal. 

Vi betrakta ett godtyckligt tal S,(M) i mängden (S ( M)) ; 
Bland de delintervaller i hvilka (a,b) sönderfaller vid indel- 
ningen D, finnes åtminstone en inom hvilken funktionen f(x) 
icke är konstant. Är (z,,zx,+1) en dylik intervall, kunna 
vi dela den på sådant sätt att det största värdet af funktio- 
nen f(x) inom åtminstone en af delarna är mindre än dess 
största värde inom hela intervallen (x,,x,+1). Den mot en 
sådan indelning af (a,b) svarande maximisumman är säkert 
mindre än S,(M), såsom ur resonemanget på föregående sida 
. omedelbart framgår. 

På analogt sätt inses att man genom att inskjuta nya 
delningspunkter alltid kan bilda en minimisumma som är 
större än en gifven dylik summa. 


39. Man kan välja ett tal ur mängden ( S(M)) och ett tal 


ur mängden (SS (m)) så att deras skillnad är mindre än ett före- 
skrifvet positivt tal «. 


Vi bilda skillnaden mellan de summor (42) och (43) som 
svara mot en och samma indelning D: 


(46) S,(M)—S ,(m) = (Mi —m,) (2, — a) +:re re 
+ (M,—m,) (b-Xn-1)- 


Om med 0, betecknas den största af differenserna M, —m,, 
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Mi —m,, eller m. a. o. den största oscillationen af funk- 
tionen f(x) inom de delintervaller i hvilka (a,b) sönder- 
faller vid indelningen D, erhålles ur (46) olikheten | 


= (47) SMS, (mm) QQ (BRRAN 


Då nu funktionen f(x) antagits kontinuerlig för a Dx Eb, 
" kan man finna ett sådant positivt tal, d, att oscillationen af 
[ 
b—a 
är mindre än Jd (jmf. s. 39). Om vi välja indelningen D så 
att längden af hvarje delintervall är mindre än d, är följakt- 


ligen enhvar af differenserna M,—m,, och således äfven On 


f(x) är mindre än inom hvarje del af (a,b) hvars längd 


mindre än och vi erhålla S,(M)— S,(m) 8, hvar 
med egenskapen 3! är bevisad. | 


Satsen s. 87 kan således tillämpas på talmängderna (44), 
och lär oss att det finnes ett och endast ett tal, I, som åtskiljer 
dessa talmängder, så att 


(48) hvarje tal S(m)< I < hvarje tal 8 (M). 


Vi skola visa att detta tal I utgör gränsvärde för summan (41). 
Om vi för en godtycklig indelning D af intervallen (a, b) 
bilda maximisumman S,(M), minimisumman S,(m) samt en 


summa af formen (41), för hvilken vi använda beteckningen - 
2, fl(ö,) (X,—X,—1i), hafva vi å ena sidan olikheterna (jmf. 
s. 413) 


8 p(m) 3 pf (Elway) SSF 


och å andra sidan olikheterna 


IS: (Mm) LES IMNS 


hvaraf vi sluta : 
[> (5) (0-0 TS (M) =S 
och således, enligt (47), 


(49) LEnfl Sa Fre da 
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Välja vi indelningen D så att längden af hvarje delintervall 
är mindre än det ofvan bestämda talet d, är följaktligen 


för =) IN, 


och detta resultat består huru litet £ än väljes, blott d för 
hvarje gång bestämmes så att det på föregående sida angifna 
villkoret är uppfylldt. 

Men detta innebär att, då intervallen (a,b) delas i allt 
flere delar, enligt någon sådan lag att samtliga delars längder 
aftaga mot 0, summan (41) alltid närmar sig ett och samma 
gränsvärde, nämligen det genom olikheterna (48) entydigt 
definierade talet I. Den s. 412 formulerade satsen är härmed 
fullständigt bevisad. ; 

Ifrågavarande gränsvärde I benämnes, såsom redan sa- 
des, den bestämda integralen af funktionen f(x), tagen mellan 
gränserna a och b, och betecknas 


(50) fre dz. 


Denna beteckning har följande ursprung. Om interval- 
lerna (39) väljas lika stora och för &,,5>,..., 5, väljas dessa 
intervallers begynnelsevärden, erhåller summan (41) utseendet 


(0) ARP TOC) SSP ef AT) AT, 
FE 


n 


.” a .” 
dar Ar » och kan, med användande af ett summatecken 


S, kortare skrifvas 


SR ÖR VAR. 


Då n obegränsadt växer, närmar sig Ax noll. Enligt det be- 
traktelsesätt för hvilket vi redogjort s. 280, uppfattades Ax 
vid gränsen såsom en oändligt liten kvantitet och betecknades 
med dx, och gränsvärdet för summan uppfattades i enlighet 
härmed såsom en summa af ett oändligt antal oändligt små 
termer eller element. Summatecknet antog formen af ett inte- 
graltecken, och sålunda erhölls beteckningen | f(x)dx. Först 
långt senare begynte man angifva integrationsintervallen ge- 
nom att utsätta variabelns begynnelsevärde såsom undre gräns 
och dess slutvärde såsom öfre gräns invid integraltecknet. 
27 
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Öfningsuppgift. — Beräkna värdet af integralen | SE med ett fel 


ST Fe och angif huru man kunde erhålla dess värde med ett fel Z— RS 


76. Några egenskaper hos den bestämda integralen. — 
Ur den bestämda integralens definition härledas enkelt föl- 
jande egenskaper hos densamma, hvilka oupphörligt komma 
till användning. 


1926 Om faktorn A har ett konstant värde, är 


sb nn EN SIKAea af fo IR 


Integralen i venstra membrum utgör gränsvärde för en 
summa af formen ZA/f(5,)(x,—X,—1), Som är utsträekt öf- 
ver de delar i hvilka integrationsintervallen (a,b) delats. 
Men denna summa kan skrifvas A 2/£(5,) (z,—Z,-1), Och 
enligt sats (6) s. 200 är dess gränsvärde således äfven lika med 
produkten af A och gränsvärdet för summan 2 f(£,)(£,—X,-—1), 


MIST LIKA med AS, f(x) RA 
| (file) +fa(2)) 40 file) de +) falx)de. 


Venstra membrum i denna likhet utgör nämligen gräns- 
värde för summan 


Z(f(E) +): 
Men denna kan sönderdelas som följer: 
2fi(5v) (2) Ly 4) + Ef (Es) (CN) 


och enligt sats (7) s. 200 är dess gränsvärde således lika med 
högra membrum i ofvanstående likhet. 


39. Om integralens gränser byta plats, ändras dess tecken: 


[far -[ fa. 
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Integralen i venstra membrum utgör gränsvärde för sum- 
man 2f£(5,)(x,—X,—1), 1 hvilken 'differenserna x£,—X,—1 
beteckna tillväxterna af variabeln x inom de skilda delarna 
af intervallen (a,b), då denna genomlöpes i riktning från a 


till hb. Integralen SEC) dx åter utgör gränsvärde för sum- 
man 2 f(E,)(x,-1— 2,), ty variabeln x tänkes nu genom- 
löpa integrationsintervallen i riktning från »b till a. Då de 
två summorna hafva motsatta tecken, gäller detsamma äfven 
om deras gränsvärden, och vi erhålla således ofvanstående 
likhet. 


49. Om a,b,c äro tre godtyckliga argumentvärden inom 
en intervall hvarest funktionen f(x) är kontinuerlig, har man 


YE f(x) dx = [10 dx + [ro öd 


Vi antaga först att ce ligger mellan aoch b. Vi verk- 
ställa en indelning af intervallen (a,b) i hvilken c utgör en 
delningspunkt, och bilda för denna indelning en summa 3 af 
formen (41) s. 412. Denna summa sönderdela vi i tvenne 
delar, 


2=2 +, 


af hvilka Z, omfattar de termer i 2 som hänföra sig till in- 
tervallen (a,c), 2, de termer som hänföra sig till intervallen 
(c,b). Då indelningen drifves allt längre, enligt en sådan 
lag att samtliga delar närma sig 0, konvergera summorna 


VV 
a 


/) 
,2,, 22 1 ordning mot integralerna UN FOA i LORLOGA 


Sflx)dr, och vi erhålla således ofvanstående likhet. 


Om b ligger mellan a och c, är, enligt hvad just visats, 


[0 dxr= ING äe+ [00 lar ur (x) dz [10 do 


och genom omflyttning af termerna erhålles åter den sökta 
>likheten. 

På analogt sätt visas att denna likhet gäller om a lig- 
ger mellan b och c. 


- 
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59. Om funktionen f(x) är kontinuerlig 1 hvarje punkt af 
intervallen (a,b), har man 


| fldr=f8) 0-4), 


där & betecknar ett värde mellan a och b. 


Om -£(x) inom (a,b) har ett konstant värde C, är inte- 
gralens värde lika med C(b—24a) (jmf. s. 412) och satsen 
alltså riktig. 

Är f(x) icke konstant, ligger enligt integralens defini- 
tion dess värde mellan gränserna m (b — a) och M(b — a), då 
med m betecknas det minsta och med M det största värdet 
af-f(x) inom (a,b). Kvoten 


S. flx)dz 


() 


ligger således till sitt värde mellan m och M, och det finnes 
följaktligen inom integrationsintervallen åtminstone en punkt 
& i hvilken värdet af f(x) öfverensstämmer med denna kvot 
(jmf. s. 38), hvarur den sökta likheten följer. 


Vi skola slutligen redogöra för huru en bestämd integral 


b 
(51) I RE 
transformeras då man utför en substitution 
(52) | OT) 


Vi antaga att denna substitution definierar en entydig mot- 
svarighet mellan de värden x som tillhöra intervallen (a,b) 
och värdena t inom en viss intervall («, 8), sålunda att, då t 
genomlöper sistnämnda intervall från « till g, värdet af funk- 


SUS En OR GE 
a Ky a AD et t, tg na B 


tionen x(t) varierar kontinuerligt och ständigt i samma rikt- 
ning från a till b. Vidare förutsätta vi att derivatan x'(t) 
existerar och är kontinuerlig i hvarje punkt af (c, 8). 
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Genom substitutionen (52) öfvergår f(x) i en funk- 
tion aft, 


Ela ls Gol 


hvilken är kontinuerlig i hvarje punkt af intervallen («c, fp). 

Vi inskjuta mellan « och f£ en följd af värden, t,,to, 
yt, 1, Och beteckna de motsvarande värdena af x med 
Jr sn 1, såratt följaktligen 


a=>2(0), xi = C(li),. 0. Xa12= C(la1)) b=>2(B). 


Enligt medelvärdssatsen (s. 291) kunna vi skrifva differen- 
serna 
AD LA FIN ER 


under formen 
x'(T;) (t, bod 5 0 (TT) (Al — AE . FÖRA (Ge Nr ARR Jr 


där värdena 7T,,T.,..., TT, ligga inom hvar sin af interval- 
lerna: (0,t,), (t:,b3),.. oy (lu1, 8): Vi beteckna de motsva- 
rande värdena af variabeln x med 


Sr L(T:); SEE) en, Sa (ERNA 


och bilda summan 
(53) £(5:) (xi — a) + (52) (Ba Lit) (Sa) (OFTARE 


Enligt hvad ofvan sagts kan denna äfven skrifvas 


(53) (2 (t))) (Ci) (tr — 0) + Fl (r)) 2 (TJ (tt) + 
FE Le RR (ta MBE near 


Om vi nu dela intervallen (c, 8) i allt flere delar, enligt 
en sådan lag att samtliga delar närma sig 0, kommer på 
grund af motsvarigheten (52) jämväl intervallen (a,b) att 
blifva delad i allt flere delar, hvilka likaledes närma sig 0. 
Enligt den bestämda integralens definition, konvergerar här- 
vid summan (53) mot integralen (51), och summan (58) 
mot integralen 
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B 
| fl) vat. 


Då nämnda summor alltid hafva samma värde för tvenne mot- 
svarande indelningar, äro äfven deras gränsvärden lika, och 
vi erhålla således följande resultat (jmf. satsen s. 374): 


69. Genom substitutionen x = x(t) erhålles, om x(t) upp- 
fyller de s. 420 angifna villkoren, transformationsformeln 


b B B 
(54) frar=S flera) fler), 


2 hvilken « och 8 beteckna de värden af t som enligt nämnda 
substitution motsvara den gifna integralens gränser a och Db. 


Vi skola angifva några enkla tillämpningar af denna vik- 
tiga regel. Vi betrakta först integralen 


a +Fh 
| JR) AR 
och göra i denna substitutionen x=a—+ht, hvaraf dx = hdt. 
tT—-—A 
; h 
kontinuerligt från 0 till 1, och enligt (54) erhålla vi således 


Då x genomlöper intervallen från a till a+h, växer t= 


a+rth - i 
id [C2) ax = h | fla+ht)dt. 
ÄN 


Ad 


En annan ofta förekommande användning af de ofvan 
bevisade satserna är följande. Enligt sats 49 s. 419 är 


fra dx = fo) ae+[ 00) dz. 


I den första termen i högra membrum göra vi substitutionen 
x=—t, hvaraf dx=— dt, och erhålla då enligt 69 och 3" 


fra) Un ER t) at=| (0 dt; 


eller ännu, då det ju är likgiltigt med hvilken bokstaf inte- 
grationsvariabeln betecknas, 
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fra äv = | f(-2) dx. 


Vi få således, med användande af satsen 29? s. 418, 


+2a + A Ra a 
a d — 2) de =; —2)) dz. 
f f(e)az=| fia ar+ | f(-0 d2 = (A+) I 


Är speciellt f(x) en s. k. jämn funktion, d. v.s. är f(—x) = f(x) 
för hvarje x, erhålles f(x) +f(— x)=2/£f(2x) och således 


[0 AF 2 ffa) dd. 


Om däremot f(x) är en udda funktion, d. v. s. f(— x)= me 
för hvarje x, är fl dak ble 20 Jaa RAR följer 


för SE 


— AQ 
Öfningsuppgifter: 


1) Transformera integralen ji ES medels substitutionen x=e". 
La] . 
2 


2) Visa att integralerna 


Tx 


2 7 


i sinz de, | cos xk dx och | sinxrxrdzx 
0 0 7 


2 
kunna öfverföras i hvarandra genom lämpliga substitutioner, 
3) Bevisa att, om funktionen f(x) har perioden 2x;, d. v. s. om 
f(x +2x)=£f(x) för hvarje värde x, likheten 


[CSM] 


ar 27 


27 ; 
| f(2)az = | ARNES ö 
0 « 


äger rum för hvarje värde a. 
4) Vi antaga att funktionerna f(x) och p(z) äro kontinuerliga för 
a<XxEb, samt att plx) bibehåller samma tecken mellan a och b. Bevisa att 


b b 
| f(x) plx) dz= re | p(x) dz, 


där & är ett värde mellan a och b. 
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77. Sammanhanget mellan begreppen bestämd integral och 
integralfunktion. — Vi antaga att funktionen f(x) är kontinuer- 
lig i hvarje punkt af intervallen (a,b), och betrakta den be- 
stämda integralen af denna funktion, tagen från värdet a till 
ett annat värde x inom nämnda intervall!): 


[0 dt. 


Denna integral utgör en funktion af x som är entydigt defi- 
nierad inom intervallen (a,b), ty för hvarje värde x som 
tillhör denna intervall har integralen ett fullt bestämdt änd- 
ligt värde. Vi skrifva, i analogi med den s. 365 använda 
beteckningen, - 


| Te) dIE TKERT) 


Gifva vi variabeln ett nytt värde, x + Ax, som likaledes till- 
hör intervallen (a,b), antar den betraktade funktionen värdet 


z+Åx 


I f ydi = (0 RAT 


Dess tillväxt är således 
z+Az 
AT= I ld,x FAX) —=I(ad,x) = | 


far) fd 
Men enligt sats 49 s. 419 är 
RV xt År 


i faar= fra arr f FLÖDA 


och vi erhålla således, då vi ännu göra bruk af sats 59 s. 420, 
z+ Az 


(55) aI=| — f(dr= fl) Ar, 


där 5£ är ett värde mellan x och x+Az. 


1) Denna integral kan äfven betecknas, och betecknas vanligen, 
IG dx. Till förebyggande af hvarje missförstånd hafva vi här före- 


dragit att utmärka integrationsvariabeln med en annan bokstaf än den 
öfre gränsen. 
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Om vi låta Ax närma sig 0, närmar sig x+ Ax och så- 
ledes äfven & värdet x. Enär integranden antagits kontinuer- 
lig i hvarje punkt af (a,b), närmar sig härvid f (5) gräns- 
värdet f(x). Ur (55) kunna vi alltså sluta 19 att AJ för- 
svinner samtidigt med Ax och funktionen /I(a,x) således är 
kontinuerlig i hvarje punkt x af intervallen (a,b), samt 22 


att förhållandet 2 närmar sig gränsvärdet f(x) då Ax för- 


svinner, eller annorlunda uttryckt, att funktionen /I(a,x) i 
hvarje punkt af nämnda intervall har en derivata, hvilken 
till sitt värde öfverensstämmer med den gifna funktionen f(x). 
Vi tillägga att I (a,x) försvinner då x närmar sig värdet a, 
hvilket enklast framgår ur satsen 5? s. 420. 

Det erhållna resultatet kan utsägas som följer: 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig i hvarje punkt af in- 
tervallen (a,b), utgör den bestämda integralen 


(56) I ABA RERA, 


betraktad såsom funktion af sin öfre gräns x, en integralfunktion 
till f(x), hvilken är kontinuerlig i hvarje punkt af nämnda inter- 
vall. och försvinner för x=a. 


Låtom oss antaga att det lyckats oss att finna en ele- 
mentär funktion, F(x), som är kontinuerlig och hvars deri- 
vata är lika med f(x) i hvarje punkt af intervallen (a,b). 
Enligt integralkalkylens fundamentalsats är då skillnaden 


| ft)dti— Fl) 
inom nämnda intervall konstant och alltså lika med det 
värde den antar för x = a, d. v.s. lika med — F (a), hvaraf 
följer 


d fa)dt= F(x)— F(a). 


Speciellt erhålles för x = b, om vi åter utmärka integrations- 
variabeln med x och använda beteckningen (7) s. 366, 


= 
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b ; Fö 
(51) | f(e)de=F()-Flay=) Fl), 
hvilken likhet äfven kan skrifvas”) 

b b b 
(57) | PATA TE | dT | FR 


Vi hafva härmed bevisat följande sats: 


Om F(x) utgör en integralfunktion till f(x) som är kon- 
tinuerlig i hvarje punkt af intervallen (a,b), ändpunkterna med- - 
räknade, är värdet af den bestämda integralen 


(58) | Fd 


lika med skillnaden mellan de värden: integralfunktionen F(x) 
antar för den öfre gränsen b och för den undre gränsen a. 


Då denna sats är af grundläggande betydelse, gifva vi 
ännu ett annat bevis för densamma, hvilket stöder sig på - 
medelvärdssatsen (s. 291). 

Vi utföra en delning D af intervallen (a,b), hvarvid : 
densamma må sönderfalla i delarna (ada,23:), (ERE 
(£Z,—-1,0), och sönderdela differensen F(b) — F(a) på mot- 
svarande sätt: 


F(d)—F(0) =(F(2,)— Fla))+(F(z)— FEN 
+(F(b)-—-Flz,1)): 


!) Då enligt antagandet F'(x)=7(x), kan den betraktade integra- 
lens element, f(x)dx, skrifvas under formen F'(x)dx=dF(2). 

Enligt det betraktelsesätt för hvilket redogjorts s. 280—285, upp- 
fattas nämnda element såsom den tillväxt hvilken integralfunktionen 
F(2x) erhåller då variabeln, utgående från värdet x, erhåller en oändligt . 
liten tillväxt dx. Integralen (58) uppfattas åter (jmf. s. 417) såsom sum- 
man af dess element, hvilka motsvara de oändligt många delintervaller, 
enhvar lika med dx, i hvilka intervallen från a till b tänkes delad. Inte- 
gralens värde är i enlighet härmed lika med den totala tillväxten af inte- 
gralfunktionen från x=a till x=>b. > 

Af efterföljande bevis framgår huru detta resonemang bör modi- 
fieras för att blifva strängt. 
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På enhvar af termerna i högra membrum tillämpa vi me- 
delvärdssatsen och erhålla härvid, då enligt antagandet 
ASEA ER 


£(2,)— Ela) "= f(5:) (2: — 0), 
EEE (0) = (53) (XL), 


E(0)— E(Za1) = (ön) (O—Za—1),3 


där 5, är ett visst värde mellan a och x,, £, ett värde mellan 
xx, och Z£3,' 0. S. v. Ofvanstående likhet kan således skrifvas 


EF (b)— F(a)=/f(5,) (2, —a)+ fl) (2 —2x,)+irtsr 
SFS MA —CH LG 


Nu har s. 416 visats att summan i högra membrum skiljer 
sig från värdet af integralen (58) med en kvantitet som är 
numeriskt mindre än O,|b—al|, då med O, betecknas den 
största oscillationen af funktionen f(x) inom intervallerna 
KORSET LE, Ca), ers (Cn-1,.0)- Håledes ärjäfven 


| 
(59) 


ji Felde —( EP (6)—-Fla))|< Ob a. 


I denna olikhet, hvilken består för hvarje indelning D 
af intervallen (a,b), har venstra membrum ett fullt bestämdt 
värde, som på intet sätt beror af huru nämnda indelning 
verkställts; högra membrum kan däremot, då funktionen 
f(x) enligt antagandet är kontinuerlig i hvarje punkt af 
intervallen (a,b), göras så litet man vill om (a,b) delas i 
tillräckligt små delar. Häraf följer med nödvändighet att 
värdet af venstra membrum är lika med 0, ty man kunde 
annars välja en sådan indelning D att olikheten (59) icke 
vore uppfylld, och vi hafva härmed ånyo ådagalagt riktig- 
heten af likheten (57). 


Denna likhet ger oss omedelbart värdet af den bestämda 
integralen i alla de fall då vi direkt kunna angifva en inte- 
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goralfunktion som är kontinuerlig i hvarje punkt af integra- 
tionsintervallen. Exempelvis erhålles: 


| SES! | 
2 Tjdans EL gp) RN 
NS RO (082 
K kx 
SANT ] 3 ER & 1-— 8 CK 
AS a = 3 ä = = , 
Xx 
dx 


KX 
FS 1 == 3 
, Ta | are tang x = arc tang x 


Denna sista likhet ger oss för x=1 


Vi betrakta ännu integralen 
dir. j 
ö 3 —3 cos x 


1 —— / 
3 are tang (2 tang 3) 


Mi funno s. 404 att 


ii 
5-—-3cosx 
funktion emellertid är diskontinuerlig för värdet x => som 
ligger inom integrationsintervallen, dela vi den gifna inte- 
gralen i tvenne, tagna mellan gränserna 0 och =x resp. x 
och 2x. För dessa sistnämnda integraler ger oss ofvan 
bevisade sats värdena ?!) 


T 7T 
dz fe z 
FEAR > are tang (2 tang 5) 


= 5 (are tang (00) — are tang (0)) = 


utgör en integralfunktion till Då denna integral- 


1) Då x växande närmar sig värdet 2, växer tang 5 mot cc; då x 


aftar mot x, närmar sig tanga åter — oo. 


2 
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27 27 
| SA | S are tang (2 tang 5) 
Sat 7 


2) (are tan tang 0 — arc tang (— 00)) =) 


hvaraf genom addition följer 


Pa 
dx 
ö = 3 COST 2 


Samma resultat erhålles direkt om man använder den i noten 
s. 404 angifna integralfunktionen, hvilken är kontinuerlig för 
alla argumentvärden. 

Af särskild vikt är användningen af partiell integration 
för beräkning af bestämda integraler. Om den gifna inte- 
gralen skrifves under formen 


b 


j udv 
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och man sätter (jmf. s. 379) 


udv = d(uv)— vdu, 
erhålles först: 


b b b 


ih udv=| a(uv)—| vdu. 


ad a 


Men den första termen i högra membrum är, enligt (57)'", 
lika med den tillväxt funktionen uv erhåller då x varierar 
från a till b, och vi få således formeln 


b 


hb b 
(60) i udv -| Uv — | vdu. 


ad 


Härvid förutsättes att funktionerna u och v och deras första 
derivator äro kontinuerliga i hvarje punkt af integrations- 
intervallen. 

Enligt (60) erhålles t. ex. 
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a 


z = 
2 2 


| cos?z de = | cos d sin « = | cos » sin x + | sin?x dx, 
0 0 0 


0 


[SE 
[TE 


hvilken likhet, då produkten cos x sin z försvinner såväl för 


0 5 som för x = 0, reducerar sig till 


7T 

2 

It COS? Lr dx = | sin?r dx. 
0 0 


För summan af dessa två integraler erhålles omedelbart värdet 


(SIR 


= 
2 


az = | = 
0 


7 7 
2 2 


| (cos?x + sin?x) dx = | 
0 


(0) 


hvaraf följer 


LD 3 


é T 
sin22 de = | cos?x dx = 7" 
0 


0 


Allmänt finner man, om nn är ett helt tal > 1, 

2 

I sin” x dx = =) sin” ”!x d cos x 
0 0 


z 
2 


. -—1 s —2 2 
= = sin” ” "xx cos x + (n— 1) | sin” "Xx c08 Xx dr 
0 0 


Do AN 


= (2-1) [ sin.” ”"?gl(4 sm kd 
SS 


z 7 
2 2 


= (ne OD sin Tr dar 1) | sin” x dx, 
0 0 
och således 


T 


2 


4 SS Å ig | 
I sin "Xx dr = SN sin "= "Xx de. ; 
0 ” Jo 


dk 
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Genom upprepad tillämpning af denna rekursionsformel er- 
hålles, om n är ett jämnt tal 2k, 


Tx 


2 


ak SÅ I EE RNE: LG br 
| sin DNE Yr Oe NV AE lp 
samt, om 2” är ett udda tal 2£+1, 
= 
2 ; 
| sin"rde= 2k o2k-2 42 
0 2k+1 2k-1 5 3 


hvilka resuitat läsaren bör kontrollera. För integralen 


2 
d cos”xdx 
0 


erhållas samma värden, ty substitutionen xr= 5! ger OSS 
(jmf. s. 422) 


zz 6 7T Tx 


2 0 l 2 Z 


if cos"z da = | cos” (F-:)ar=) sin"t dt = | sin xr dr. 
0 E 0 0 


En annan viktig anmärkning gäller de fall då integral- 


funktionen till den förelagda integranden f(x) erhålles medels 
en substitution: 


= OL JANE = EC) 


Vi antaga att, då x genomlöper integrationsintervallen från 
a till b, t=1t(x) varierar kontinuerligt och ständigt i samma 
riktning från värdet &« = t(a) till värdet £ = 1t(b), samt att 
derivatan x"'(t) existerar och är kontinuerlig i hvarje punkt 
af intervallen (c«, Pp). 

Integralfunktionen till f(x) erhålles uttryckt i den nya 
variabeln t enligt formeln (jmf. s. 373— 374) 


F(2) = [f(x () enat. 


Då vi i F(t) åter substituera t=t(x), erhålles en funktion, 
F(t(2)), hvars derivata är lika med f(x), och denna funk- 
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tion är kontinuerlig i hvarje punkt af intervallen (a,b), om 


F(t) antages kontinuerlig i hvarje punkt af intervallen («, 8). 
Vi erhålla då, enligt ofvan bevisade sats, 


js f(2)de= | F(t(2)) = F((5)—Flt0). 


Det är emellertid icke nödigt att i F(t) åter införa 
variabeln x, ty då t(a)=20 och t£(b)=8, kan det ernallna 
resultatet enklare skrifvas 

je 


IN f(e) de = F(6)—F(a)=| F(t). 


Då funktionen F(t) utgör en integralfunktion till ut- 


trycket fbe (t)) x'(t) samt antagits kontinuerlig i hvarje punkt 
af intervallen (c«,$), är vidare 


Så il B 
F (6) —F (a) =) fll) (dt. 


Vi erhålla således ånyo transformationsformeln 


b B B 
69 | fwar=) frO)Tgyacf frn) in, 


hvilken s. 420—422 härleddes direkt med stöd af den be- 
stämda integralens definition. 
Om vi t. ex. vilja beräkna integralen 
3 


a 
5 I +2x! 


och härvid använda substitutionen x?=1t, enligt hvilken t 
växer från 4 till 9 då x växer från 2 till 3, ger oss (54) 


3 9 
dr il dt | IS Era SER SRS NR 
I AE = (aro tang 9 — are tang 4) 
5 IEEE i 1 +1t 2 


[2 AO 
= 3 are tang ss = 0. 067165 


Om för beräkning af integralen 
2 


dx 
1 Vx +1 


försa: 
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användes substitutionen (jmf. s. 398) 
Verb 1=—-2+t, t=x+V22+1, 


erhålles likaså, då man observerar att ! växer från 1472 
till 2475 när x växer från 1 till 2, 


dj = A - NS 
d ARTEN RA 2 
RS =) log t = log +V5 = 0,56226... 
AR EKA a 1+V2 
Öfningsuppgifter: ; 
1) Beräkna följande integralers värden: =. 
4 3dx, Ii x"dx, | (xr:—-1l1)dzx, 6 = | sin?x dx, 
AT : —1 —-—2 —3 RE 
Tx 
2 2 +1 


5; dx : dx 5 dx 
logx dz, x sin x dr; === a — 
1" 0 Vs 0 T?—4 1 NEG 


2) Beräkna värdet af integralen 


' ; dr 

0 Vx? t+5r+4 

medels enhvar af följande substitutioner, hvilka böra tolkas geometriskt 
(jmf. s. 396): 


Vattört+4=2x+t, Vatt+t5g+4=2+221t, 


Vett+dx+4=(x+1)t, Ver +5x+4=(x+4)t. 


78. Utsträckning af begreppet bestämd integral. — Vid 
den. bestämda integralens definition antogo vi integrations- 
intervallen ändlig, samt integranden ändlig och kontinuerlig 
i hvarje punkt af denna intervall. Begreppet bestämd inte- 
gral kan emellertid fattas väsentligt allmännare och utsträc- 
kas i olika riktningar. Vi redogöra här kort för några enkla 
generaliseringar af detta begrepp, hvilka oupphörligt komma 
till användning. 

Vi utgå från ett speciellt exempel. Man har för god- 
tyckliga ändliga värden a och b 

b b 


(61) fat = | aretang a = are tang b— are tang a. 


28 
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Om vi i denna likhet låta b obegränsadt växa medan a för- 
blir konstant, närmar sig arc tang b gränsvärdet 7? hvaraf 
följer ; 
b 
dgr. or KX EL 


1 —— I — a & 
Ne ft Sig MER tang a. 
=00d, ; 


Detta resultat angifves kortare medels beteckningen 


00 


a ER 
| Ira = 3 — arctang a. 


Låta vi åter i (61) a närma sig — oo medan b förblir kon- 


stant, närmar sig arc tang a gränsvärdet — 3 och vi erhålla 


b 
dx 


. FET de T TT MT 
lim Ira > arc tang C+ 


A= 00 a 
hvilket kortare skrifves 
b 


dx — — ud 
IÅ er = arc tang b+=3- 


Om slutligen samtidigt a aftar mot — oo och b växer mot oc, 
närmar sig integralen (61) gränsvärdet x, hvilket utmärkes 
medels beteckningen 


Allmänt införa vi följande definitioner för en integral i 
hvilken någon af gränserna är oändlig: 


f fw lim | AN 


ds f(x)dx = Am: fra dx, 


b 


+ 0 
| f (0)das = li [SA 
IS AE LR 
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Härvid förutsättes att funktionen f(x) är ändlig och kon- 

tinuerlig i hvarje punkt af integrationsintervallen, samt att 

det betraktade gränsvärdet existerar och är ändligt. 
Betraktelsen af integralen 


leder oss till en annan viktig utsträckning af integralbegreppet. 


Integranden FaR är reell blott inom intervallen från — 1 till 
Må 

1, och blir oändlig då x närmar sig något af dessa värden. 

Enligt vår tidigare definition har ofvanstående integral såle- 

des en betydelse blott om dess gränser a och bh ligga mellan 

— 1 och 1, i hvilket fall dess värde är 


b 
d: LC RE SE FF Ve RN ESA 
(62) fö La sr arc sin x = arc sin b — arc sin a. 
/ a 


Emellertid framgår ur denna likhet att, om vi låta b 
närma sig 1, eller a närma sig — 1, eller samtidigt b närma sig 
värdet 1 och a värdet — 1, den betraktade integralen i hvarje 
fall konvergerar mot ett bestämdt ändligt gränsvärde, hvilket i 


första fallet är lika med 35— arc sin a , 1 andra fallet lika med 


are sin b+ 3» i tredje fallet lika med &«x. För att angifva 


detta skrifver man kort 


ERE. Eg 
—— = + — arc sin a, 


oo yT-2 2 


; rör 
1 

4 dx Ka 
NE I 


Allmänt införa vi följande definitioner för de fall då in- 
tegranden blir oändlig i någon af integrationsintervallens 
ändpunkter (£ och £' beteckna positiva tal): 


YYSEYSTIT. narby AT 
arc sin b + 3» 


I 
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Om £(2x) är ändlig och kontinuerlig för a €<x<b men 
blir oändlig då x närmar sig b, skrifva vi ; 
: b be 
i fOg)ae = Timo fax)jda 
Om f(x) är ändlig och kontinuerlig för a < x <b men 
blir oändlig då x närmar sig a, skrifves = 


b 


al fix) FE t f(x)dx; 


arte 
Om £(x) är ändlig och kontinuerlig för a < x< b men 
blir oändlig såväl för x=a som för x = )b, är slutligen 


b—E 


il fl) him floydei 


are 


I hvarje fall förutsättes att det betraktade gränsvärdet 
existerar och är ändligt. 


Öfningsuppgifter: — Beräkna, i noggrann anslutning till ofvan 
gifna definitioner, följande bestämda integralers värden !): 


1 [95] [95] 00 
fr dx | dx f dx | dx | dx 
DE at SN = >” RN RR 
pk 2 ML los u 
Ax LC 
1 [60] 20 —1 


| a IE Ar dx dx 
ogxdx, AT SRA 1 3 
SJ ; ml Jo 2 


DM 2 t 3 a. 
See ÄTE SAUL RER e kt sinnxdaz. 
Ved): xt rx+l 
— 00 0 0 
79. Beräkning af en kurvbåges längd. — Vi skola nu i 


korthet redogöra för några geometriska användningar af in- 
tegralkalkylen, hvarpå i n? 67 redan gifvits exempel. Vi an- 
knyta vår framställning vid betraktelserna i det sjette kapitlet, 
och göra åter början med problemet att rectificera en kurva, 
d. v. s. att beräkna dess längd. : 

') Om någon af integralens gränser är oändlig och integralfunk- 
tionen innehåller flere logaritmiska termer, böra dessa termer sammanslås. 
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19. Vi antaga först kurvans ekvation gifven under 
formen 


y =7£(x), 


samt beteckna med a och b(> a) abskissorna för den be- 
traktade bågens ändpunkter A och B. Vi förutsätta att bå- 
gen AB icke skäres af nå- 
gon parallell till. y-axeln 
i mer än en punkt, samt 
att den har en bestämd 
tangent, hvars riktning 
varierar kontinuerligt med 
tangeringspunktens «läge 
och icke i någon punkt är parallell med y-axeln, eller m. a. o. 
att derivatan f'(x) är ändlig och kontinuerlig för a Zx Eb. 

Mellan A och B inskjuta vi på kurvan en följd af punk- 
RE Afa 4, hvilkas abskissor må. betecknas, 
mente, samt konstruerå den brutna linien AÅ Pi Fi:s 
Pr B. Enligt den s. 313 uppställda definitionen utgör läng- 
den af kurvbågen AB den gräns hvilken den brutna li- 
niens längd närmar sig då antalet af dess sidor obegränsadt 
ökas, enligt en sådan lag att samtliga sidor slutligen blifva 
kortare än hvilken uppgifven sträcka som helst. Det gäller 
att afgöra om, under de antaganden vi gjort, en dylik gräns 
verkligen existerar, samt att beräkna densamma (jmf. n? 58). 

Sidan P, i P, i den brutna linien har längden !) 


(ÄRE SES ra (NAC a ACNE 
Nu är enligt medelvärdssatsen (s. 291) 
f (20) — fler) = (0-2) FEN, 


där £,-1<5, <x,, och ofvanstående uttryck kan således 
skrifvas 


Vi+(f(EJ)) (0-2). 


1) För korthetens skull använda vi härefter uttrycken längd, area, 
volym jämväl för att beteckna de betraktade storheternas mätetal i för- 
hållande till de fastställda enheterna. 
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Alltså är den brutna liniens längd lika med summan 


V14+0 (EN) (er - 0 +V1+0(f (ED) (0-2) 
+V1+0(f(E)) (b-z, 1), 

där 8$,,8532,...,$, äro vissa bestämda värden hvilka ligga 

inom interyvallerna (4, ät) , (Ci, Z2),> =. > (Ca -AtNDN | 


Då vi nu låta antalet sidor i den brutna linien obegrän- 
sadt ökas på sätt ofvan angifvits, kommer intervallen (a,b) 
samtidigt att blifva delad i allt flere delar hvilka samtligen 


närma sig 0. Emedan funktionen J/1+(/f'(z))” på grund at 
vårt antagande är ändlig och kontinuerlig för a Zx b, när- 
mar sig ofvanstående uttryck härvid gränsvärdet (jmf. n? 75) 


(63) s= | VID af Vit ar, 


som således anger längden af kurvbågen AB i förhållande till 
den vid kurvans uppritande använda längdenheten. 

Såsom exempel beräkna vi längden s af den båge af 
parabeln x? = 2py som ligger mellan vertex och punkten P 
med abskissan x(:> 0). Man har i detta fall 


hvaraf följer 
$ = | ln sö EDR 
OCR 


Enligt kalkylerna s. 398 är, om integrationskonstanten ute- 
lemnas, 


ga Va + pt de = VER 4 Blog (0 + Vx Fr), 


och då högra membrum för x = 0 antar värdet 5 10g p, er- 


hålles således till resultat 


WEEES 


g+Vet+p 
2p j 


Pp 


S 


+ 5 log 
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20, Vi skola undersöka huru formeln (63) gestaltar sig 
om kurvans ekvation är gifven i parameterform: 


(64) z=2(1), y=y(ld). 


Vi antaga att punkterna af bågen AB entydigt motsvara de 


- samt att derivatorna x'(t) och y'(t) äro konådunrliga och 
2" (t) skild från noll i hvarje punkt af denna intervall"). 


Enligt n? 49 är i detta fall a ST ter hvaraf följer 


(7) 


Vi+l2]-= YED' + or. 


dx RAN 


Vi böra vidare i integralen (63) substituera dx = =>"(t) dt, 
och uttrycket under integraltecknet antar således formen 


Vi+(22) az= + (0) +y DN) dt +V(G) + RA 


där man har att välja tecknet + eller — beroende på om 
derivatan zx'(t) är positiv eller negativ inom intervallen 
(1,,t,), eller m. a. o. om punkten (64) genomlöper den gifna 
kurvbågen från ÅA till B eller från B till A då t växer från 
t, till t,. I hvartdera fallet erhålla vi, enligt satserna 3” 
sktldrochk 60 sv422, | 


t, a Å 
(65) = [VG a 


!) Om den gifna kurvbågen "icke skäres af någon parallell till 
x-axeln i mer än en punkt, i hvilket fall dess ekvation kan skrifvas un- 
der formen x = q(y), erhålles genom samma resonemang som ofvan för 


a 

dess längd uttrycket | VA 1+ (FT dy, där US och IRENE) beteckna 
Yo 

ordinatorna för bågens ändpunkter. 

Vid öfvergång till parameterframställningen (64) erhålles för kur- 
vans längd äfven i detta fall en integral af formen (65), hvilket läsaren 
bör kontrollera. 

Man sluter häraf att formeln (65) är tillämplig så snart den gifna 
kurvbågen AB kan delas i ett ändligt antal bågar, sålunda att hvarje 
båge skäres i. högst en punkt, antingen af hvarje utallell till x-axeln 
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Vi betrakta såsom exempel cycloiden !) 
x=a(l— sinlt), y= a (1 — cost). 


En enkel räkning ger 


dxNM2  fdyN? sj 
(5) + (39) = 24” (1— cos t)=4d"8in"55 


och för cycloidbågens längd erhålles således uttrycket 


HÄ Vt t t 
20 | sins dt=—4a | cos 5 = 4a (008 3 —cos3'), 
fö få 
då med t, och t, (”>t,) betecknas de värden af t som svara ' 
mot bågens ändpunkter. Speciellt finner man, om man sät- 
ter t,=0, t, =2x, att längden af en fullständig cycloidbåge, 
mellan två på hvarandra följände spetsar, är lika med 8a. 


30, Vi betrakta särskildt det fall då kurvans ekvation 
är gifven i polära koordinater: 


r=r(9). 
De rätvinkliga koordinaterna x,y för den punkt af kurvan 
som svarar mot ett gifvet värde q äro då 
x=7(g9)cosg, y=7(p) sing. 
Härur erhålles 


dx 


rr SR j Re ; 
äv 1 (9) 008 9 —r(9) sin p, 35 =" (P9) sing FTKE RIE 


la net = (r'(9)) +l(r(g)) =? +(3- 2 


dp 


och formeln (65) ger oss således, då &q väljes till parameter, 


SAR a ER än ba 


eller af hvarje parallell till y-axeln. Härvid förutsättes att, då t växer 
från t, till t,, punkten (64) ständigt i samma riktning genomlöper kur- . 
van AB. 

1) Jmf. DL. LINDELÖF, Lärobok i Analytisk geometri, s. 159. 
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där 9, och 9. (> 9) beteckna de värden af 9 som mot- 


svara den gifna kurvbågens ändpunkter. Härvid förutsättes 
att derivatan 2 är ändlig och kontinuerlig i hvarje punkt 
af integrationsintervallen. 

Exempelvis erhålles för spiralen r= CET 


ra kg 2 PE 2 ANE2RG 
äss Ve Ce ARR) GF (Abp kölen, 


och således (jmf. öfningsuppgiften s. 323) 
Aa (arg Viken k 
TON åka i 5 AO ie gr REA 
Py 


49, För bågelementet ds af en kurva, d. v. s. elementet 
af den integral som representerar dess båglängd, gäller en- 
ligt (63) likheten 


(63)' RE AR (2) ax = Vd dy, 


AC 


samt enligt (66) likheten 


(66) ds= Vr2+() de=Vrdey +dr. 
Ur det förra uttrycket framgår elementet i integralen 

(65) då man substituerar dx= då TENN SEN 
Ofvanstående likheter härledas enkelt medels differen- 

tialgeometrisk betraktelse. Om de rätvinkliga koordinaterna 


för ändpunkterna P och P' af bågelementet ds betecknas med 
x,y och x+dx, y+t+dy, kan ds uppfattas såsom hypotenusa 
i en rätvinklig triangel med kateterna dx och dy, hvarur 
likheten (63)' framgår. Är åter kurvans ekvation gifven i 
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formen r=r(q), och betecknas de polära koordinaterna för 
P och P' med r,q resp. r+dr,q + dq, kan ds uppfattas 
såsom hypotenusa i en rätvinklig triangel med kateterna > de 
och dr, hvarur afläses likheten (66Y'. 


Öfningsuppgifter: 

1) Hvilket uttryck erhålles enligt (63) för längden af en cirkel- 
båge? 
y? 


2) Sök längden af en båge af ellipsen = Tr = 1, först genom att 


a 
uttrycka y såsom funktion af x, därefter genom att införa den excent- 
riska anomalin såsom parameter (jmf. s. 273). 

3) Rectificera en båge af ARCHIMEDES' Spiral r = ag. 

4) Bestäm längden af den båge af kedjelinien 


som ligger mellan y-axeln och en parallell till densamma. 


80. Beräkning af figurers ytinnehåll. — Vi gå till inte- 
grålkalkylens användning vid figurers kvadratur, d. v. s. vid 
beräkningen af deras ytinnehåll. 


19. I n? 67 redogjorde vi redan för sammanhanget 
mellan begreppet ytinnehåll eller area och begreppet inte- 
gralfunktion. Vi funno (s. 366) att, om funktionen f(x) är 
kontinuerlig för a<x<Eb och positiv mellan a och b, och 
om F(2z) utgör en för a <x<b kontinuerlig integralfunk- 
tion till f(x), arean af den yta, som begränsas af kurvan 
y=f(x), x-axeln samt ordinatorna i punkterna a och b, 
representeras af uttrycket F(b)— F(a). 'Å andra sidan är 
F(b)-— F(a) lika med värdet af den bestämda integralen 


(67) | ka f vas. 


Denna integral ger oss således den betraktade ytans area. 
Dess element ydzx föreställer arean af en rektangel men höj- | 
den y och basen dz. 

Detta resultat framgår äfven direkt ur den bestämda 
integrålens och areans definitioner. Ty integralens värde är 
(jmf. n? 75) mindre än den mot en godtycklig indelning D 
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af intervallen (a,b) svarande maximisumman S,(M) men 
större än minimisumman SS; (:m), och å andra sidan ligger 


äfven den betraktade ytans area mellan dessa samma gränser 
(jmf. s. 363 — 364). Men det finnes endast ett tal som är mindre 
än hvarje maximisumma och större än hvarje minimisumma 
(jmf. s. 416) och integralens värde är således lika med ytans 
area. | 

Om funktionen f(x) är negativ mellan a och b, i hvilket 
fall den betraktade ytan ligger under x-axeln, representerar 
integralen (67) denna ytas area tagen med negativt tecken 
(jmf. s. 368). 

Om slutligen funktionen f(x) går genom 0 och ändrar 
föckensirett andligt antal punkter Xx,,2o;..., ne 1 MOllania 
och b, sönderdela vi integralen (67) i integraler tagna mellan 
gränserna a' och x,, Xx, Och 
Usage SE oo NLOCH 0 LOCK ATINAG 
sålunda att dess värde är lika 
med den sammanlagda arean af 
de ytdelar som begränsas af 
Kurvan =2/= f(2), Stycket (asts 
af x-axeln samt ordinatorna i punkterna a och b, och hvilka 
ligga ofvanom x-axeln, minskad med areorna af de bland 
ifrågavarande ytdelar hvilka ligga under x-axeln. 

Enligt (67) är t. ex arean af en kvadrant af cirkeln med 
radien »r lika med (jmf. s. 401) 


r r 
TOP LA il = OT ERDNT [3 ENE Xx 
| Vrå gldgg | 5 (x Vote d- rn? äro sin 7) 
SD ON 


- fe SE nr? 
= 3 are sin I = ——": 


Vi betrakta vidare den yta som begränsas af cycloiden 
Tx =a(t—sint), y=a(1l— cost) 


och sträckan (0,27xa) af x-axeln. För att beräkna integralen 


2xd 

| ydrx, som representerar denna ytas area, införa vi t så- 
(U) q 

som ny variabel och hafva då att substituera y = a (1 — cost), 
dx = a(1— cost) dt, hvaraf 


pre 
ydx = a? (1— cost)” dt. 


Vi erhålla sålunda, då variabeln t växer från 0 till 2x sam- 
tidigt som x växer från 0 till 2xa, | 


200 27 


sl ydz = a? | (1— 2 cost + cos? t) dt 
- &0 0 


27 27 


= 2202-20? | cos tdt +a? | cos?t dt. 
0 0 
Men 1 cost dt=0 och S, ” cos? tdt=>-. (jmf. s. 430), och 


den betraktade ytans area är alltså = 3xa?, eller tre gånger 
så stor som arean af den cirkel som alstrar cycloiden. 


20. Vi antaga nu kurvans ekvation gifven i polära 
koordinater, 7 = 7 (q), och betrakta den sektorformiga yta, S, 
som begränsas af denna kurva samt tvenne radii-vectores, 
OP, och OP, hvilka må motsvara värdena 9, och & (> ))- 
Funktionen (9) antages entydig och kontinuerlig för dessa 
och alla mellanliggande värden. s 

Mellan q&, och q inskjuta vi en följd af växande vär- 
den, Pi, Po2,..., Px—1, Och draga motsvarande radii-vectores, 
hvilka dela ytan S i n delområden. För 
hvart och ett af dessa konstruera vi, 
såsom närstående figur utvisar, de in- 
och omskrifna cirkelsektorerna. Ytan S 
innehåller såsom en del den af de in- 
skrifna sektorerna bildade ytan, medan 
den själf utgör en del af den yta som 
bildas af de omskrifna sektorerna. Den 
förra ytans area är 


1 2 
(68) a (ri (gi fo) tre (ga i) Fi trä (Ga) 
den senare ytans area 


(69) (Rö (fi Po) + BR (Pa fi) Fr: +R (g—9a-1)) , 
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då med r, ,72,..., 7», betecknas de minsta och med ER,, R>a,..., 
R, de största värdena af funktionen >r(gq9) inom delinterval- 


lerna (Po, 91), (Pi; P2),-..s(Pu1r>9). Arean af ytan 51) 
är således större än summan (68) men mindre än summan 


(69), och detta gäller huru än intervallen (q9,,q) delats. 
Men enligt n? 75 ligger jämväl värdet af den bestämda 


integralen 


P P 
IE, I 
(70) il sri(g) dy =3)| r?de 


Po Poa 


mellan summorna (68) och (69), huru än intervallen (Po, Pp) 
delats, och tillika hafva vi (s. 416) visat att det finnes endast 
ett tal som besitter denna egenskap. Integralen (70) ger oss 


således arean af den betraktade ytan S. Dess element 5 r2dq 
föreställer arean af en cirkelsektor med radien r och centri- 
vinkeln dyq. 

Vi betrakta såsom exempel den yta som begränsas af 
spiralen r = Ce? (k > 0) och dess mot värdena qg, och q> 
(> 9,) svarande radier, r, = Cet?: och r, = Cet”: (jmf. upp- 
giften (3) s. 343). Enligt (70) finner man omedelbart för 
denna ytas area uttrycket 


vå 2 2 2 
& 2kp LAG 2kQpr EPI 112 da 


309. Vi skola undersöka hvilken form integralen (70) 


antar om kurvans ekvation är 


!) Intervallen (q,, 9) kan delas i så små delar att skillnaden mel- 
lan summorna (69) och (68) blir så liten man vill. Å andra sidan kan 
enhvar af de ofvan betraktade cirkelsektorerna ersättas med en inskrifven 
resp. omskrifven polygonal sektor, hvars area skiljer sig godtyckligt litet 
från sektorns area. Häraf följer att man till den gifna ytan S kan 
konstruera en yttre och en inre polygon hvilkas areor hafva en godtyck- 
ligt liten skillnad, och att således nämnda yta, eniigt den s. 334 upp- 
ställda definitionen, tillkommer ett bestämdt mätetal i förhållande till 
ytenheten. 
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För de polära koordinaterna gälla då likheterna 


yt). 
(£). 


r2 = (2 (t))” + (y(t))”, 


ur hvilka följer 


de — (Dy t)-ylt)a' lt), 
dt (xt) + (y(t) 


nde =(x (0) y(t) —y(t)2' (2) dt= (2 5 vat, 


och vi erhålla således 


Pp t 
1 1 
(1) a r2dg9 => | (25 dt Une 
to 


På 


Härvid förutsättes att, då vinkeln q växer från gy, till det 
betraktade värdet &, parametern ? varierar kontinuerligt och 
ständigt i samma riktning från t, till £, samt att derivatorna 
x'(t) och y'(t) äro kontinuerliga för alla dessa värden. 

Den erhållna integralens element 


3 (x PE a )dt=3(rdy- ydx) 


anger arean af den triangel som till hörnpunkter har origo ÖO 
samt punkterna x,y och zx+Fdx,y+ dy af den gifna kurvan 
(jmf. den andra noten i slutet af boken). 

Såsom en tillämpning söka vi 
arean af den yta som begränsas 
af den högra grenen af hyperbeln 
x?—y? =1 samt de till vertex och 
en annan punkt xr,y af denna gren 
dragna radii-vectores. Om vi genom 
punkten x,y draga en parallell till 
asymptoten y=—x och med t be- 
teckna ordinatan för den punkt i 
hvilken denna parallell skär y-axeln, 
"är enligt s. 396 
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Härur följer medels en enkel kalkyl 


dy dx dt 


och då hyperbelns vertex motsvarar parametervärdet t=1, 
erhålla vi enligt (71) för den betraktade ytans area värdet 


TR EE 
i 
25 


Ur denna likhet följer omvändt t = e"", och då detta värde 
insättes i (72), erhålla vi koordinaterna x,y för en punkt af 
hyperbeln uttryckta såsom funktioner af parametern S&S: 


(72y - SS (ee), SE . (or 


Med användande af de s. 259 införda hyperboliska funktionerna 
kunna dessa likheter kort skrifvas 


RK VinLOSh 25, Vira sSnh 25. 


Om hyperbeln x?—y? = 1 ersättes med cirkeln x?+y? =1, 
och om vi med S&S beteckna arean af den sektor som begränsas 
af denna cirkel samt de till punkten x=1,y=0 och en 
annan punkt x,y af cirkeln dragna radii-vectores, är sek- 
torns centrivinkel lika med 258 och således 


FE COSTAS SINA: 


Häraf framgår att de hyperboliska funktionerna spela samma 
roll för hyperbeln x?—y? = 1 som de trigonometriska funk- 
tionerna för cirkeln x?+y? =1, hvilket äfven gifvit upphof 
åt den för de hyperboliska funktionerna använda beteck- 
ningen. 


49. Vi skola slutligen definiera och beräkna arean af 
en rotationsyta, i det vi stödja oss på de i elementargeometrin 
bevisade resultaten om cylinderns och konens ytor. 

Vi betrakta den rotationsyta S som alstras af en kurv- 
båge AB som roterar kring x-axeln (jmf. figuren s. 437). 
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Vi "antaga kurvans ekvation gifven i formen y = f(x), och 
förutsätta att £(x) och f'(x) äro kontinuerliga för a x Eb: 

I bågen AB inskrifva vi åter en bruten linie, AP, P. 
..P, AB, och låta jämväl denna rotera kring x-axeln, hvar- 
vid alstras en yta, S', som är sammansatt af koniska eller 
cylindriska ytor. Vi definiera arean af rotationsytan $ såsom 
den gräns hvilken arean af ytan S' närmar sig då den brutna 
liniens sidoantal obegränsadt ökas, enligt en sådan lag att 
samtliga sidor slutligen blifva kortare än hvilken uppgifven 
sträcka som helst. 

Arean af den yta kordan P, 1; P, alstrar under rota- 
tionen är, enligt elementargeometrin, lika med produkten af 
kordans läkgd och längden af den cirkelperiferi dess midt- 
punkt beskrifver. Kordans längd kan, såsom s. 437 visats, 
skrifvas under formen 


Västkl(fESk ar 


ClÄT DS Lr ga Nämnda cir kolperiiea åter till badis 
medeltalet af kurvans ordinator i punkterna x, 1 och x,, 
och dess längd är således s 


ES FST LEE 


' 


Men då £(2x) antagits kontinuerlig, finnes det en punkt 5, 


flat ln) 
2 2 


at intervällen (2,1, c,) för RNVvilken (EE 
och sistnämnda uttryck kan alltså skrifvas 2xf($8,') Arean 
af den af kordan P, iP, alstrade ytan är sålunda 


280 f (VIEN) (2-1) 

och för arean af ytan S' erhålles följaktligen uttrycket 
å "(Kg Jä AES Ar 

(73) DDT) Gr 


där summan är utsträckt öfver alla delar af intervallen 
(030): 
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MASS UUeta ännu Ör fred 2 stNg 


fl(ör) = flv) + er, 
hvarvid uttrycket (73) öfvergår i följande: 


Vox fö) Vi F(FE)) (2, — 6,1) 
AD IR Va BEEN) IVA). 


Nu är kvantiteten e&, = f£f(£,')—£f(£,) numeriskt mindre än 
den största oscillationen O, af funktionen f(x) inom de in- 
tervaller i hvilka (a,b) delats. Om vi med M”' beteckna det 
största värdet af |f' (x)| inom (a,b), är alltså i uttrycket 
(73Y' den senare summan numeriskt mindre än 


(13) 


NO, TEE MCK (GRS NE ar OR VÄD-HMEE (b— a), 


och närmar sig således gränsvärdet 0 då (a,b) delas i allt 


mindre delar. Emedan funktionen f(x) Va Elan kol: 
tinuerlig för a <x Eb, har åter den förra summan i uttryc- 
ket (73Y' till gränsvärde den bestämda integralen 


(74) fet 028 Sy War 22) ae, 


a 


hvilken enligt (63)' kortare kan skrifvas 
CEO 


(74Y ox | yds. 


Denna integral ger oss således arean af rotationsytan S. Dess 
element 2zxyds betyder arean af den yta som kurvans båg- 
element ds alstrar vid rotationen (om detta bågelement be- 
traktas såsom rätlinigt och y betecknar ordinatan för dess 
midtpunkt). 

Såsom exempel betrakta vi den rotationsparaboloid hvil- 
ken alstras då parabeln y? = 2px roterar kring x-axeln. Man 


har i detta fall 
TREAN AVÄPIE i - = V2px+p?, 


29 
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och för arean af den del af nämnda yta, som afskäres af ett 
mot x-axeln vinkelrätt plan på afståndet x från origo, er- 
hålles således enligt (74) uttrycket 


x 


om | V2pxtpidx= ox | ar pet Bl 
0 0 
2 2 


1) Härled uttrycket för ellipsens yta, först i rätvinkliga koordina- 
ter, därefter genom att införa den excentriska anomalin såsom parameter. 

2) Huru stor är den yta som begränsas af -parabeln y?=2zx och 
-hyperbeln x?—-y? =3? 

3) Sök arean af den yta som ligger mellan cissoiden !) 


vale 


Öfningsuppgifter: 


4 bd 
FER 


NE 


och dess asymptot x=a. 
4) Beräkna, med användande af polära koordinater, storleken af 
den yta som begränsas af lemniskatan !) 


(et ARN 


5) Härled enligt formeln (71) uttrycket för det s. 443 betraktade 
cycloidsegmentets area. 

6) Huru stor är den yta som begränsas af hypocycloiden ?) eller 
astroiden 


P=00C0S 1, YASR RT 


7) Härled uttrycket för ytan af en sferisk zon. 
8) Beräkna ytorna af de rotationsellipsoider som uppkomma då 
2 2 
.ellipsen Sar roterar kring sina axlar (den excentriska anomalin in- 
a 


2 


föres såsom parameter). FIN 
9) Huru kan man definiera och beräkna arean af mantelytan af en 
cylinder med godtycklig bas (jmf. n? 65)? 


81. Beräkning af kroppars volymer. — Vi redogöra slut- 
ligen för några tillämpningar af integralkalkylen på kroppars 
kubatur, d. v.s. på beräkningen af deras volymer. ; 


!) Jmf. DL. LINDELÖF, Lärobok i Analytisk geometri, tionde kapitlet. 
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19, Vi betrakta först en rotationskropp, alstrad af en 
plan yta som roterar kring en i dess plan liggande rät linie. 
Denna linie välja vi till x-axel, och antaga för enkelhetens 
skull att den alstrande ytan S är begränsad af nämnda axel, 
tvenne ordinator, x=a och xv=b(>a), samt en kurva, 
y=f(x), som icke skäres i mer än en punkt af någon pa- 
rallell till y-axeln. 

Mellan a och b inskjuta vi åter en följd af punkter, 
Trion äR 1, UPpresa 1 dessa ordinator, hvilka dela ytan 
S in delar, samt konstruera för hvarje sådan del den om- 
skrifna och den inskrifna rektangeln (jmf. figuren: s. 363). 
Vid rotationen alstrar enhvar af dessa rektanglar en cylinder. 
Den gifna rotationskroppen utgör en del af den kropp, V, 
som bildas af de af de omskrifna rektanglarna alstrade cy- 
lindrarna, medan den själf innehåller den kropp, v, som är 
sammansatt af de cylindrar hvilka alstras af de inskrifna 
rektanglarna. 

Nu har kroppen V volymen 


(75) (Mi) (2,— a) + MS (23— 0) ++ Mi (b- nr); 
och volymen af kroppen v är 


(EO (m,” (Ci, — a) + mo” (PETS (EDR) 


om såsom förut med M,, Mz,..., M, betecknas de största och 
med m,,Ma,...,M» de minsta värdena af funktionen f(x) 
tötmmintervallerna (a, c:;), (01, C2),...,; (Ca —170): RÖtatlons: 


kroppens volym !) är således mindre än summan (75) men 
större än summan (76), och detta gäller huru än intervallen 
(a,b) delats. 

Men, enligt hvad i n? 75 visats, finnes det endast ett tal 
som besitter dessa egenskaper, och detta tal utgör tillika vår 
definition för värdet af den bestämda integralen 


b 


b 
(77) ' z(f(2)) der) y?dzx. 


a a 


1) Jmf. den första noten s. 355. 
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Denna integral ger oss således den betraktade rotationskrop- 
pens volym. Dess element, Ty? dx, föreställer volymen af en 
cylindrisk skifva med basradien y och höjden dz. 


mm MM 


Vi söka först volymen af det sferiska segment som alstras 
då den af cirkeln x +y?= BR”, x-axeln samt ordinatorna 
x=a och x=b(>a) begränsade ytan roterar kring x-axeln. 
Ur cirkelns ekvation erhålles y” = R” —x"”, och formeln (77) 
ger oss således för den betraktade volymen uttrycket 


b b 
| (Bi )dx= | (0-7) = ÄR (b-a) 


Härur framgår uttrycket för hela sferens volym då man 
sätter a=— B,b=R. 

Vi betrakta vidare en kropp, alstrad genom rotation af 
den yta som begränsas af kedjelinien 


Zz AME 
a a a 
NEN +e ), 


x-axeln samt ordinatorna i origo och punkten x (> 0) (jmf. 
den senare af ofvanstående figurer). För denna kropps vo- 
lym erhålles enligt (77) uttrycket ; 


Xx Ax 
| (5 Kd 4 vid NE ) 
Ax Aa ad ad xd a (då 
REG +e dry== gråt +Fe + 2! dx 


OK 22 22 
2 E fyloetgpn ken 
; 28 ÅN 
= 27545 (a a | 
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20. Vi betrakta nu en godtyckligt begränsad kropp, 
och söka volymen af den del K af densamma som ligger 
mellan två parallella plan, A och B. 

Vi välja en rätlinig axel som skär planen A och Bb (t. ex. 
någon af koordinataxlarna), och bestämma läget af en punkt 
på densamma genom dess afstånd 
t från en fast punkt af axeln, 
räknadt positivt i en viss rikt- 
ning, negativt i den motsatta. 
Skärningspunkterna mellan ifrå- 
gavarande axel och planen A och 
B må motsvara värdena t = a och 
t=b(C>a). Vidare må S(t) be- 
teckna arean af skärningsytan mel- 
lan den betraktade kroppen och 
det med A och B parallella plan 
som råkar nämnda axel i punk- 
eV isantaga att S(f) är en kontinuerlig funktion aft X 
föra Stop. 

Mallan g och 0 inskjuta yi en följd af värden, lj ;fo,...; 
t,—1, och lägga genom motsvarande punkter af t-axeln plan 
parallella med planen A och B. Dessa dela kroppen Ki n 
delar, hvilkas undre basytor hafva areorna $ (a), S(t,),...» 
S(t,—-1) och hvilkas höjder äro (t, — a) cos w, (t, —1t,) CoS w, 
..., (b—-t, 1) COS W, då med w betecknas den spetsiga vinkel 
som normalen till planen A och &£ bildar med t-axeln. Vi 
ersätta enhvar af dessa delar af kroppen K med en rät cy- 
linder med samma basyta och höjd, och erhålla sålunda en 
kropp, K', sammansatt af n cylindriska skifvor, hvars vo- 
lym är 


(78) (S(a) AR JR BS FENA HE MYTER 


Vi tänka oss nu intervallen (a,b) delad i allt flere de- 
lar, enligt en sådan lag att alla delar närma sig noll. Eme- 
dan funktionen s/(t) antagits kontinuerlig för a tb, när- 
mar sig härvid summan (78) ett bestämdt ändligt gränsvärde, 
nämligen värdet af den bestämda integralen 


b b 
ER I S (t) cos w at = cos | BALI ER 
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Denna integral utgör således gränsvärdet för volymen af 
kroppen K&K”. 

Men, då (a,b) delas i allt mindre delar, närmar sig 
volymen af K' å andra sidan allt mer volymen af den gifna 
kroppen K, förutsatt att denna kropp verkligen har en be- 
stämd volym, hvartill erfordras att dess begränsningsyta upp- 
fyller det s. 351 formulerade villkoret. Ty om detta villkor 
är uppfylldt, kan man äfven innesluta begränsningsytan af K 
mellan två polyedriska ytor hvilka icke hafva någon punkt 
gemensam med densamma, och hvilka tillsammans begränsa 
en del af rymden hvars volym är mindre än en föreskrifven, 
godtyckligt liten kvantitet £ (jmf. den senare noten s. 337). 
Om delarna af intervallen (a,b) väljas tillräckligt små, kom- 
mer begränsningsytan af den på ofvan angifvet sätt kon- 
struerade kroppen K'” helt och hållet att falla mellan nyss- 
nämnda polyedriska ytor, och för en dylik indelning af (a, b) 
skiljer sig således volymen af K' från den gifna kroppens 
volym med mindre än ee, hvarmed vårt påstående är bevisadt. 

Integralen (79) ger oss således volymen af den ofvan 
betraktade kroppen K. Dess element, S(t) cos wdt, förestäl- 
ler volymen af en cylindrisk skifva hvars basyta har arean 
S (ft) och hvars höjd är coswdt. Produkten S(t) cos w re- 
presenterar sarean af nämnda basytas projektion på ett mot 
t-axeln vinkelrätt plan. 

Om K är en rotationskropp och 7t-axeln väljes parallell 
med dennas axel, reducerar sig (79) till det uttryck vi tidi- 
gare erhållit för volymen af en dylik kropp !). 


1) Integralkalkylens historia går mycket längre tillbaka i tiden än 
differentialkalkylens (jmf. s. 275). EUKLIDES” Elementa, hvilket verk ut- 
gjorde en sammanfattning af den tidens matematiska vetande, visar oss 
att grekerna redan tidigt ingående hade sysslat med frågor rörande figurers 
kvadratur och kroppars kubatur. Ett halft århundrade efter EUKLIDES 
gjordes på detta område betydande nya upptäckter af ARCHIMEDES, som 
bl. a. beräknade cirkelperiferins längd (jmf. s. 172), arean af ett parabelseg- 
ment, volymerna af särskilda rotationskroppar och deras segment, samt de 
buktiga ytorna af cylindern, konen och sferen, hvarjämte han anställde 
omfattande undersökningar beträffande tyngdpunkter. ARCHIMEDES an- 
vände vid sina undersökningar ett summationsförfarande analogt med det 
hvaraf vi särskilda gånger gjort bruk 1' det] sjette kapitlet. De sum- 


$ 


455 


Såsom exempel betrakta vi den kropp som begränsas af 
paraboloiden 2a2 = x? + y? och planet x+y +2=h. Vi skära 
densamma med planet x+y +2=1, hvilket är parallellt med : 
det gifna och råkar 2-axeln (som vi i detta fall välja till t-axel) 
i punkten z2=1t. Vi söka skärningsytans projektion på xy- 
planet, och hafva för detta ändamål att eliminera 2 mellan 
ekvationerna 2az = x? + y? och x+y + 2 =t, hvarvid erhålles 


(erna) (ra) 20 (deta): 


Den sökta projektionen utgöres således af en cirkel med arean 
2xa(t+a), hvilket uttryck motsvarar produkten 5 (1) cos w 
i integralen (79). För t=——2a reducerar sig cirkeln till en 
punkt, hvaraf vi sluta att planet x+y+Z=—2a tangerar 
paraboloiden 2az = x2?+y?. Integralens gränser blifva alltså 
— a och h, och vi erhålla följaktligen för den betraktade 
kroppens volym uttrycket 
h 


ih 2xa(t+a)dt = xa(l(h+ a)”. 


— a 
Öfningsuppgifter: 
1) Sök längden af de bågar af kurvan 


MN T(x—3a)” 


mationer han var i stånd att utföra reducera sig i själfva verket till be- 
. 4 A FL 
räkningen af integralerna dl xdx och i TRA 
0 0 


Väsentliga nya framsteg på integralkalkylens område äro att an- 
teckna först från 1600-talet, och hafva vi här åter främst att nämna. 
DESCARTES, FERMAT, PASCAL och HUYGHENS. Särskildt må omnämnas 


att FERMAT beräknade integralen if zx”dzx för godtyckliga värden af n 
(utom nn =—1), och härvid använde det summationsförfarande af hvilket 


vi gjort bruk s. 342. 

Flere af integralkalkylens metoder och resultat voro sålunda fak- 
tiskt kända före NEWTON och LEIBNIZ. Men frånvaron af en lämplig 
och enhetlig beteckning omöjliggjorde på detta område, likasom i diffe- 
rentialkalkylen, en klar formulering af principerna och en systematisk 
framställning af de vunna resultaten. 

Integraltecknet, likasom differentialbeteckningen, infördes af LEIB- 
NIZ. Benämningen integral härrör från JACOB BERNOULLI. 
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som ligga mellan origo och punkten x=3a på x-axeln, arean af den figur 
som begränsas af dessa bågar, samt ytan och volymen af den kropp som 
alstras af nämnda figur då den roterar kring x-axeln. 

2) En cirkel roterar kring en i samma plan liggande axel som icke 
skär dess periferi. Beräkna ytan och volymen af den härvid alstrade 
ringformiga kroppen (jmf. uppgiften (4) s. 356). 

3) Härled enligt (79) uttrycket för volymen af en ellipsoid. 

4) Beräkna volymen af den kropp som begränsas af hyperboloiden 
2x+3y?—d2?=1 samt a) planen 2=0 och 2=2, b) planen y=22+1 
och y=22—1. 

5) I en kub inskrifvas tvenne skilda cylindrar, hvilkas axlar således 
skära hvarandra vinkelrätt. Beräkna volymen af den del af kuben som 
tillhör båda dessa cylindrar. (Denna uppgift löstes af ARCHIMEDES). 


32. Approximativ beräkning af bestämda integraler. — 
Enligt satsen s. 426 kunna vi omedelbart angifva värdet af 


en bestämd integral S flx)d2 i händelse integralfunktionen 


till £(x) kan uttryckas genom elementära funktioner!) (om 
nämligen dessa funktioners värden äro oss bekanta). Är 
detta icke fallet, måste man för att beräkna integralen till- 
gripa ett approximationsförfarande, eller s. k. mekanisk kva- 
dratur. 

Integralens definition ger oss en första metod för dess 
beräkning. För att erhålla integralens värde med ett fel < & 


!1) Vi hafva 1 n? 77 sett att hvarje kontinuerlig funktion f(x) har 
en kontinuerlig integralfunktion, hvilken, frånsedt en additiv konstant, 


representeras af den bestämda integralen I (x)dx, uppfattad såsom 
Ad z 


funktion af dess öfre gräns. Denna integral kan i vissa fall återföras till 
kända funktioner, men i allmänhet är detta icke möjligt och integralen 
definierar då en ny transcendent funktion. Exempel härpå gifva oss den 
s. k. elliptiska integralen | 


U 


id V1—e? costu du, 
ad 


hvilken uppträder i uttrycket för ellipsbågens längd om den excentriska 
anomalin u väljes till parameter, samt integralen | 


Xx 
I dx 
: log x 


hvilken benämnes integrallogaritmen. 
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behöfva vi nämligen endast (jmf. s. 416) dela intervallen (a, b) 
i så små delar att oscillationen af f(x) inom hvarje del är 
mindre än RN samt för denna indelning bilda en summa 
4 

af formen (41) s. 412, där talen £ äro godtyckligt valda inom 
resp. delintervaller. 

Beräkningen förenklas om delintervallerna väljas lika 
stora, i hvilket fall nämnda summa antar utseendet 


h (fl) FFS ++ FER), 


=" och 5, tillhör intervallen (a,a+h), &, inter- 


där h =>" 
vallen (a+h,a—+2h),..., 5, intervallen (a+/(n—1)h,b). 


Vidare ligger det nära tillhands att välja dessa tal 5 så att 


(ER EO FAR IT Hey lertmEnyn) Fre) 
3 2 > NR Eg 2 


hvilket är möjligt enär funktionen f(x) antagits kontinuerlig 
(jmf. s. 38). Vi erhålla då såsom närmevärde för den gifna 
integralen följande uttryck: 


(80) h($fla)+fla+h)+--+fla+(n—1)h)+3f0)). 


Låtom oss antaga b > a samt funktionen f(x) positiv för 


;D å 
mere bo Integralen dh. f(x)dx representerar då arean af 


den yta som begränsas af x-axeln, kurvan y= f(x) samt 
dess ordinator i punkterna a och b. Närmevärdet (80) åter 
är lika med summan af alla de trapeziers areor hvilka be- 
gränsas af x-axeln, nämnda kurvas ordinator i punkterna 
a,ath,....a+t(n—1)h,b, samt de kordor som samman- 
binda dessa ordinators ändpunkter. Ofvan angifna beräk- 
ningsmetod kan därför kort benämnas trapezregeln. 


Såsom af denna geometriska tolkning framgår, erhålla 
vi närmevärdet (80) för integralen S f(x)dx då vi dela (a,b) 
i n lika delar och inom hvarje delintervall ersätta kurvan 


y=7f(x) med dess motsvarande korda, eller, analytiskt ut- 
tryckt, om vi ersätta funktionen f(x) med det polynom af 
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första graden hvilket antar samma värden som f(x) i änd- 
punkterna af ifrågavarande delintervall. | 
Detta interpolationsförfarande kan tydligen generaliseras, 
och vi ledas härvid närmast till följande beräkningsmetod 
(jmf. n? 11). Vi dela intervallen (a,b) i ett jämnt antal 27 


0 oc s 
5, > Samt ersätta funktionen 


delar, enhvar af längden h = : 
f(x) inom intervallen (a,a + 2h) med det polynom q,(x) 
af andra graden hvilket antar samma värden som f(x) för 
x=0,a+h,a+ >2h"), inom intervallen (a+)2h,a+4h) med 
det polynom g(x) af andra graden hvilket antar samma 
värden som f(x) för x = a+2h, a+3h, at+4h, o.s.v. Här- 
igenom erhålla vi såsom närmevärde för den gifna integralen 


b 
JS, f(x) dz uttrycket 
a = 2h ad + 4 h b 


| fp, (LX) dy + glr) dyrt: Pp (LK) AL. 


u at?2h a—+(2n— 2) h 
För att enklast beräkna detta uttrycks värde, göra vii 
den första integralen substitutionen x=a+h+ht, i den 
andra substitutionen x = a -+F 3h + At, o.s.v. Vid förstnämnda 
substitution motsvaras värdena x=a,a+Fh,a-—+ >2h af vär- 
dena t£= —-1,0,1, och vi erhålla (jmf. s. 422) 


at 2h 
| 


Om funktionen &G,(a +h + ht) veta vi att den har formen 
at +pt+Yy 


samt att den för t=—1 antar värdet f (a), för t= 0 värdet 
fla+h) och för t=1 värdet f(a—+ 2h). Dessa villkor gifva 
oss för koefficienterna «,p,y värdena 


0 = 3 (fa) — 2f(a+ hb) 4 flark26)), ER 
p=3(fla+20) fa), 
y=fla+h), 


!) Geometriskt uttryckt, innebär detta att kurvan y=7(x) inom 
nämnda intervall ersättes med den parabel, hvars axel är parallell med 
y-axeln och som går genom de punkter af kurvan hvilkas abskissor äro 
a,a+h, a+2h. 


Fl 


gi(x)de=h| gila+hthe) dt 


—1 
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hvarur följer 


a—+2h SS 


CEN de =) at? + pt Seas 
pi (XC) dx sl (ot + Bi+y) a s (3 AT 7) 
=!3 (f (a) —2f(a+h)+fla+2h))+2hf(a+h) 


= 3(f(a) +£fl(a+h)+fl(a+20)). 


På analogt sätt finner man 


a+4h 


f — gi)dr=3(flat+20) +4fla+3k) +fla+tn), 


b 


| pulc) dz = 3(fla+(2n—2N) 
a+t(2n—2)h 


+4fla+2n—1N)+F(0). 


Då dessa resultat sammanslås, erhålla vi för S fle)dz föl- 
jande approximativa värde: 


Uf (a) +1(0))+4(fla-+h)+fla+3h)+:-+fla+i2n—1)0) 
+2(fla+26) +fla+4h)+::-+F0) 1 

Denna beräkningsmetod benämnes SIMPSON'sS regel. 

Öfningsuppgifter: Hvilka närmevärden erhållas för integralerna 


2 1 
dx dx 6 
— = log 2 = fn Re rg 
| LOST OGh å ; (EEGArA OT 


enligt trapezregeln och enligt SIMPSON's regel, om integrationsinterval- 
lerna successivt delas i 2,4,6,10 lika stora delar? 


Åttonde kapitlet. 


Det reella talområdet. 
Bevis för några tidigare använda hjälpsatser. 


SJ. Det irrationella talets definition. — Utgående från de 
positiva hela talen eller de s. k. naturliga talen, utsträckes 
talbegreppet successivt i det man efterhand inför talet 0, de 
positiva brutna talen, samt de negativa hela och brutna talen. 
Dessa tal kallas med ett gemensamt namn rationella tal, och 
sammanfattningen af alla rationella tal benämnes det rationella 
talområdet. Vi förutsätta de rationella talen och operatio- 
nerna med dessa tal såsom kända, och visa i detta och föl- 
jande kapitel huru man vidare utsträcker talbegreppet genom 
att införa först de irrationella och därefter de komplexa talen. 

Införandet af de s. k. irrationella talen framstår såsom 
nödvändigt redan på matematikens elementäraste stadier. Vi 
sågo sålunda i n? 25 att diagonalen och sidan i en kvadrat 
icke hafva något gemensamt mått, och att det följaktligen 
icke finnes något rationellt tal som uttrycker dessa sträckors 
förhållande. Vilja vi icke, i likhet med EUKLIDES !), stanna 
vid att förklara att nämnda förhållande öfverhufvud icke 
kan uttryckas genom ett tal, måste vi utvidga det ratio- 
nella talområdet, och i förevarande fall skapa ett nytt tal 
hvilket tilldelas egenskapen att, multipliceradt med sig själtt, 
gifva till produkt talet 2, eller m. a. o. att satisfiera ekvationen 


(1) PR 


Vi skola här införa de irrationella talen på en rent lo- 
gisk väg, utan att vädja till konkreta storheter, och ansluta 


!) Jmf. EUKLIDES” Flementa, tionde boken, sjunde propositionen. 
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oss härvid till ett betraktelsesätt som först angifvits af DEDE- 
KIND !) och senare själfständigt utvecklats af J. TANNERY ?). 

Till grund för våra betraktelser lägga vi ekvationen (1). 
Denna har, såsom redan påpekades, ingen lösning inom det 
rationella talområdet. Om vi för x insätta ett godtyckligt 
rationellt tal, blir således ekvationens venstra membrum an- 
tingen mindre än eller större än dess högra membrum, och 
vi ledas sålunda helt naturligt till att dela de rationella talen, 
eller närmast de positiva rationella talen, i två klåsser, så- 
lunda att vi till den ena klassen föra de positiva rationella 
tal hvilkas kvadrater äro mindre än 2, till den andra klassen 
de hvilkas kvadrater äro större än 2. Vi komplettera ännu 
den förra klassen med talet 0 och de negativa rationella ta- 
len, och hafva härmed fördelat samtliga tal inom det ratio- 
nella talområdet på två klasser, hvilka kort må benämnas 
den undre och den öfre klassen. Dessa klasser besitta föl- 
jande karaktäristiska egenskaper: 


(1). Hvarje tal i den undre klassen är mindre än hvilket 
tal som helst i den öfre klassen. 

(II). Det finnes icke något största tal i den undre klassen 
och icke något minsta tal i den öfre klassen. 


Riktigheten af det första påståendet inses omedelbart. 
Ty om b är ett godtyckligt tal i den öfre klassen och a ett 
positivt tal i den undre, är, enligt grunden för vår klass- 
indelning, a” < 2,0)” > 2, och således a? < b”, bvaraf, då talen 
a och b båda äro positiva, följer ab. Å andra sidan äro 
de tal i den undre klassen som äro < 0 själffallet mindre än 
talen i den öfre klassen, hvilka alla äro positiva. 

Egenskapen (II) är likaledes lätt att påvisa. Vi be- 
trakta först den undre klassen och välja i denna ett god- 
tyckligt tal a. Det gäller att visa att det i samma klass fin- 
nes tal som äro större än a. Då vi veta att den undre klas- 
sen innehåller jämväl positiva tal, t. ex. talet 1, kunna vi an- 
TROGET Us 


1) BR. DEDEKIND, Stetigkeit und irrationale Zahlen (1872). Andra rent 
logiska teorier för de irrationella talen gåfvos omkring samma tid af 
GEORG CANTOR och WEIERSTRASS. 

?) JULES TANNERY, Introduction ä la. theéorie des fonctions d'une va- 
riable (1886). 
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Vi välja ett positivt tal A Som är <1, och hafva då 
(a+ AA)” = STEKERASKO RO 

Högra membrum är mindre än 2 så snart NE Ba SO : Om åt 
ÅA gifves ett positivt rationellt värde som samtidigt uppfyller 
detta villkor och villkoret A <1, är alltså (a-+ A)' < 2 och 
talet a + A bör till den undre klassen. Denna innehåller följ- 
aktligen tal större än a, h. s. b. : 

Vi betrakta nu aa öfre klassen och välja i denna ett 
godtyckligt tal b. För A 0 är 


(bENAY =E FAS 0 ETT 


2 


och b"— 2bA > 2 så snart Nb 


sitivt rationellt värde som uppfyller detta villkor, hör således 
talet 6b—A till den öfre klassen, eftersom dess kvadrat är 
större än 2, och är mindre än det gifna talet hb. Alltså finnes 
det icke något minsta tal i den öfre klassen. 

Vi uppställa nu följande 


Om åt A gifves ett po- 


Definition. — Till hvarje indelning af samtliga rationella 
tal 1 två klasser, hvilka besitta egenskaperna (I) och (IT), till- 
ordnas ett nytt tal. Detta benämnes ett irrationellt tal. 


Vi beteckna allmänt med a ett tal i den undre och med 
b ett tal i den öfre klassen, och för själfva dessa klasser an- 
vända vi beteckningarna (a) och (b). Den klassindelning af 
de rationella talen, eller, för att använda DEDEKIND'S eget 
uttryckssätt, det snitt af det rationella talområdet som defi- 
nierar det irrationella talet, kan då åskådligt utmärkas me- 
dels symbolen 


(2) (a) [(d). 


Denna innebär således, om vi kort sammanfatta de ofvan 
gjorda förutsättningarna, 19 att klasserna (a) och (b) till- 
sammans omfatta alla rationella tal, 29 att hvarje tal a är 
mindre än hvarje tal b, samt 39 att klassen (a) icke inne- 
håller något största och klassen (b) icke något minsta tal. 
Ur dessa egenskaper framgår att, om ett visst tal hör 
till klassen (a), hvarje mindre rationellt tal äfven ingår i 
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denna klass, samt att, om klassen (b) innehåller ett gifvet tal, 
den tillika innehåller alla större rationella tal. 

För att förtydliga det ofvan sagda göra vi ännu föl- 
jande anmärkning: 

Om r är ett rationellt tal, kunna vi definiera ett snitt 
af det rationella talområdet sålunda, att vi till den undre 
klassen föra de rationeila tal som äro mindre än »”, till den 
öfre klassen de som äro större än r, samt talet >» själft till 
någondera klassen, hvilket är nödvändigt om våra klasser 
tillsammans skola omfatta alla rationella tal. Den sålunda 
definierade klassindelningen besitter väl egenskapen (I), men 
icke egenskapen (II). Ty om » föres till den undre klassen, 
utgör r det största talet i denna klass, och föres > till den 
öfre klassen, har denna »r såsom minsta tal. 

Ett snitt af det rationella talområdet med egenskaperna 
(I) och (II) benämna vi kort ett Dedekind'”skt snitt. 

De rationella och de irrationella talen benämnas med 
ett gemensamt namn reella tal, och med det reella talområdet 
förstås sammanfattningen af alla reella tal. 


Ofningsuppgifter: 

1) Vi antaga att (a)|(b) är ett Dedekind”skt snitt, och bilda en ny 
klassindelning af de rationella talen sålunda att vi till den undre klassen 
föra hvarje rationellt tal hvars motsatta tal hör till klassen (b), och till 
den öfre klassen hvarje tal hvars motsatta tal hör till (a). Bevisa att 
den sålunda erhållna klassindelningen, som kan betecknas (— b)|(— a), 
jämväl utgör ett Dedekind'skt snitt. 

2) Vi beteckna med 2n ett positivt helt tal och med r ett positivt 
rationellt tal som icke är lika med den nte potensen af något rationellt 
tal, så att följaktligen ekvationen x” =r icke har någon lösning inom det 
rationella talområdet. Bevisa att den klassindelning som erhålles då 
man till den öfre klassen för hvarje positivt rationellt tal hvars nte po- 
tens är större än r, och till den undre klassen alla öfriga rationella tal, 
utgör ett Dedekind'skt snitt. 


84. De reella talens inbördes ordning. — Talen inom det 
rationella området hafva en bestämd inbördes ordning med 
afseende å storleken. Af tvenne olika rationella tal är det 
ena alltid större än det andra, som i sin tur är mindre än 
det första !), och för dessa begrepp större och mindre gäller 


') För dessa begrepp gäller inom det rationella talområdet defini- 
tionen: a är större än b, om a är lika med summan af b och ett positivt tal. 
Om man vill uppbygga det rationella talområdet på rent logisk 
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den fundamentala regeln: om a är större än b och b större än 
c, är äfven a större än ce. De rationella talen sägas på grund 
häraf bilda en ordnad mångd. 

Vi gå nu att definiera talens inbördes ordning inom det 
reella talområdet, och hafva härvid främst att tilldela hvarje 
irrationellt tal en bestämd plats i förhållande till de rationella 
talen. Det betraktelsesätt som lagts till grund för de irratio- 
nella talens införande, leder helt naturligt till föjande definition. 


Definition. — Det irrationella tal, y, som tillordnas ett De- 
dekind”skt snitt (a)|(b), betraktas såsom större än hvarje tal i 
klassen (a), men mindre än. hvarje tal i klassen (b). 


I enlighet härmed använda vi äfven det korta uttrycks- 
sättet: talet y åtskiljer klasserna (a) och (b). 

Speciellt är talet y positivt eller större än noll om talet 
0 hör till klassen (a), negativt eller mindre än noll om talet 
0 hör till klassen (b). 


Vi hafva vidare att definiera begreppen likhet resp. olik- 
het mellan tvenne irrationella tal y och y", definierade ge- 
nom vissa Dedekind”ska snitt 


(a) 1(6) och (a) | (0). 


Om vi med hvarandra jämföra de undre klasserna (a) 
och (a') i dessa snitt, inna vi att följande tre fall kunna 
inträffa: 

19. Hvarje tal i klassen, (a) ingår i (a), OcKkmYare 
tal i (a') ingår omvändt i klassen (a). Klasserna (b) och 
(b") innehålla då äfven precis samma tal, och de två snitten 
äro följaktligen identiska. I detta fall definieras talen y och 
y' såsom lika (eller såsom samma tal). 

20. Klassen (a) innehåller ett tal 7 som icke ingår i (a' a 
Detta tal r hör då till klassen (b'), hvaraf vi sluta att talen i 
klassen (a”') alla äro mindre än >» och således alla ingå i 
klassen (a). Enligt den ofvan uppställda definitionen är i 
detta fall y”>r och r>y7y', och om fundamentalregeln för 


väg, återföras emellertid begreppen större och mindre till motsvarande 
begrepp för positiva hela tal, och dessa begrepp återföras i sin tur till 
ordningsföljden inom den naturliga talserien 1,2,3,.... 
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olikheter skall bibehålla sin giltighet inom det: reella talom- 
rådet, måste vi således definiera talet y såsom större än y'. 


39, Om fallet 29 icke föreligger, och om klasserna (a) 
och (a') icke heller äro identiska såsom i fallet 1”, inne- 
håller klassen (a”') ett tal r' som. icke ingår i (a) och som 
således hör till klassen (b). I detta fall är y'”>»r" och r' ”>y, 
och enligt hvad ofvan framhållits böra vi alltså definiera y' 
såsom större än y. 
| Dessa tre fall äro de enda möjliga och hvart och ett af 
dem utesluter de två öfriga, d. v. s. två af nämnda fall kunna 
icke samtidigt inträffa, såsom af ofvanstående diskussion tyd- 
ligt framgår. 

Vi sammanfatta kort det sagda i följande 


Definition. — Två irrationella tal äro lika, om de snitt 
som definiera dem äro identiska. 

Ett irrationellt tal y är större än ett annat y', om det fin- 
nes ett rationellt tal som hör till den undre klassen i det snitt 
som definierar talet y, men till den öfre klassen i det snitt som 
definierar talet y'. 

Vi hafva härmed definierat begreppen lika stor, större 
"och mindre för hvilka två reella tal som helst, och skola nu 
visa att fundamentalregeln för olikheter, som ledde oss vid 
uppställandet af ofvanstående definitioner, på grund af dessa 
samma definitioner undantagslöst gäller inom det reella tal- 
området, och att de reella talen således bilda en ordnad 
mängd i samma mening som de rationella talen. 

Vi hafva alltså att bevisa satsen: 


MN Ya. ys UTO0 reella tab, OCh OM Y, —> Ya OCh Yo ASG 
TRA VENATr > Ya. 

Mimuttöra beviset för det. fall att .y;, fa, r, alla äro ir 
rationella tal, definierade genom vissa Dedekind”'ska snitt, 
(a:)|(0:), (a2)1(d2) och (a3)|(b;). Antagandet y, >yYa in- 
nebär då att det finnes ett tal i klassen (a,) som innehålles 
i klassen (bzs), eller m. a. o. att ett visst tal a, är lika med 
ett tal b,; antagandet y, > y3 åter innebär att det finnes ett 
visst tal a, som är lika med ett tal b;.” Vi hafva alltså 


än Us BNI 
30 
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eller a, >bgz. Det betraktade talet a, ingår således i klas- 
sen (b3;), och enligt vår definition är Köljaktigen fa ei 
HASAN: 

Läsaren uppmanas att kontrollera riktigheten af 
stående sats i de fall då ett eller två af talen y,,y.,Yy3 äro 
rationella, hvarvid definitionerna strängt böra fasthållas. 


Mellan tvenne olika rationella tal finnes det alltid en 
oändlig mängd andra rationella tal. Ty om >”, och r, äro 
tvenne olika rationella tal, utgör t. ex. deras aritmetiska me- 


deltal 53. ERA ett rätionellt tal som ligger mellan dem; 


mellan »r, och 7, kunna vi likaså inskjuta dessa tals aritme- 
tiska medeltal, mellan talen 73; och r, deras medeltal, 0. s. v. 
in infinitum. 

För det reella talområdet kunna vi bevisa satsen: 


Mellan två olika reella tal finnes det alltid såväl en oändlig 
mängd rationella tal som en oändlig mängd irrationella tal. 


De gifna talen må vara y, och y, (”>>y,). Mellan dessa 
tal kunna vi till en början inskjuta två rationella tal, r, och 
fs, INA OT | 


Få br Se föga LA SRA 


Detta har redan visats för det fall att talen y, och y, båda 
äro rationella. Är det ena af dem rationellt och det andra 
irrationellt, följer riktigheten af vårt påstående omedelbart 
ur egenskapen (II) hos det Dedekind”ska snitt som definierar 
det senare. talet. Om slutligen y, och y, båda äro irratio- 
nella, innebär antagandet y., >y, att det finnes ett rationellt 
tal 7, som: hör till den öfre klassen med afseende å y, men 
till den undre klassen med afseende å y., så att följaktligen 
y, <r, << Yo, och enligt nyssnämnda egenskap hos det Dede- 
kind”ska snittet kunna vi vidare inskjuta ett rationellt tal r. 
mellan »r, och ya. | 

| Enligt hvad ofvan visats, finnes det en oändlig mängd 
rationella tal mellan »r, och ».. Alla dessa tal äro, enligt 
fundamentalregeln för olikheter, större än y, men mindre än yo, 
och härmed är den förra delen af ofvanstående sats bevisad. 


467 


För att bevisa satsens senare del, är det enligt det sagda 
tillräckligt att ådagalägga att mellan två olika rationella tal, 
r och r', ligger åtminstone ett irrationellt tal. 

Mi antaga »r och »r" positiva samt r'”>->r (jmf. nedan- 
stående öfningsuppgift (1)), och kunna då skrifva r=73 
r!—r = där m,n,p,q äro positiva hela tal. Härur följer 
yr! = > I samt vidare 

1 MEG 


242 2 ; 
EN 24 m i — <() är (T+ Sr 


Ng? ff) SN nq NING 


AE m?q?+1 : o S 
Det rationella talet ie hvilket sålunda ligger mel- 


lan »r? och r'2, utgör icke kvadraten af något rationellt tal. 
2 

Ty om så vore, kunde det sättas under formen las där s 

och t äro hela tal, hvaraf skulle följa 


2 


4 


Å 
(2) vore således ett helt tal, hvilket åter är möjligt blott 


om reducerar sig till ett dylikt tal, och m?q? + 1 skulle 


följaktligen utgöra kvadraten af ett helt tal. Men detta är 
icke fallet, ty nämnda tal ligger mellan kvadraterna af de 
på hvarandra följande hela talen mq och mq+1. 
Ekvationen 
FÖL VLOA falg 
vv? n?q? 


har alltså icke någon lösning inom det rationella talområdet, 
och vi kunna följaktligen med stöd af densamma definiera 
ett Dedekind”skt snitt (jmf. uppgiften (2) s. 4638), i det vi 
till den öfre klassen föra hvarje positivt rationellt tal hvars - 
kvadrat är större än ekvationens högra membrum, och till 
den undre klassen alla öfriga rationella tal. Enligt ofvan- 
stående olikheter hör talet » till den undre och talet »" till 
den öfre klassen, och det irrationella tal som definieras ge- 
nom det betraktade snittet ligger således mellan » och »'. 


468 


Satsen s. 466 är härmed fullständigt bevisad. Ur det 
ofvan sagda kunna vi ännu härleda följande enkla sats, som 
vi flere gånger komma att använda: 


Om två gifna reella tal, vy, och y,, kunna inneslutas mellan 
två rationella tal hvilkas skillnad kan göras så liten man vill, 
äro de sinsemellan lika. 


Ty i annat fall kunde vi, enligt föregående sats, mellan - 
7, och y. inskjuta två olika rationella tal, 7, oOcKhEEs NE 
På grund af vårt antagande är det å andra sidan möjligt att 
innesluta y, och y, mellan två rationella tal, a och b (>> a), 
hvilkas skillnad b—a är mindre än r.;—>7,. Då r, och r; 
ligga mellan talen y, och y, och dessa i sin tur mellan a 
och b, följer emellertid ur fundamentalregeln för olikheter 
att r, och r, jämväl ligga mellan a och b, och att således 
b-a>r”r.—71;, tvärt emot vår förutsättning. Denna mot- 
sägelse bevisar riktigheten af vårt påstående. | 


Öfningsuppgifter: 


1) Bevisa att, om det irrationella tal som definieras genom snittet 
(a)|(b) ligger mellan de rationella talen 7 och r', det genom snittet 
(—b)|(— a) definierade irrationella talet ligger mellan —>r' och —r. 

2) Vi beteckna med 7, och r, (C>r,) tvenne positiva rationella tal 
hvilka icke utgöra nte potenser af rationella tal, så att ekvationerna 
x” =7r, och £” =r, följaktligen icke hafva några lösningar inom det ra- 
tionella talområdet, och bilda med stöd af dessa ekvationer tvenne De- 
dekind”ska snitt, (a,)|(b,) och (a.)|(b:) (jmf. uppgiften (2) st 463), 
hvilka definiera hvar sitt irrationella tal, y, och y,. Bevisa att y, <ya. 


83. Additionen och subtraktionen inom det reella talom- 
rådet. — Vi antaga reglerna för räkneoperationerna inom det 
rationella talområdet såsom bekanta, och föresätta oss att 
definiera operationerna inom vårt utvidgade reella talom- 
råde på sådant sätt, att nämnda regler såvidt möjligt komma 
att bibehålla sin giltighet. 


19. Vi göra början med additionen, och betrakta först 
det fall då den ena addenden är ett irrationellt tal y, defi- 
nieradt genom det Dedekind”ska snittet (a)|(6), och den andra 
addenden ett rationellt tal r. | 

Talet y är, enligt våra definitioner, större än hvarje tal 
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i klassen (a) men mindre än hvarje tal i klassen (b). Nu 
gäller för additionen inom det rationella talområdet följande 
sats: om r, >>, är äfven ry +7T>r.+>. Skall denna sats 
bibehålla sin giltighet inom vårt utvidgade talområde, böra 
vi alltså uppställa en sådan definition för summan y++- att 
dess värde kommer att vara större än a—+» men mindre än 
b+r, huru än talen a och b väljas inom sina resp. klasser. 

Vi ledas således till att betrakta de rationella talklas- 
serna 


(a+7r) och (b+-+r), 


af hvilka den förra innehåller hvarje tal som erhålles genom 
addition af ett tal i klassen (a) och talet r, den senare hvarje 
tal som är lika med summan af ett tal i klassen (b) och 
talet rr. 

Dessa klasser omfatta tillsammans alla rationella tal. 
Ty om »"' är ett godtyckligt valdt rationellt tal, är skillna- 
den r'— +» äfven ett rationellt tal och innehålles således an- 
tingen di cklassen; (a) eller i, klassen .(b); i förra. fallet har 
talet r' formen a +>,;, i senare fallet formen b+-r. 

Då vidare. hvarje tal a är mindre än hvarje tal b, är 
enligt den ofvan citerade satsen hvarje tal i klassen (a—+-r) 
mindre än hvilket tal som helst i klassen (b-+>+). 

Slutligen finnes det intet största tal i klassen (a—+ -r) 
och intet minsta tal i klassen (b +»), eftersom klassen (a) 
icke innehåller något största och klassen (b) icke något 
minsta tal. 

Alltså utgör klassindelningen 


(3) (AF [LO 


ett Dedekind”skt snitt och definierar följaktligen ett irrationellt 
tal, och detta tal är, enligt våra definitioner, större än hvarje 
tal a+>» och mindre än hvarje tal b+>-r. Enligt hvad ofvan 
sagts, böra vi således för summan y +» uppställa följande 


Definition. — Med summan af det irrationella tal, y, som 
definieras genom snittet (a)|(b), och det rationella talet r, för- 
stås det genom snittet (3) definierade irrationella talet. 


Ett analogt resonemang leder oss till att definiera sum- 
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man 7 +y genom snittet (7+a)|(r+b). Men detta är iden- 
tiskt med snittet (3), och vi erhålla således r+y=7+r-. 
Enligt ofvanstående definition är speciellt y+0=0+y=yY. 


20, Vi gå till additionen af tvenne irrationella tal, y 
och y"', definierade genom de Dedekind'ska snitten 


(a)1(b) och (a”)|(b"). 


Genom att resonera såsom ofvan finna vi att summan y -+F y', 
såvida tidigare regler skola bibehålla sin giltighet, bör defi- 
nieras så att dess värde kommer att vara större än hvarje 
tal af formen a—+4a' men mindre än hvarje tal af formen 
b+b"'. Vi hafva således här att betrakta de rationella tal- 
klasserna 


(4) (a+a"') och (b+Pb'"). 


Man konstaterar omedelbart att hvarje tal i den förra 
klassen är mindre än hvarje tal i den senare, samt att den 
förra klassen icke innehåller något största och den senare 
icke något minsta tal. Men vi böra främst undersöka om 
klasserna (4) tillsammans omfatta hela det rationella talom- 
rådet, eller om det finnes rationella tal som icke ingå i nå- 
gon af dem. 

Om det finnes ett dylikt rationellt tal, r, är detta säkert 
större än hvarje tal i klassen (a+«a'). Ty vore r mindre 
än ett visst tal a+a"' i denna klass, kunde man skrifva 


r=0a+a'—-A4=(a— AM) +a', 


där A betecknar ett positivt rationellt tal. Då tålet a — A hör 
till klassen (a), vore >r således lika med summan af ett tal i 
denna klass och ett tal i klassen (a”"'), hvilket strider mot 
vårt antagande. På analogt sätt inses att talet 7 är mindre 
än hvilket tal som helst i klassen (b+b”"). 

Vi sluta häraf att det på sin höjd kan finnas ett ratio- 
nellt tal som icke ingår i någon af klasserna (4). Om det 
funnes två sådana tal, r, och r, (C>r,), skulle man nämli- 
gen enligt det ofvan sagda hafva a+a'<r, Xr. << b+b', 
och således (b +b') — (a+a"') >r.—r7,, eller ännu 


(00) RR 
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hvilken olikhet skulle bestå huru än talen a,b,a',b' valdes 
inom sina resp. klasser. Denna slutsats innebär emellertid en 
motsägelse, ty vi kunna välja nämnda tal så att differenserna 


äm | 


; o v : äs vi 
PES Törch VAA bada aro mindre an » och deras sum- 


ma är då mindre än r,—-r,!). 

Följande enkla exempel visar oss att det verkliger kan 
finnas ett rationellt tal som icke ingår i någon af klasserna (4). 
Om y är ett irrationellt tal, definieradt genom snittet (a)|(b), 
uppfyller såsom vi sett jämväl klassindelningen 


(—b)I(— a) 


villkoren för ett Dedekind”skt snitt och definierar således ett 
irrationellt tal, hvilket tillsvidare må betecknas med y. Då 
ofvanstående betraktelser tillämpas på talen y och y, an- 
taga klasserna (4) formen (a—b) och (b— a). Hvarje tal 
i den förra klassen är negativt, hvarje tal i den senare klas- 
sen positivt, och talet 0 ingår således icke i någondera klassen. 

I det vi återvända till våra allmänna betraktelser, kunna 
vi således utsäga följande resultat: 

Antingen finnes det ett rationellt tal 7 som icke hör till 
någon af klasserna (4), och detta tal är då större än hvarje 
tal i klassen (a +a"') och mindre än hvarje tal i klassen 
(b+b'); eller finnes det intet dylikt rationellt tal, och i detta 
fall uppfyller klassindelningen (4) villkoren för ett Dede- 
kind”skt snitt och definierar således ett irrationellt tal, y”, 
hvilket på grund af våra definitioner är större än hvarje tal 
a+a"' och mindre än hvarje tal bb". 


1) Om (a)|(b) är ett Dedekind'skt snitt, kan man alltid välja ett 
tal a och ett tal b så att skillnaden b—a är lika med ett gifvet, god- 
tyckligt litet positivt rationellt tal A. För detta ändamål kan man t. ex. 
bland de heltaliga multiplerna af talet A, 


(0 PERENNER SMI. RO AGA Se 


hvilka höra dels till klassen (a), dels till klassen (56), utvälja den sista 
som ingår i klassen (a). Betecknas denna med nA, hör den följande 
multipeln (n+1)A till klassen (6), och skillnaden mellan dessa tal är 
lika med A. 
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För att tidigare regler skola bibehålla sin giltighet, böra 
vi således i förra fallet definiera summan y+y' genom det 
rationella talet »r, i senare fallet genom det irrationella ta- 
let y'”. I båda fallen åtskiljer talet y +y' klasserna (4) och 
är entydigt bestämdt genom detta villkor. 

Vi sammanfatta det sagda i följande 


Definition. — Med summan af de irrationella tal som defi- 
meras genom de Dedekind'ska snitten 


(a) 1(d) och (a')1(0") 


förstås det entydigt bestämda reella tal som åtskiljer talklasserna 
(a + a") och (OF r 


Vi göra ännu en anmärkning som är af vikt för den 
följande framställningen. Om y, och y. äro godtyekliga reella 
tal och a;,b;,a2,b2 rationella tal som uppfylla villkoren 


SPEER PRE SRS 


gäller för summan 7, + y. olikheterna 


a, Far yi FYy2s D<dbytba. 


Om talen y, och y., båda äro rationella, följer detta ur reg- 
lerna för olikheter inom det rationella talområdet. Har det 
ena af talen, t. ex. y,, ett rationellt värde 7 medan det andra 
y, är irrationellt, är summan y, Fy. = y, +>r enligt sinfdefi- 
nition större än a, +” och mindre än b,+>, och således 
a fortiori större än a, +a. och mindre än b, + ba, eftersom 
enligt antagandet a, < r << b,. Om slutligen talen y, och 72 
båda äro irrationella, följer vårt påstående direkt ur defini- 
tionen för deras summa. 


30. Vi skola främst kontrollera att den regel för olik- 
heter, som ledde oss vid uppställandet af ofvanstående defini- 
tioner, numera är allmänt tillämplig inom det reella talom- 
rådet, eller att således följande sats gäller: 


Om y,yY', vy" äro godtyckliga reella tal och om y' >y"” 
BURRE KEN de 
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Mellan y"' och y” inskjuta vi två rationella tal, r, och 
Nat(<KilanSaratt 


NR RE RR NE 


samt välja härefter två andra rationella tal, a och b, så att 
a<y<b samt b-aLr,—r, (jmf. noten s. 471). Denna 
sista olikhet kan skrifvas a +»”; > b—+r7z2. 

Ur olikheterna y > a och y' > r, sluta vi, enligt anmärk- 
ningen på föregående sida, att y+y' >a—+r”r,. Då b >y och 
r. >yYy", är likaså b+r, >y +y". Vi hafva således 


Fkaresd sr rih kryss bHerey b+ra>Y+Y", 


och enligt den s. 465 bevisade fundamentalregeln för olikhe- 
ter följer härur y+y' >y+y”, h. s. b. 

Ur ofvanstående sats följer speciellt att, om talet y' är 
positivt, man har y+y;' >y+0, eller y+y'”>y. 


49, För additionen inom det rationella talområdet gäller 
såsom kändt den viktiga satsen, att en summa af ett ändligt 
antal termer icke ändrar sitt värde om termernas ordning 
godtyckligt förändras, eller om de sammanfattas i grupper 
och termerna inom hvarje enskild grupp hopadderas. Vi 
skola visa att, enligt de definitioner vi uppställt, denna sats 
allmänt gäller inom det reella talområdet. | 

För detta ändamål är det tillräckligt om vi bevisa gil- 
tigheten af följande speciellare satser, af hvilka den ofvan- 
stående som kändt utgör en följd !): 


1) För att bevisa att värdet af summan f 
S=a,+a, +: +a, 


är oberoende af termernas ordning, är det tillräckligt att visa att sum- 
mans värde icke förändras om man låter två godtyckliga på hvarandra 
följande termer byta plats. Ty genom att upprepadt använda detta 
förfarande kan man få termerna att intaga hvilken föreskrifven ordning 
som helst. 

För att t. ex. visa att värdet af S icke förändras om a, och a,+:1 
byta plats, betrakta vi summan af de u+1 första termerna i S. Om vi 


allmänt sätta a, + a, +::-+a,=S,, kan nämnda summa skrifvas 
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(1). Additionens kommutationslag: a+b=>b0+2a. 
(IT). Additionens associationslag: (a—+ bb) +ec=20+(b+e). 


Vi påpekade redan s. 470 att kommutationslagen gäller om 
den ena addenden är ett rationellt och den andra ett irratio- 
nellt tal. Denna lag är äfven giltig om båda addenderna 
äro irrationella tal. Ty om vi beteckna dessa tal med y och 
y' och de Dedekind”ska snitt hvilka definiera dem med (a) |(b) 
och (a')|(b"), utgör enligt våra definitioner y +y" det enty- 
digt bestämda reella tal som åtskiljer klasserna (a+—+ a"') och 
(b+b"), och y'+y det tal som åtskiljer klasserna (a'+a) 
och (b'+b). Men a'+a=a+a"' och b'+b=b+>bd"', då ju 
kommutationslagen gäller för rationella tal; klasserna (a' + a) 
och (b' + b) äro således identiska med klasserna (a + a') och 
(b+ Db"), och y'+y är följaktligen samma tal som y+y'. 

Vi skola nu visa att associationslagen gäller allmänt, 
d. v. s. att 


(fo Y) Pysen RYSÖS 


y,y',y" må vara hvilka reella tal som helst. 
Vi beteckna med a,b,a',b",a”,b" godtyckliga rationella 
tal som uppfylla villkoren 


IRAKS. ECT fe NL MEESE 
Enligt associationslagen, som vi antaga giltig, följer härur 


Sy41= Spo1t (0 Färga): 


Om äfven kommutationslagen gäller, är a, Fa,+;1i =, 417t 2,» och 
således, om vi än en gång tillämpa associationslagen, 

Sui Spar tldnpr t I) = Spa Föga FAR 
Härur följer, då vi till båda membra efterhand addera Ant 2 yt 3rttn Aga 


Eda nr Vy ARA EE 


hvilket är den sökta likheten. 

Att värdet af summan &S icke ändras om en viss grupp termer ad- - 
deras, inses nu omedelbart om man ordnar termerna i S så, att de -ter- 
mer hvilka ingå i den betraktade gruppen komma att stå främst. 
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Enligt "den anmärkning vi s. 472 gjorde beträffande summan 
af två reella tal, följer härur 


AA a feg fr sr dl RE 


och vidare 


EG Rd (YI YR (ED Dise ON 
och på samma sätt erhålles 
a+(a'+a”)=ytly'ty”) Zb+(b'+b”). 


Men a—+(a” +a”)=(a+0' )+a” och b+(b'+b”)=(b+b")+D", 


eftersom associationslagen gäller för rationella tal, och talen 
(IT KR OCD MS EE 
ligga således båda mellan gränserna 
(ER RO ROCK UED: er 0 


arna talen a,0,0 ,0 ,ä ,0 "kunna väljas så att ditfe- 
renserna b—a,b'—a"',b" — a" blifva godtyckligt små (jmf. 
noten s. 471), kan äfven skillnaden mellan nyssnämnda grän- 
ser göras så liten man vill, och enligt den s. 468 bevisade 
satsen är således (y+y')+ry' =y7y+(y'+y"), h.s. b. 


59, Vi gå till subtraktionen, och skola visa att skillnaden 
mellan tvenne gifna reella tal, y' och y, alltid är fullt be- 
stämd, d. v. s. att det finnes ett och endast ett reellt tal som, 
adderadt till y, ger till summa y"', eller m. a. o. som satisfierar 
ekvationen 


(5) filat fa 


Att denna ekvation icke kan hafva flere lösningar, följer 
omedelbart ur den under momentet 3? bevisade satsen. Ty 
om zx, och Xx, äro två olika reella tal, hafva enligt nämnda 
sats jämväl summorna y+>x, och älg olika värden och 
kunna således icke båda vara lika med y”. 

För att visa att det verkligen finnes en lösning till 
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ekvationen (5), betrakta vi först det fall då y' = 0 och ekva- 
tionen således har formen 


(5) y+x=0. 


Vi antaga härvid att y är ett irrationellt tal, definieradt ge- 
nom ett Dedekind”skt snitt (a)|(b). 

Klassindelningen (— b)|(—4a) utgör då äfven ett Dede- 
kind”skt snitt, såsom redan framhållits, och definierar alltså 
ett irrationellt tal y. Detta tal ger oss lösningen till ekva- 
» tionen (5)Y'. Ty med summan y-—+y förstås, enligt vår defini- 
tion, det reella tal som åtskiljer talklasserna (a— 6) och 
(b—a). Då nu hvarje tal i den förra klassen är negativt 
och hvarje tal i den senare positivt, åtskiljas dessa klasser 
af talet 0, och således är y+y=0. | 

Talet y, som är tillordnadt snittet (— 5)|(— a), utgör. 
således det motsatta talet till det genom snittet (a)|(b) defi- 
nierade talet y, och betecknas på grund häraf med —y. Om- 
vändt utgör y det motsatta talet till —y, ty enligt kommuta- 
tionslagen är (—y)+y=7+(—7)=0. 

Vi kunna nu äfven lösa ekvationen (5) för godtyckliga 
reella värden af y och y'. Ty då y+(—y)=0, är enligt 
additionens associationslag 


YFU-ATFTYT= 0 FF =E 
och ekvationen (5) satisfieras följaktligen af talet 
EXIT YI ER 


Skillnaden y'—y mellan de reella talen y' och y är således 
entydigt bestämd, och lika med summan af minuenden y' och sub- 
trahendens motsatta tal —y. 


Öfningsuppgifter. — Bevisa följande satser, med strängt fasthål- 
lande vid de ofvan uppställda definitionerna: 

1) Om additionens kommutationslag och associationslag antagas gil- 
tiga, gälla äfven likheterna 


atbte+d=d+b+a+c, 
a+tb+e+d=(c+b)+(d+a). 
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2) Om »'>y, är skillnaden ;'—y positiv och talet y' således lika 
med summan af tälet y och ett positivt tal (jmf. noten s.- 463). 


RET Var 

4) Om »y och >)' äro reella tal, och om med (a) och (8) betecknas de” 
rationella talklasser som åtskiljas af y samt med (a"') och (b"') de klasser 
som åtskiljas af y', är skillnaden y'—y större än hvarje tal af formen 
a'—b men mindre än hvarje tal af formen b'— a, och är entydigt be- 


stämd genom dessa villkor. 


86. Multiplikationen och divisionen inom det reella talom- 
rådet. — Efter den utförliga framställning vi gifvit af addi- 
tionen och subtraktionen, kunna vi i det följande fatta oss 
kortare och åt läsaren öfverlemna att utföra detaljerna i 
bevisen. 

19. För att förenkla framställningen betrakta vi först 
en produkt af tvenne positiva tal, och uppställa åter skilda 
definitioner för de fall då endast ett af talen eller båda två 
äro irrationella. 

Definition. — Om y är ett positivt irrationellt tal, definie- 
radt genom det Dedekind”ska snittet (a)|(b), och r ett positivt 
rationellt tal, förstås med produkten yr =ry det genom snittet 


(ar) [(br) 
definierade irrationella talet. 


Läsaren bör bevisa att nämnda klassindelning verkligen 
utgör ett Dedekind”skt snitt, hvartill erfordras 19 att klas- 
serna (ar) och (br) tillsammans omfatta alla rationella tal, 
20 att hvarje tal ar är mindre än hvarje tal br, samt 3? att 
det icke finnes något största tal i klassen (ar) och icke något 
minsta tal i klassen (br). 


Definition. — Om y och y' äro tvenne positiva irrationella 
tal, definierade genom snitten 
(a)|(b) och (a')]|(0”), 


i hvilkas undre klasser vi denna gång medtaga endast dithörande 
posiliva tal, förstås med produkten yy' det entydigt bestämda 
reella tal som åtskiljer talklasserna 


(au s)uDoehs (OMS 


Man har här att visa att nämnda klasser tillsammans 
omfatta alla positiva rationella tal, möjligen med undantag 
af ett tal, som då är större än hvarje tal aa' och mindre än 
hvarje tal bb". Om det finnes ett dylikt rationellt tal r, är 
enligt vår definition yy'=>7; i annat fall definierar klass- 
indelningen (aa”")|(bb") ett irrationellt tal, som då utgör vår 
definition för produkten yy'. 


20, Vi utsträcka härefter multiplikationen till negativa 
tal i det vi låta de kända teckenreglerna fortfarande gälla, 
och uppställa således följande definitioner: 


(6 (EYE NERE 


Härvid beteckna y,y',y” positiva reella tal, men man 
kontrollerar omedelbart att likheterna (6) gälla oberoende af 
dessa tals tecken. 

Slutligen hafva vi ännu att betrakta produkten af ett 
irrationellt tal y och talet 0, för hvilken vi uppställa defini- 
tionen: 

(7) SER I BET KÄRE ATA AE SES 


Härmed hafva vi entydigt definierat produkten af hvilka 
två reella tal som helst. Ur våra definitioner framgår att 
produkten har värdet noll blott om en af faktorerna är 0. 


39. Vi veta att, inom det rationella talområdet, en pro- 
dukt af ett ändligt antal faktorer bibehåller sitt värde oför- 
ändradt om man ändrar faktorernas ordning, eller om man 
sammanför dem i grupper och hopmultiplicerar faktorerna 
inom hvarje enskild grupp. Vidare får, inom nämnda tal- 
område, produkten af tvenne summor med ett ändligt antal 
termer bildas sålunda, att hvarje term i den ena summan 
multipliceras med hvarje term i den andra och alla sålunda 
erhållna partialprodukter adderas. 

Dessa viktiga egenskaper hos Inulfiplikattolnn återföras 
som kändt till följande enkla satser: 


» (1). Multiplikationens kommutationslag: ab =>ba. 
(II). Multiplikationens associationslag: (ab) cec = a (be). 
(IIT). Multiplikationens distributionslag: a (b + ce) = ab + ac. 


479 


Om vi bevisat att dessa satser bibehålla sin giltighet inom 
det reella talområdet, kunna vi således omedelbart sluta att 
multiplikationen inom detta område äfven besitter ofvan- 
nämnda allmänna egenskaper. 

Ur de ofvan gifna definitionerna följer direkt att kom- 
mutationslagen allmänt gäller inom det reella talområdet. 
För att bevisa de två senare lagarnas giltighet, är det enklast 
att stödja sig på följande hjälpsats, som omedelbart framgår 
ur våra definitioner: Om y och y' äro godtyckliga positiva 
reella tal och a,b,a',b" positiva rationella tal som uppfylla 
NIULRORSNGS- <> 05 al <syl<ob', gäller: för produkter syr: 
olikheterna aa' << yy' < bb". 

Vi skola här kontrollera giltigheten af distributionslagen: 


(8) FE EE Ve 


Vi antaga först att talen y,y',y” alla äro positiva och be- 
teckna med a,b,a',b",a”,b"” godtyckliga positiva rationella 
tal som uppfylla villkoren 


EN, TER ng FAR KN an USSOUKA. 


Ur ofvananförda hjälpsats och den analoga satsen för addi- 
tionen (jmf. s. 472) kunna vi då successivt sluta: 


Arla der Sa ROR a ia 
SN läran ta ad LASS Or 0 Np nat (6 ISAR (GR UI 
och likaså 
Hata VR SR OO KY LOR 3 
ad' Faa" <yy' Fyy" <bb'+ bb". 


Då distributionslagen gäller för rationella tal, är a(a'+«a"”) 
=aa'+ aa" och b(b'+b")=>bb'+bb", och vi se således att 
talen y(y'+ty"”) och yy'+yy” båda ligga mellan gränserna 
a(a'+a"”) och b(bo' + Db”). Men då, såsom redan flere gån- 
ger framhållits, skillnaderna b—a, b'—a", b” — a” kunna 
väljas godtyckligt små, kan man äfven göra skillnaden mellan 
nämnda gränser mindre än hvilket föreskrifvet positivt tal 
som helst, och enligt den s. 468 bevisade satsen är således 


yly ty) rr tryy”, hi sb. 
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Med stöd definitionerna (6) och (7) samt öfningssatsen 
(3) s. 477, kan man nu vidare sluta att likheten (8) gäller i 
alla de fall då talen y' och y'” hafva samma tecken eller nå- 
got af dem har värdet 0, hvilket läsaren bör kontrollera. 

Det återstår således endast att visa att ifrågavarande 
likhet består jämväl om y" och y” hafva motsatta tecken. Ge- 
nom att, om så behöfves, ändra tecknen för båda membra, 
kan man i detta fall bötnga likheten under formen 


(8Y Iilfo tf JET YVil83 


där y,,7.,73 äro positiva reella, 'tal och .y, = 7stVIESOHAE 
ras ys = fa eller yo =7atyi, hvarvid y. är net BOs tal 
(jmf. uppgiften (2) s. 477), och erhålla då 

FER ag ge RR 4 
samt å andra sidan, då distributionslagen redan bevisats för 


det fall att alla tre talen äro positiva, 


Vila YalYa = Valls FT Ye) Vals EVrYa TF Vav a VE 


Likheten (8Y är således riktig, och distributionslagen är här- 
med allmänt bevisad. 


40. Med stöd af distributionslagen bevisas följande sats: 


Om Yya2 > 73 och y, >0, är äfven 7i7Y3 Same 


Ty vi kunna skrifva y,=7;+-;7., där y, är ett positivt tal, 
och erhålla då enligt nämnda lag 


Y1Y2 = Yaykvadr Vau) =S TLA 


Hyarat; då Y,.74—>.0, fler. furo La: | 
Härur erhålles vidare följande korollarium, af hvilket 
vi redan tidigare gjort bruk (jmf. s. 280): 


Om A och M äro positiva reella tal, af hvilka A kan väljas 
så litet och M så stort man will, finnes det alltid: ett sådant posi- 
tivt helt tal n, att 


NA >M. 
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Vi välja ett positivt rationellt tal 7 som är mindre 
än ÅA, samt ett helt tal N som är större än M. Talet r kan 


skrifvas under formen SS där p och q äro positiva hela tal. 


Om vi då sätta n=49N, erhålla vi med stöd af ofvan- 
stående sats 


NÅ >nr= NG SON DES AV nr 


hvarmed påståendet är bevisadt. 


59, Vi gå till uppgiften att dividera ett gifvet reellt 
tal y' med ett annat reellt tal y, d.v.s. att söka ett tredje 
tal som, multipliceradt med y, ger till produkt y”, eller m. a. o. 
som satisfierar ekvationen 


(9) Yy =YL. 


Om y=0, har högra membrum alltid värdet noll, x må 
vara hvilket reellt tal som helst, och ekvationen har således 
icke någon lösning såframt icke samtidigt y'=0, i hvilket 
fall den är satisfierad för hvarje reellt tal x. Divisionen är 
således icke möjlig om divisorn är 0, utom då dividenden sam- 
tidigt försvinner, i hvilket: fall kvoten är alldeles obestämd. 

Vi antaga härefter y 0, och anmärka främst att ekva- 
tionen (9) då icke kan hafva mer än en lösning. Ty om Zz, 
och Xx, äro två olika reella tal och y£0, kunna vi ur den 
på föregående sida bevisade satsen sluta att jämnar produk- 
terna yx, och yx. hafva olika värden. 

För att visa att det, då y£0, verkligen finnes en lös- 
ning till ekvationen (9), är det enklast att först betrakta det 
fall då y'=1 och y är ett positivt irrationellt tal, definieradt 
genom ett Dedekind”skt snitt (a4)|(b). Nämnda ekvation an- 
tar då formen 


(9Y va = 


I det vi i klassen (a) medtaga endast de positiva tal 
som höra till densamma, bilda vi de rationella talklasserna 


() oc (3), 


31 
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och komplettera den förra klassen med talet 0 och de nega- 
tiva rationella talen. Den sålunda erhållna klassindelningen 
utgör ett Dedekind”skt snitt, hvilket läsaren bör kontrollera) 
och definierar alltså ett irrationellt tal, som tillsvidare må 
betecknas med -y. Detta tal är positivt, ty talet 0 hör till 
den undre klassen. 

Produkten af talen y och 7 utgöres, enligt definitionen 


s. 477, af det entydigt bestämda reella tal som åtskiljer tal- 
klasserna (5) och (2) Men detta tal är 1, ty hvarje tal a 
är mindre än hvarje tal b, och då endast de positiva talen 


i klassen (a) medtagits, är således hvarje tal i klassen (5) 


mindre än 1 och hvarje tal i klassen (2) större än 1. Alltså är 
y.y =1, och talet y utgör följaktligen rot till ekvationen (9Y', 
hvarför vi härefter för detta tal använda beteckningen a 
i analogi med det beteckningssätt som användes inom det 
rationella talområdet. 


Vi antaga nu att y och y' i ekvationen (9) äro SENT 
liga positiva reella tal. I detta fall utgör 


en lösning till ekvationen, ty enligt associationslagen är 
== a JE) FOT SR 
yx r (vr) vy SSJY = By 


Kvoten r af talen y' och y är således lika med produkten 


ya där = är det ofvan definierade talet. 


Med stöd af multiplikationens teckenregler wutsträckes 
divisionen härefter omedelbart till de fall då det ena af talen 
y och y" eller båda två äro negativa. Man finner sålunda, 


om Y: och ya, beteckna positiva reella tal, att kvoten 2 


iu 
d. v. s. roten till ekvationen (—7,;)x=772,, är lika med 


il . ” . 
(v2: >) =— a ty enligt nämnda teckenregler är 
1 1 
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(Fr) (2) = 72 = 72. 


SR 


NE Sdm oe LE 
vi 71 RJ Va 

Vi hafva härmed visat att divisionen alltid är möjlig 
och kvoten entydigt bestämd, såframt divisorn är skild från 0. 

I det vi sammanfatta de i denna och i föregående para- 
graf bevisade resultaten, kunna vi således säga att inom det 
reella talområdet, hvilket omfattar alla rationella och irra- 
tionella tal, de rationella operationerna, d. v. s. additionen, 
subtraktionen, multiplikationen och divisionen, alltid äro möj- 
liga och entydigt bestämda, så när som på divisionen med 
talet 0, samt att för dessa operationer, äfvensom för kalkyl 
med olikheter, gälla precis samma regler som inom det ratio- 
nella talområdet. 


På samma sätt erhålles 


Öfningsuppgifter: 


1) Genomför beviset för att multiplikationens associationslag all- 
mänt gäller inom det reella talområdet. 


ab 


SR b de 
2) Bevisa likheterna GS 


(AN 
BlNnöd 
definition samt multiplikationens grundegenskaper. 

3) Bevisa att det irrationella tal, som definieras af det s. 461 be- 
traktade Dedekind”ska snittet, satisfierar ekvationen x?— 2. 

4) Bevisa att det i uppgiften (2) s. 463 betraktade Dedekind'ska 


snittet definierar en rot till ekvationen xx” =-r. 


med stöd af kvotens 


5) Bevisa att summan Va+JWVb, där a och b beteckna positiva ra- 
tionella tal, har ett irrationellt värde såframt icke nämnda tal båda ut- 
göra kvadrater af rationella tal. | 

6) Vi betrakta uttrycket 


aO+b 

cO+d” 
där &O är ett irrationellt tal och a ,b,c,d äro rationella tal. Hvilket villkor 
måste sistnämnda tal uppfylla för att uttryckets värde må vara rationellt? 


87. Det irrationella talet såsom gränsvärde för en räcka 
rationella tal. — Om y är ett gifvet irrationellt tal, definie- 
radt genom ett Dedekind”skt snitt (a)|(b), kan man på olika 
sätt bilda räckor af rationella tal hvilka hafva detta tal y 
såsom gränsvärde. Dylika räckor erhållas t. ex. genom föl- 
jande förfarande. 
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Vi välja först, enligt någon bestämd lag, en obegränsad 
följd af positiva hela tal hvilka ständigt växa: 


(10) NO Ng SS Ma ER NY SOBRE 
Härefter utvälja vi bland de heltaliga multiplerna af 


dt Ba 2 mel- 
No ; 


bråket - de två på hvarandra följande, - och 
lan hvilka talet y faller (jmf. noten s. Ra - utgör sålunda 
den största bland alla de multipler ale — som äro mindre än 


Y öch Moa 
) 


den minsta bland alla de Mateo som äro större 
an Y. 

På samma sätt utvälja vi bland de heltaliga mulen 
af - de två på hvarandra följande hvilka mellan sig inne- 


sluta talet y, och beteckna dem med — ochis4 Pad 
3 


Genom att fortgå på detta sätt, erhålla vi Nå ont ydit 
bestämda räckor af rationella tal, 


m m NU m 
(11) = gir NG . 
No Ng No (ög 
och 
mtl m,i+tl m.+l mv +1 
(012) ESS , RES, FEAR) 
no n, Na ny, 


hvilka hafva de gifna hela talen (10) till nämnare och hel- 
taliga täljare, och hvilka uppfylla villkoren 


My 215 | 


(13) ER 


Talen i räckan (11) utgöra sålunda undre närmevärden, talen 
i räckan (12) öfre närmevärden för det gifna talet y. 
Enligt olikheterna (13) äro differenserna 


Höst N 
TER 


my, 
Pr FRE och 


v v 
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positiva och mindre än op ET. Då nu talen (10) 
enligt antagandet obegränsadt växa, närma sig således dessa 
differenser med växande index gränsvärdet 0, eller m. a. Oo. 
talräckorna (11) och (12) konverg Ke båda mot det gifna irra- 


tionella talet y. 


Om vi välja de hela talen (10) så att hvart och ett af 
dem är divisibelt med det föregående, utgör (11) en stigande 
och (12) en fallande talräcka, d. v. s. man har 


n m m m 
RON TA 2 RK EVEN 


ln EVR 0 


m,+l mi, +1o ma. +l mv +l1 
Mo 2 (CE 2 (E 0 Fl 


Ty enligt antagandet är n,=72nN,p,, där po, är ett helt tal, 
och bråken = och a 


0 


kunna alltså skrifvas under formen 


mo — MoPo, LA SD (mo +tl1)po, 


US 


och utgöra följaktligen heltaliga multipler af —- Då nu = 
1 

är den största af alla de multipler af - hvilka äro mindre än 

y, och då jämväl = za y, är med NGN - SAD och 


5 O Ö mm + 1 
då åa andra sidan mc 


utgör den minsta bland da multipler 


1 .” Oo .” 1 .” .” .” 
af -— SOM äro större än y, och då äfven mer är större än y, 
1 0 
Oo . Oo 1 1 Oo .” . . . 
erhålles likasa mota = ma. På enahanda sätt inses riktig- 
0 FAS 1 


heten af de följande olikheterna. 


Vi specialisera ytterligare vårt antagande, i det vi välja 
2 Vv 
Fö NIT NAS 10, Na — Ner garsrgy NY Nr 


där n är ett positivt helt tal ("> 1). Vi erhålla då en sti- 
gande räcka af undre närmevärden för talet y af formen 
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(11Y mM 0» a sk en anna 


samt en fallande räcka af öfre närmevärden, 


FRA SSE 


(12) mMotil, VR 

hvilka räckor båda hafva talet y såsom gränsvärde. 
Ofvanstående närmevärden kunna bringas under en form 

som tydligare anger lagen för deras bildande. För hvarje värde 

v gälla olikheterna 


mMv — 1 Mv 
nvy— 1 = Nn” 


EN 
SÖ 


n” 
ur hvilka, genom multiplikation med n”, följer 
ra Nn EM, IM, -1N TN. 
Vi kunna således skrifva 
NU Mg ALS Cl 


där a, är ett af talen 0,1,2),...,n —1, och om vi åter divi- 
dera med nn”, antar denna likhet formen 


"SA 


my 


KOR a, 
y Fek en n” 


n 
Likaså erhålles, då »v efterhand ersättes med »v—1,...,2,1, 
Mv—1 Mvy—2 Iran Mm. Mi Aa NG ar 
MN öv SAT ns RR n EH n = OT 


och genom successiv insättning följer härur, för hvarje värde v, 


Mv Fuprddra 


(0197 2 EM FT + RA För t 


n” 


samt 


(22) mytl om, 4 +3 är Jul Haan vt av+l. 


ny ny —l1l n” 
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därtd; ;dages.,0v aroxvissa: af de hela talen:0, 1,2 ,v..,n—1, 
och my, det hela tal som är närmast mindre än y. 


s m . es 
Vi veta att = med växande » konvergerar mot gräns- 


värdet y. Detta resultat kan, enligt likheten (11)”, utsägas 
i följande form: Den oändliga serien 


(14) Mot tätorten 


är konvergent och dess summa är lika med det gifna irrationella 
talet y. ; 
Antaga vi speciellt n =10 och y > 0, ger oss (14) ut- 
vecklingen af talet y i ett oändligt decimalbråk, medan (11)” 
och (12Y)” utgöra detta tals undre och öfre närmevärden på 
0 när (jmf. s. 111—112). 

Vi påminna slutligen om att vi i det tredje kapitlet bil- 
dat en räcka rationella närmevärden för ett irrationellt tal 
hvilka utmärka sig genom en särskildt hög grad af noggrann- 
het, nämligen de successiva konvergenterna för talets kedje- 
bråksutveckling. 


| 83. Begreppen öfre gräns och undre gräns för en oändlig 
talmängd. — Vi hafva i det föregående särskilda gånger, och 
senast vid införandet af de irrationella talen, varit i tillfälle 
att se att en oändlig talmängd, hvars samtliga tal äro mindre 
än ett visst ändligt tal, icke med nödvändighet innehåller ett 
största tal, och likaså att det icke alltid finnes ett minsta 
tal i en mängd hvars tal alla äro större än ett visst ändligt 
tal. Däremot existerar det, såsom vi nu skola visa, i förra 
fallet alltid en bestämd öfre gräns och i senare fallet en be- 
stämd undre gräns för den gifna mängden. Dessa begrepp 
definieras genom följande satser: 


Om (t) är en oändlig mängd af reella tal hvilka alla äro 
mindre iän ett gifvet tal M, finnes det ett entydigt bestämdt reellt 
tal G med följande egenskaper: 

(1). Intet tal i mängden (t) är större än G. 

(II). Huru Utet det positiva talet £ än valts, kan man i 
mängden (t) finna ett tal som är större än G'—e. 
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Talet G benämnes den öfre gränsen för mängden (1); 
dess värde är E<M. | 


För begreppet undre gräns gäller den analoot satsen: 


Om (t) är en oändlig mängd af reella tal hvilka alla äro 
större än ett gifvet tal m, finnes det ett entydigt bestämdt reellt 
tal g med följande Egen keper. 

(1). Intet tal i mängden (t) är mindre än g. 

(II). Huru litet man än valt det positiva talet £, kan man 
t mängden (t) finna ett tal som är mindre än g—+e. 

Talet g, hvars värde är > m, benämnes den gifna talmäng- 
dens undre gräns. 


Exempelvis har mängden af alla positiva egentliga bråk 
talet 1 såsom öfre gräns och talet 0 såsom undre gräns. Ty 
denna mängd innehåller icke något tal som är större än 1 
eller mindre än 0, men väl tal som äro större än 1—  & och 
tal som äro mindre än &, huru litet man än fixerat det posi- 
tiva talet e. ; 

Vi bevisa utförligt den förra af ofvanstående satser, och 
uppmana läsaren att själf utföra beviset för den senare. 

Vi betrakta således en oändlig mängd (ft) af reella tal 
hvilka alla äro mindre än talet M, och vilja bevisa att det 
existerar ett och endast ett tal G med de ofvan angifna egen- 
skaperna. 

Det är till en början klart att det icke kan finnas flere 
dylika tal. Ty antag att villkoren (I) och (IT) vore upp- 
fyllda för tvenne olika tal, G och G' ("> G). Vi kunde då 
ur villkoret (IT) sluta att hvarje tal £ är €G. Men å andra 
sidan skulle ur villkoret (II) följa, då vi tillämpa det på ta- 
let &', att åtminstone ett tal i mängden (ft) vore större än 
G'— ( G)=6G. Nämnda antagande leder således till en 
motsägelse. 

Man inser vidare omedelbart att, om ? fälla (£) 
finnes ett största tal, utgör detta tillika öfre gräns för mängden. 
Ty om vi beteckna ifrågavarande tal med G, är ju intet tal 
i (tf) större än G, medan det säkert finnes ett tal i mängden, 
nämligen talet G själft, som är större än G—e. 

Vi kunna således härefter inskränka oss till det fall då 
mängden (t) icke innehåller något största tal. Vi indela då 
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samtliga rationella tal i tvenne. klasser, (a) och (b), enligt 
följande grunder. 

Om ett gifvet rationellt tal r jämföres med talen i mäng- : 
den (ft), inträffar det ena eller det andra af följande två fall: 

19, Talet r är större än hvarje tal i mängden (t). Detta 
villkor är t. ex. uppfylldt för alla de rationella tal som äro 
större än M. 

20, Talet r är icke större än hvarje tal t, eller m. a. o. 
det finnes i mängden (?) något tal som är >>. 

Om fallet 19 inträffar föra vi talet > till klassen (b), 
om fallet 29 inträffar till klassen (a). 

Hvarje tal i klassen (a) är mindre än hvarje tal i klassen 
(b). Ty till hvarje gifvet tal a kunna vi, enligt grunden för 
vår indelning, finna ett tal Zz som är >a, och å andra sidan 
är £t mindre än hvarje tal b. 

Vi kunna vidare visa att klassen (a) innehåller intet största 
tal. Ty om vi valt ett godtyckligt tal a, finnes det, såsom 
redan sades, ett tal Z>a. Då vi antagit att det icke finnes 
något största tal i mängden (t), kunna vi vidare i denna 
mängd finna ett tal t' som är större än nämnda tal t och 
således äfven större än a. Hvarje rationellt tal mellan a 
och t” hör då till klassen (a), eftersom det är <t', och är 
större än det gifna talet a, hvarmed vårt påstående är be- 
visadt. 

Med afseende å klassen (b) äro två fall möjliga: 

19. Det finnes ett minsta tal b, i klassen (b). 

290. Klassen (b) innehåller icke något minsta tal. Klass- 
indelningen (a)|(b) utgör i detta fall ett Dedekind”skt snitt 
och definierar således ett irrationellt tal y. 

Vi sätta.i det förra fallet G =b,, i det senare fallet 
G=7, och skola visa att det sålunda definierade talet & 
uppfyller villkoren (I) och (IT) i vår sats. 

Ur definitionen för talet & följer till en början att, hvil- 
ket af ofvannämnda fall än inträffar, hvarje rationellt tal som 
är mindre än G hör till klassen (a) och hvarje rationellt tal 
som är större än G& till klassen (b). i 

Häraf sluta vi att mängden (t) icke innehåller något 
tal som är större än G, och att talet G således uppfyller 
villkoret (I). Ty funnes det ett tal t större än G, kunde 
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vi mellan t och &G inskjuta ett rationellt tal, r, och skulle 
då hafva t>r>6G. Dessa olikheter innebära emellertid en 
motsägelse, ty om talet r engång är större än G, hör det 
enligt det nyss sagda till klassen (b) och är således större än 
hvarje tal i mängden (tt). 

För att visa att vårt tal G äfven uppfyller villkoret (IT), 
inskjuta vi ett rationellt tal 7 mellan G—e& och G, så att 
G-e<lr<G. Då r < G, hör » till klassen (a), enligt hvad 
ofvan framhållits, och det finnes följaktligen i mängden (tf) 
ett tal som är >» och således större än G—e. 

Det ofvan definierade talet & utgör således den öfre 
gränsen för mängden (?t). 

Det återstår endast att visa att GEZM. Detta är ome- 
delbart klart, ty då enligt antagandet hvarje tal z är mindre 
än M, är hypotesen ML G icke förenlig med villkoret (IT). 

Härmed är vår sats fullständigt bevisad. e 

Om det icke existerar något ändligt tal som är större 
än hvarje tal i mängden (1), så att man följaktligen, huru 
stort talet M än väljes, i (£) kan finna tal som äro större 
än M, säges denna mängd hafva oo såsom öfre gräns. Likaså 
säges en oändlig talmängd hafva —o0o såsom undre gräns, 
om man, huru stort det positiva talet M än valts, i densamma 
kan finna tal som äro mindre än — M. 


Öfningsuppgifter: 


1) Sök den öfre och den undre gränsen för de värden funktionen 


Se antar för reella värden af xr, äfvensom för de värden hvilka 
46 
funktionen.2x — x' antar för rationella värden af x. 

2) Genomför i detalj beviset för satsen om existensen af en undre 
gräns för en oändlig talmängd hvars samtliga tal äro större än ett gif- 
vet tal m. 

3) Talen i en gifven oändlig mängd, (t), hvars öfre gräns är G och 
undre gräns g, delas i tvenne klasser, (t,) och (t,). Bevisa att den öfre 
gränsen för åtminstone en af dessa talklasser är lika med G, och den undre 
gränsen för åtminstone en af dem lika med gy. 


89. Bevis för en i: det föregående flere gånger använd 
hjälpsats. — Sedan vi uppställt precisa definitioner för de 
irrationella talen och för operationerna med dessa tal, äro vi 
numera i stånd att enkelt bevisa särskilda satser på hvilka 
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vi i det föregående upprepade gånger stödt oss. Vi göra 
början med följande sats (jmf. s. 87): 


Vi betrakta tvenne oändliga mängder af reella tal, (t) och 
(TT), hvilka besitta följande egenskaper: 
— (1). Hvarje tal i mängden (t) är mindre än hvarje. tal i 
mängden (T'). 
(ID). I mängden (t) finnes intet största tal och i mängden 
(T) intet minsta tal. 
(III). Om & är ett föreskrifvet positivt tal, huru litet som 
helst, kan man alltid välja ett tal t ur mängden (t) och ett tal T 
ur mängden (T) på sådant sätt att T-1t1ZLsz. 
| Under dessa förutsättningar finnes det ett och endast ett 
reellt tal som åtskiljer ifrågavarande talmängder, d. v. s. som är 
större än hvarje tal i mängden (t) och samtidigt mindre än hvarje 
tal i mängden (T). 


Cd 


Existensen af ett dylikt tal följer omedelbart ur hvad 
vi i n? 88 bevisat. Ty då hvarje tal i mängden (t) är mindre 
än ett godtyckligt tal 7 i mängden (7), kunna vi ur satsen 
s. 487 sluta, 19 att mängden (ft) har en ändlig öfre gräns y, 
samt 29 att y är < hvilket tal IT som helst i mängden (T). 

Enligt den öfre gränsens definition är talet y å andra sidan 
> hvarje tal i mängden (t). Men då denna mängd icke inne- 
håller något största tal, kan y icke vara lika med något tal t, 
och på samma sätt kan y icke vara lika med något tal i mäng- 
den (7), då denna icke innehåller något minsta tal. Alltså 
är y större än hvarje tal i mängden (t) och mindre än hvarje 
tal i mängden (7). 

Detta tal y, som sålunda uppfyller satsens fordringar, 
utgör öfre gräns för talmängden (?) och tillika undre gräns 
för talmängden (7). 

Att det icke finnes mer än ett tal som besitter de er- 
fordrade egenskaperna följer omedelbart ur villkoret (IIT), 
såsom vi redan förut framhållit (jmf. noten (2) s. 87). 

Vi påminna om de användningar vi tidigare gjort af 
ofvanstående sats vid exponentialfunktionens utsträckning till 
irrationella argumentvärden (s. 86—387), i teorin för oänd- 
liga kedjebråk (s. 184), vidare i det sjette kapitlet då vi defi- 
nierade längden af en konvex kurvbåge (s. 317), arean af en 
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godtyckligt begränsad plan yta (s. 334) och volymen af en 
godtyckligt begränsad kropp (s. 352), samt slutligen i det 
sjunde kapitlet vid den bestämda integralens definition (s. 416). 


90. Bevis för satsen om existensen af ett gränsvärde för 
en stigande eller fallande talräcka. — En annan viktig sats, 
af hvilken vi flere gånger gjort bruk i vår framställning, är 
den följande (jmf. s. 206): 


Om 1 en stigande talräcka samtliga tal äro mindre än ett 
gifvet ändligt tal M, konvergerar räckan mot ett bestämdt gräns- 
värde, som är EM. 

Likaså har en fallande talräcka, hvars samtliga tal äro större 
än ett visst ändligt tal m, ett bestämdt gränsvärde, hvilket är > m. 


Den gifna stigande talräckan må vara 
UT EUSE iF URSTA 


Då talen u enligt antagandet alla äro mindre än M, hafva 
de en ändlig öfre gräns, G, och dennas värde är < M. Vi 
skola visa att talet G utgör gränsvärde för vår talräcka, eller att 


lim yu, = G. 


Nn = 0 


Enligt den öfre gränsens definition är hvarje tal u, <£ 6, 
medan man å andra sidan, huru litet det positiva talet & än 
valts, kan finna ett tal u,, som är >6G —e&. Men på grund 
af ofvanstående olikheter är då äfven 


G—-E<u, EG eller 0OZ6G—-uUu, Le 


för hvarje n som är större än n,, hvilket innebär att talen 
un», Med växande index konvergera mot gränsvärdet G. 

Satsens senare del bevisas lika lätt med stöd af begrep- 
pet undre gräns. 

Vi uppmana läsaren att i detta sammanhang ånyo ge- 
nomgå användningen af ofvanstående sats vid definitionen af 
det Neperska talet e (s. 213) samt i teorin för seriers kon- 
vergens (s. 223 och s. 228). 
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Vi påminna vidare om följande korollarium af ofvan- 
stående sats, hvilket härleddes s. 207 — 208: 


Om man har en oändlig följd af intervaller, af hvilka en- 
hvar utgör en del af den föregående eller sammanfaller med 
denna, och hvilkas längder obegränsadt närma sig noll, så finnes 
det ett och endast ett tal som är gemensamt för dem alla. 


Ifrågavarande tal utgör den öfre gränsen för de betrak- 
tade intervallernas begynnelsevärden och tillika den undre 
gränsen för deras slutvärden. 

Detta korollarium hafva vi jämväl särskilda gånger an- 
vändt, t. ex. i teorin för seriers konvergens (s. 231) samt i det 
'senare beviset för integralkalkylens fundamentalsats (s. 371). 


91. Bevis för några satser om kontinuerliga funktioner. — 
I det föregående hafva vi oupphörligt stödt oss på särskilda 
egenskaper hos kontinuerliga funktioner, hvilka vi nu gå att 
bevisa. | 

19, Vi göra början med satsen: en kontinuerlig funktion 
kan icke ändra tecken utan att gå genom noll, hvilken i preci- 
sare formulering lyder (jmf. s. 37): 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig inom en intervall (a , b) 
och i dess ändpunkter, och om dess värden för x=2a och för 
x=hb hafva motsatta tecken, finnes det mellan a och b åtminstone 
en punkt i hvilken funktionen antar värdet 0. 


Nisantaga b>d, samt fld)< 0 ock f(ö)-> 0 hvilket 
icke utgör någon väsentlig inskränkning. 

För bevisets skull dela vi intervallen (a,b) midt itu 
i punkten x=ece, och betrakta värdet af funktionen f(x) i 
denna punkt. Om f(c) = 0, är vårt påstående riktigt. I an- 
nat fall välja vi af de två delintervallerna (a,c) och (c,b) 
den i hvars ändpunkter f(x) har motsatta tecken, alltså in- 
tervallen (a,c) om f(c) > 0, intervallen (c,b) om f (ec) <0. 
För likformighetens skull beteckna vi den sålunda bestämda 
delintervallens begynnelsepunkt med a, och dess slutpunkt 
med b,, och hafva då 


TE 0 Da): > 0 Ne DR 
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Vi tillämpa nu samma förfarande på intervallen (a,,b;). 
Vi dela den således i två lika delar och välja, såframt icke 
värdet af f(x) i delningspunkten är lika med noll, i hvilket 
fall vårt påstående är riktigt, af de två delintervallerna den 
i hvars ändpunkter f(x) har motsatta tecken. Om den så- 
lunda bestämda intervallen betecknas med (a.,b2), är 


by Aj b—a 


dal, fåDT ON ba — Ad2 = 9 FS 92 : 


Vi fortgå på detta sätt, och härvid inträffar det ena 
eller det andra af följande två fall: 

Antingen råka vi vid någon af de successiva delnin- 
garna på en punkt i hvilken funktionen f(x) antar värdet 0; 
och då är vårt påstående riktigt; eller råka vi icke på någon 
dylik punkt, och i detta fall kan det ofvan skildrade förfa- 
randet fortsättas in infinitum och ger oss en obegränsad följd 
af fullt bestämda intervaller, 


(a,b); (B1504034 (A23 Da) yr sng (Any Pn ARR 


af hvilka enhvar utgör hälften af den närmast föregående, 
och i hvilkas ändpunkter funktionen f(x) har motsatta tecken, 
sålunda att för hvarje index n 


(15) flan) <0, Fl.) >0. 


Enligt korollariet s. 493 finnes det en entydigt bestämd punkt 
& som är gemensam för alla dessa intervaller. Vi skola visa 
att denna punkt ligger mellan a och b, samt att £ (5) = 0. 
Då f(a) < 0 och f£(b) >0, oeh då funktionen if äT)ar 
kontinuerlig för x=a och för x =D, är dess värde negativt 
för a<XxLa+t+A och positivt för b— AL x Eb, om åt A gifves 
ett tillräckligt litet positivt värde ?!). Vi sluta häraf, enligt 
olikheterna (15), att talen i räckan b,,b,,... alla äro större 
än a—+ AA och talen i räckan a,,a.,... alla mindre än b—A. 


') Detta följer omedelbart ur kontinuitetsdefinitionen s. 35. Ty en- 
ligt denna kunna vi välja talet A så litet att den tillväxt, f(x)— /f (a), 
som funktionen f(x) erbåller då argumentet varierar från värdet a till ett 
godtyckligt värde x inom intervallen (a,a + 4), är numeriskt mindre än 
If(a)|, och då är inom hela denna intervall f(x) < f(a)+]|£f(a)|=0. 
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Talet 5, som utgör det gemensamma gränsvärdet för nämnda 
talräckor, är således, enligt satsen s. 492, >a—+A och <b—A, 
och ligger följaktligen mellan a och b, såsom vi påstodo. 
Enligt vårt antagande är funktionen f(x) kontinuerlig 
i hvarje punkt af intervallen (a,b) och således äfven i punk- 


ten 5. Vore f(£5) = 0, kunde man följaktligen kring nämnda 


punkt afgränsa en intervall, (&—- ÅA, 5 + 4), inom hvilken funk- 
tionen f(x) -bibehölle ett och samma tecken, nämligen det 
tecken den har för x= $. Denna slutsats innebär emellertid 
en motsägelse, ty då lim a, = lim b, = &, innehåller nämnda 
intervall alla de punkter a, och b, hvilkas indices öfverskrida 
en viss gräns, och f(x) antar följaktligen inom densamma 
såväl positiva som negativa värden. Alltså är f(3) = 0, och 
vår sats är härmed fullständigt bevisad. 

Bland tidigare användningar af denna sats må här sär- 
skildt framhållas beviset för att hvarje algebraisk ekvation 
af udda grad har åtminstone en reell rot (s. 61— 62), samt 
den första satsen på s. 38, hvilken ligger till grund för den 
inversa funktionens teori (jmf. n? 14). 


20, Vi gå till beviset för följande viktiga sats (jmf. s. 38): 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig för a x Eb, finnes 
det bland de mot dessa argumentvärden svarande funktionsvär- 
dena ett största och ett minsta värde, förutsatt att funktionen 
icke är konstant inom den betraktade intervallen. 


Mot hvarje värde x som tillhör intervallen (a,b) svarar 
enligt antagandet ett ändligt bestämdt funktionsvärde f(x). 
Vi beteckna med G den öfre gränsen för mängden (f(x)) af 
alla dessa funktionsvärden, och skola bevisa, 19 att & är ett 
ändligt tal, samt 29 att det finnes ett värde & som tillhör intervallen 
(a,b) och för hvilket funktionen f(x) antar värdet G. Enligt 
den öfre gränsens definition kunna vi då sluta att G& är det 
största värde f(x) antar för a Xx Eb. 

För bevisets skull dela vi åter intervallen (a,b) i två 
lika delar, (a,e) och (e,b). Vi beteckna med G, den öfre 
gränsen för de värden funktionen f(x) antar inom intervallen 
axe, med G. den öfre gränsen för dess värden inom 
intervallen ce <x<b, och skola närmast visa att åtminstone 
det ena af talen G, och G. är lika med G.. 
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Om G =00, d. v. s. om det i mängden (f(x)) finnes huru 
stora tal som helst, hvilken möjlighet vi tillsvidare måste 
taga med i räkningen, är åtminstone den ena af gränserna 
G, och G, oändlig. Ty vore de båda ändliga, skulle man 
enligt den öfre gränsens definition hafva f(x) <6G, för 
arLec, f(L)EC: för eLx Eb, och således, foniunodia 
betecknas det större af talen G, och G.,, f (x)S6G" för a Ox Eb, 
hvilket strider mot att mängden (f(2x)) antogs innehålla huru 
stora tal som helst. 

Om vi åter antaga att G är ett ändligt tal, kan till en 
början intet af talen G, och G, vara större än G. Ty vore 
t. ex. G, > G, skulle det, enligt egenskapen (II) hos den öfre 
gränsen (jmf. s. 487), bland de värden f(x) antar för 4 EX c 
finnas något som är större än G,—-(G,—-G)=6G, hvilket ' 
emellertid icke är fallet då G& är den öfre gränsen för f(x) 
inom hela intervallen (a,b). Men å andra sidan kunna talen 
G, och GG, icke heller båda vara mindre än G. Ty om så 
vore, skulle man inom hela intervallen a Zx Eb hafva f(x) 
<G'<LG, där G' betecknar det större af talen G, och G., 
men denna slutsats strider mot egenskapen (II) hos den öfre 
gränsen. Följaktligen är åtminstone det ena af talen G, och 
Gsrnitkajmed;6:; h:sobi 

Vi utvälja nu af intervallerna (a,c) och (c,b) den inom 
hvilken den öfre gränsen för f(x) har värdet G, eller, om 
den öfre gränsen är lika med G inom båda dessa intervaller, 
den första af dem, alltså (a,c). Vi erhålla sålunda en fullt 
bestämd intervall, hvilken vi för likformighetens skull be- 
teckna med (a,,b,). 

Härefter dela vi intervallen (a, ,b,) midt itu, och sluta 
medels samma resonemang som ofvan att åtminstone inom 
den ena delen den öfre gränsen för f(x) är lika med G. Vi 
välja den del inom hvilken detta äger rum, eller, om den 
öfre gränsen inom båda delarna är lika med &G, den första 
af dessa delar, och beteckna med (az2,ba) den sålunda be- 
stämda intervallen. 

Detta förfarande kan fortsättas in infinitum och ger oss 
en obegränsad följd af entydigt bestämda intervaller, 


(16) (a,b), Cday 03 Ja (dos balen sr (Aon VR NEO , 
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af hvilka enhvar utgör hälften af den närmast föregående. 
Den öfre gränsen för de värden f(x) antar inom hvilken som 
helst af dessa intervaller är lika med G, alltså lika med 
den öfre gränsen för funktionens värden inom hela interval- 
len (a,b). 

Enligt korollariet s. 493 kunna vi således här åter sluta 
att det finnes en punkt x=535 som är gemensam för samtliga 
intervaller i räckan (16). Då denna punkt tillhör intervallen 
(a,b), antar funktionen £(x) i densamma ett ändligt värde 
£(S) och är kontinuerlig, och vi kunna således, för hvarje 
gifvet positivt £, afgränsa en omgifning (5 —A,£ +A) kring 
punkten 35!) inom hvilken |f(x)—£f(S)|<e eller 


(17) (ETS <tf(00)-<i( SJR 


Därman för Hvarje index n har a, 25 doch |5— al 
och |ö5—b,| således äro <b,—a, = re faller intervallen 


(an,b»a) helt och hållet inom (5—A,5 + 4) om nn har ett så 
b—a 
on 
heten f(x) < f(£)+ ee uppfylld i hvarje punkt af (a, ,b,) och 
funktionen f(x) har således inom denna intervall en ändlig 
öfre gräns. Men denna öfre gräns är lika med den öfre 
gränsen G för £(x) inom hela intervallen (a,b), och här- 
med är ådagalagdt att G är ett ändligt tal. 

Det återstår att bevisa att f(£$)=G. Man kan icke 
håfva f(ö) > G, eftersom G är den öfre gränsen för f(x) 
inom (a,b). Vore åter f(£) < G, kunde vi välja ett så litet 
positivt tal « att f(ö) < G—2e eller f(ö) +E€<L GG —&, och 
härefter ett annat positivt tal ÅA så att olikheterna (17) vore 
uppfyllda inom (£—A,5+4A). Om talet n tages tillräckligt 
stort, skulle man då äfven inom intervallen (a,,b,) hafva 
f(x) fl) + EL G— es, hvaraf skulle följa att den öfre grän- 
sen för f(x) inom denna intervall vore < G — &, medan den 
i själfva verket är lika med G. Alltså kan man icke heller 


stort värde att <A. Då är äfven den ofvanstående olik- 


1) Om & sammanfaller med a, välja vi en intervall (a,a + 4), om 
£ sammanfaller med b en intervall (b—A,b) inom hvilken olikheterna 
(17) äro uppfyllda. 
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hafva f(5)< G, och som enda möjlighet återstår således att 
IS) 0 Hvannbd beviset är slutfördt. 

På alldeles liknande sätt bevisas att den undre gränsen 
g för de värden f(x) antar inom intervallen (a, b) är ett änd- 
ligt tal, samt att det finnes åtminstone en punkt af nämnda 
intervall i hvilken funktionens värde är lika med yg, hvaraf 
följer att gy är det minsta af alla de värden f(x) antar för 
Ear 

Ofvanstående sats har i det föregående upprepade gån- 
ger kommit till användning, och speciellt bör ihågkommas att 
beviset för ROLLE”'s sats helt och hållet grundar sig på den- 
samma (jmf. s. 289). 


30. Vi skola slutligen bevisa den s. 39 anförda satsen, 
hvilken spelade en viktig roll i teorin för bestämda integra- 
ler (jmf. s. 416). 


Om funktionen f(x) är kontinuerlig för a Ex Eb, är det 
alltid möjligt, sedan man fixerat ett positivt tal £, huru litet som 
helst, att finna ett annat positivt tal d, sådant att oscillationen 
af flx) är mindre än & inom hvarje del af intervallen (a,b) 
hvars längd är mindre än d. 

Speciellt är det möjligt att dela (a,b) i ett ändligt antal 
delar så att oscillationen af f(x) mom hvarje del är mindre än es. 


Vi bevisa först satsens senare del. Vi börja åter med 
att dela intervallen (a,b) i två lika delar, tudela härefter 
båda hälfterna, dela så enhvar af de härvid erhållna fyra 
delarna midt itu, o. s. v. Då vi fortgå på detta sätt måste 
det engång inträffa att, efter en viss delning, oscillationen af 
f(x) inom hvarje del är mindre än det föreskrifna talet e&. 

Ty antag att detta aldrig inträffar, och att således, 
huru långt indelningen än drifves, oscillationen af f(x) är > e& 
inom åtminstone en af de erhållna delarna. Om vi komma 
öfverens om att, efter hvarje delning, utvälja den första från 
punkten a räknadt af de delar inom hvilka nämnda förhål- 
lande äger rum, erhålla vi en obegränsad räcka af fullt be-” 
stämda intervaller, 


(äro (42502), 5.5 (Anns Ondy roses 
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hvilka besitta egenskapen att oscillationen af funktionen f(x) 
"inom enhvar af dem är >e&. Dessa intervallers längder af- 
taga mot 0, ty man har b, — a, = = för hvarje n. 

Bland de delar i hvilka (a,b) sönderfaller vid den n'e 
delningen utgör, enligt vårt antagande, (a,,b,) den första 
inom hvilken oscillationen af f(x) är >e. Inom hvar och en 
af de föregående delarna är funktionens oscillation således 
mindre än &, och detsamma gäller följaktligen äfven om dessa 
delars hälfter. Vi sluta häraf att intervallen (a,+1,b,+1))> 
inom hvilken oscillationen enligt antagandet är >e&, utgör en 
hälft af (a,,b,) eller af någon af de delar som följa efter 
(a, ,b»), och att således a,+1i1>0»,. Detta resonemang gäl- 
ler för hvarje värde n, och vi erhålla alltså 


(ER ge Hår SS RS OO 


Häraf följer, enligt satsen s. 492, att 


(18) TUNER 155 


Nn =90 


där & betecknar ett värde som tillhör intervallen (a,b), och 
då b,— a, med växande n konvergerar mot 0, är likaledes 


(19) [im ö RT 


nNn=020 


Nu är funktionen f(x) enligt antagandet kontinuerlig i 
hvarje punkt af intervallen (a,b) och således äfven för x =. 
På grund häraf kan man finna ett sådant positivt tal A att 


FC F.(S)] <5 för hvarje värde x som tillhör intervallen 
(S—-A,&+A)!). Om xx, och Xx, äro tvenne godtyckliga vär- 
den inom denna intervall, är då 


[f(x —- FIER) -FE)N+IFB)-FRII LT 


och således är äfven oscillationen af f(x) inom ($—-A,5+A) 
mindre än ee. 


1) Om &£=a kunna vi välja en intervall (a,a+4A), om &=b en in 
tervall (b—A,b) inom hvilken nämnda olikhet är uppfylld. 
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Vi stöta emellertid här på en motsägelse. Ty enligt (18) 
och (19) utgör, om ” väljes tillräckligt stort, intervallen (a, ,b,.) 
en del af (ö—A,& + 4), och oscillationen af funktionen f(x) 
inom (a, ,b,) borde på grund häraf vara lika med eller mindre 
än dess oscillation inom (£—A,5+4) och således mindre än e&, 
hvilket strider mot det föregående. Vår antites var således 
oriktig, och den senare delen af vår sats är härmed bevisad. 

Riktigheten af satsens förra del inses nu enkelt som föl- 
jer. Enligt det sagda kan n väljas så stort att oscillationen 
af f(x) inom enhvar af intervallerna 


(20)  (a,a +0), (a+0,a+20);.- 5 (+ MOT 


b—a 


hvilka hafva längden d = » är mindre än Vi betrakta 


E€ 
2 
en godtycklig del A af (a,b) hvars längd är mindre än Öd, 
och beteckna med x, och x, de punkter af A i hvilka f(x) 
uppnår sitt största och sitt minsta värde, hvarvid således 
f(x) — f(x) utgör oscillationen af f(x) inom ÅA. Dessa punk- 
ter x, och x, höra antingen till en och samma af interval- 


lerna (20), och då är f(x,)—f(x2)< 5» eller höra de till 


hvar sin af två på hvarandra följande af dessa intervaller, t. ex. 
(a+(v—=1)8,a+»d) och (a två, alv 


och i detta fall erhålles 
f(zi)—Flx0) =(f(x)—-Fla+vd))+(fla+vd)—-FflxJ)<5+3=e. 


Inom hvarje del af (a,b) hvars längd är mindre än d är så- 
ledes oscillationen af f(x) mindre än det föreskrifna talet e&, 
och vår sats är härmed fullständigt bevisad. 


92. Motsvarigheten mellan de reella talen och punkterna 
på en rät linie. — Såsom en afslutning på detta kapitel skola 
vi, med stöd af det irrationella talets definition, bevisa föl- 
jande viktiga sats, hvilken ligger till grund för den analy- 
tiska geometrin (jmf. s. 7): 


Om en godtycklig sträcka e väljes till längdenhet, tillkommer 
hvarje gifven sträcka ett bestämdt mätetal i förhållande till e, 
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och omvändt svarar mot hvarje gifvet positivt tal en sträcka, hvars 
måätetal i förhållande till e är lika med detta tal. 


19. Vi taga en obegränsad rät linie till x-axel, välja en 
punkt O på densamma till origo, och fastställa en viss rikt- 
ning af linien, hvilken vi beteckna såsom riktningen åt höger. 

Utgående från origo afsätta vi härefter på x-axeln, till 
en början endast åt höger, alla möjliga sträckor som äro kom- 
mensurabla med längdenheten e, och hvilka alltså erhållas ge- 
nom addition af ett antal sträckor lika med e, eller genom 
delning af e i lika stora delar och addition af ett antal dy- 
lika delar. Dessa sträckors högra ändpunkter bilda en oänd- 
lig punktmängd på x-axeln, hvilken vi beteckna med (BR). 

Till hvarje punkt & i denna mängd tillordna vi mäte- 
talet för den motsvarande sträckan OR i förhållande till e. 
Vi hafva härmed definierat en entydig motsvarighet mellan 
punkterna i mängden (£) och de positiva rationella talen: 
mot hvarje punkt BR svarar ett fullt bestämdt positivt ratio- 
nellt tal, och omvändt hör hvarje gifvet positivt rationellt 
tal till en och endast en punkt i mängden (RB). Om KR, och 
R> äro tvenne olika punkter i denna mängd, äro äfven de mot 
dem svarande rationella talen »r, och »r, olika, och härvid 
gäller att, om punkten RB, ligger till höger om punkten &s, 
talet r, är större än talet r,, och omvändt. 


gomVirskola nu närmast visa att, om P, och P,räro tva 
olika punkter på x-axeln till höger om origo, så finnes mellan 
dem en oändlig mängd punkter som tillhöra mängden (R). 

Riktigheten af detta påstående bevisas med stöd af föl- 
jande geometriska sats !): 


Om a och p äro tvenne gifna sträckor, af hvilka « kan 
väljas så liten och Bb så stor man vill, finnes det ett sådant po- 
sitivt helt tal n att na > BB. 


Enligt denna sats kunna vi nämligen välja ett sådant 


!) Ifrågavarande sats benämnes vanligen ARCHIMEDES” axiom, eme- 
dan ARCHIMEDES konsekvent stödde sig på densamma i sina undersök- 
ningar. Den finnes emellertid redan upptagen bland förutsättningarna 
i EUCLIDES” Elementa (jmf. t. ex. den femte bokens femte definition). 
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helt tal » att n. P, P, > e eller << P,P,, samt härefter ett an- 


nat helt tal m, så att m "å är större än sträckan OP, (hvilken 
vi antaga mindre än sträckan OP). Om med » betecknas 


det minsta hela tal för hvilket olikheten » R > OP, äger rum, 
är då 


(v-—-1): OP), IE 


hvarur genom addition följer » se < OP,. Om vi från origo 
åt höger afsätta en sträcka af längden V ne kommer dess 


ändpunkt &B således att ligga till höger om P, men till venster 
om P,, hvarmed är visadt att mellan dessa punkter ligger 
åtminstone en punkt som tillhör mängden (BR). 

Samma bevis lär oss att mellan punkten BR och en- 
hvar af punkterna P, och P, faller åtminstone en punkt i 
mängden (HB), och då detta resonemang kan tillämpas huru 
många gånger som helst, inses att mellan -P, och P, ligger 
ett oändligt antal punkter som tillhöra nämnda mängd, h. s. b. 


39, Vi veta emellertid att det på x-axeln finnes punkter - 
till höger om origo hvilka icke ingå i mängden (£R). Till en 
sådan punkt kommer man t. ex. om man från origo åt höger 
afsätter diagonalen i en kvadrat hvars sida är lika med längd- 
enheten e (jmf. s. 154). 

Låt P vara en godtycklig punkt af detta slag. Den- 
samma delar punkterna i mängden (KR) i två klasser 


(4): och (BB); 


af hvilka (4) omfattar de punkter BR som ligga till venster 
om P, (B) de som ligga till höger om P. Dessa punktklasser 
besitta följande tvenne egenskaper: 


(I). Hvarje punkt 4A ligger till venster om hvarje 
punkt 6. ; ; 

(II). I klassen (4) finnes icke någon punkt som ligger 
till höger om hvarje annan punkt i samma klass, och i klas- 
sen (B) icke någon punkt som ligger till venster om hvarje 
annan punkt B. 
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Riktigheten af (I) följer omedelbart däraf att hvarje 
punkt A ligger till venster om punkten P och denna i sin 
tur till venster om hvarje punkt B. 

För att uppvisa den senare egenskapen, betrakta vi först 
en godtycklig punkt A i klassen (4). Mellan A och P kunna 
vi inskjuta en punkt BR ur mängden (BR). Då A ligger till 
venster om FP, ligger äfven punkten BE till venster om P 
och hör således till klassen (4), medan den å andra sidan 
ligger -till höger om den punkt A vi betraktat. I klassen 
(4) finnes det således icke någon punkt som ligger mest åt 
höger, och på analogt sätt visas att det i klassen (B) icke 
finnes någon punkt som ligger mest åt venster. 

Mot snittet (A)|(B) af punktmängden (KR) svarar nu en 
indelning af de positiva rationella talen i tvenne klasser, (a) 
och (b), då vi nämligen komma öfverens om att till klassen 
(a) föra de tal hvilka, enligt den i momentet 1? uppställda mot- 
svarigheten, höra till punkterna i (4), till klassen (b) de tal 
som höra till punkterna i (B). Ur de egenskaper vi påvisat 
hos punktklasserna (4) och (B) följer omedelbart att de så- 
lunda definierade rationella talklasserna (a) och (b) besitta 
följande egenskaper: 


(I). Hvarje tal a är mindre än hvarje tal b. 
: (II). I klassen (a) finnes icke något tal som är större 
än hvarje annat tal i samma klass, och i klassen (b) icke 
något tal som är mindre än hvarje annat tal Db. 


Alltså utgör klassindelningen (a)|(b), om vi komplet- 
tera klassen (a) med talet 0 och de negativa rationella talen, 
ett Dedekind”skt snitt, och definierar.följaktligen ett irratio- 
nellt tal y, hvilket är positivt eftersom talet 0 hör till den 
undre klassen. 


Sträckan OP, från origo O till den ofvan betraktade 
punkten -P, innehåller såsom en del hvarje sträcka OA, me- 
dan den själf utgör en del af hvarje sträcka OB. I enlighet 
härmed bör mätetalet för sträckan OP i förhållande till längd- 
enheten e vara större än mätetalet för hvarje sträcka OA 


men mindre än mätetalet för hvarje sträcka OB, eller m. a. o. 
större än hvarje tal i klassen (a) men mindre än hvarje tal 
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i klassen (b). Nu finnes det ett och endast ett reellt tal som 
uppfyller dessa villkor, nämligen det genom snittet (a)|(b) 
definierade irrationella talet y. Vi böra således tilldela sträc- 


kan. OP mätetalet y i förhållande till längdenheten e, och i 
enlighet härmed låta talet y svara mot punkten P på x-axeln. 

Vi hafva härmed visat att hvarje gifven sträcka har ett 
bestämdt mätetal, och att således mot hvarje gifven punkt P 
på x-axeln till höger om origo svarar ett bestämdt positivt 


reellt tal, nämligen mätetalet för sträckan OP. Mot två olika 
punkter P, och P, svara olika tal y, och y,, sålunda att, om 
punkten P, ligger till höger om punkten P,, talet y, är större 
än talet y,. Ty mellan P, och P, kunna vi inskjutaren 
punkt & ur mängden (KR), hvilken då ligger till venster 
om PF, men till höger om P,. Mot B svarar ett rationellt 
tal r, och af det ofvan sagda kunna vi sluta att detta tal r, 
vare sig punkterna P, och P, höra till mängden (BR) el- 
ler icke, är mindre än y, men större än y,, och att således 


ERS Kr 


409. Vi fråga oss nu om äfven omvändt mot hvarje 
gifvet positivt reellt tal y svarar en sträcka hvars mätetal är 
lika med y, och således en bestämd punkt på x-axeln till hö- 
ger om origo. Vi veta att detta äger rum om talet y är 
rationellt, och hafva här således att betrakta endast det fall 
då y är ett positivt irrationellt tal, definieradt genom ett 
Dedekind”skt snitt (a)|(b). 

Vi beteckna allmänt med A den punkt af x-axeln som 
enligt momentet 1? svarar mot ett positivt tal a i klassen (a), 
med B den punkt som svarar mot talet b i klassen (b), och 
erhålla sålunda en indelning af punktmängden (KR) i två klas- 
ser, (4) och (B), hvilka tydligen besitta de s. 502 anförda 
egenskaperna (I) och (II). 

Om det på x-axeln finnes en punkt P som motsvaras af 
det gifna talet y, så att följaktligen mätetalet för sträckan 


OP är lika med y, måste denna punkt P, enligt hvad i mo- 
mentet 3? visats, ligga till höger om hvarje punkt A men till 
venster om hvarje punkt B, eftersom talet y är större än 
hvarje tal a men mindre än hvarje tal b. Det frågas om en 
dylik punkt P existerar. 
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Att så verkligen är fallet kan bevisas med stöd af föl- 
jande geometriska axiom, som uppställts af DEDEKIND !) och 
benämnes efter honom, och hvilket utgör "det matematiska 
uttrycket för den kontinuitet hvilken enligt vår åskådliga före- 
ställning tillkommer den räta linien: 


Om samtliga punkter af en rät linie delats i två klasser, 
sålunda att hvarje punkt i den ena klassen ligger till venster om 
hvarje punkt i den andra, finnes det antingen i den förra klassen 
en punkt som ligger till höger om hvarje annan. punkt i denna 
klass, eller 1 den senare klassen en punkt som ligger till venster 
om hvarje annan punkt 1 samma klass. 


För att bevisa existensen af en punkt P med de erfor- 
drade egenskaperna, indela vi samtliga punkter på x-axeln i 
två klasser, (a«) och (£), enligt följande grunder. Om en 
gifven punkt Q på nämnda axel jämföres med punkterna i 
den ofvan definierade klassen (4), inträffar det ena eller det 
andra af följande två fall: 19 Q ligger till höger om hvarje 
punkt 4; 29 Q ligger icke till höger om hvarje punkt A, 
eller m. a. o. det finnes någon punkt i klassen (4) som ligger 
till höger om &Q eller sammanfaller med Q. I förra fallet 
föra vi punkten & till klassen (£), i senare fallet till klassen ” 
(«). Till klassen («) höra speciellt alla punkter A, till klas- 
sen (fg) alla punkter B. 

Den sålunda definierade klassindelningen af den räta 
liniens punkter besitter egenskapen att hvarje punkt i klas- 
sen (ca) ligger till venster om hvarje punkt i klassen (pg). 
Ty om vi fixerat en godtycklig punkt &«, kunna vi, enligt 
grunden för vår indelning, finna en punkt A som ligger till 
höger om « eller sammanfaller med «, och å andra sidan 
ligger A till venster om hvarje punkt $g. 

Då det i klassen (A) icke finnes någon punkt som ligger 


1) Se det i noten (1) s. 461 citerade arbetet. 

Vi kunna här icke närmare ingå på de geometriska axiomen och 
deras inbördes förhållande, utan måste åtnöja oss med att i sådant af- 
seende hänvisa läsaren till något arbete öfver geometrins grunder. Dock 
bör framhållas att den s. 501 anförda satsen, hvilken vanligen benämnes 
AÅRCHIMEDES” axiom, kan bevisas med stöd af DEDEKIND's axiom, och 
därför icke behöfver upptagas bland axiomen. 
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till höger om hvarje annan punkt 4A, inses vidare att denna 
samma egenskap jämväl tillkommer klassen («). Ty till en 
gifven punkt « kunna vi som sagdt finna en punkt 4 som 
ligger till höger om « eller sammanfaller med «, och där- 
efter kunna vi i (4) välja en punkt A' som ligger till höger 
om 4. Denna punkt A” hör till klassen (2) och ligger till 
höger om den gifna punkten «. 

Enligt Dedekind”s axiom kunna vi följaktligen sluta att 
det i klassen (8) finnes en punkt, p,, som ligger till venster 
om hvarje annan punkt i samma klass. Då punkterna B alla 
höra till klassen (£) och då bland dem icke finnes någon som 
ligger mest åt venster, kan punkten 8, icke höra till (B) 
och ligger följaktligen till venster om hvarje punkt B. En- 
ligt grunden för vår klassindelning ligger f, å andra sidan 
till höger om hvarje punkt 4A. Denna punkt g, uppfyller 
således de fordringar som ofvan ställdes på punkten P, och 
enligt den i momentet 3? definierade motsvarigheten svarar 
följaktligen mot densamma det gifna irrationella talet y, som 


sålunda utgör mätetal för sträckan Of,. Härmed är den i bör- 
jan af denna paragraf formulerade satsen fullständigt bevisad. 


59, Vi hafva erhållit en entydig motsvarighet mellan 
punkterna af x-axeln till höger om origo och de positiva 
reella talen. Vi utsträcka nu denna motsvarighet, i det vi 
till en punkt P af x-axeln till venster om origo tillordna 


mätetalet för sträckan OP i förhållande till längdenheten e, 
taget med negativt tecken, och slutligen till origo själft talet 0. 
Vi hafva sålunda definierat en entydig motsvarighet mellan samt- 
liga punkter på x-axeln å ena sidan och samtliga tal inom det 
reella talområdet å den andra, och denna motsvarighet är så- 
dan att, om punkten FP, ligger till höger om punkten P>z, det 
mot FP, svarande talet är större än det tal som svarar mot 
P,, och omvändt. 

Om vi nu betrakta alla punkter i ett gifvet plan och i 
detta införa ett rätlinigt koordinatsystem samt bestämma lä- 
get af en punkt genom dess koordinater x,y i förhållande 
till detta system, kunna vi af det ofvan bevisade sluta att 
det existerar en entydig motsvarighet mellan samtliga punkter i 
planet å ena sidan och samtliga reella värdepar (zx,y) å den 
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andra. Och om vi öfvergå till rymden och bestämma läget 
af en punkt genom dess koordinater x,y,z2 i förhållande till 
ett visst rätlinigt koordinatsystem, erhålla vi likaså en enty- 
dig motsvarighet mellan rymdens samtliga punkter och alla möj- 
liga reella -värdesystem (x,y,>2). 


Öfningsuppgift. — Bevisa, med stöd af de i n? 83 och n? 84 upp- 
ställda definitionerna, följande sats om de reella talen, hvilken motsvarar 
det Dedekind'ska axiomet för den räta liniens punkter: 


Om samtliga reella tal delats i två klasser, (a) och (B), på sådant 
sätt att hvarje tal a« är mindre än hvarje tal 8, finnes det antingen ett 
största tal i klassen (u) eller ett minsta tal i klassen (B). 


Nionde kapitlet. 


Det komplexa talområdet. 


Några användningar på algebran. 


93. Den imaginära enheten och de komplexa talen. — 
Genom införandet af de irrationella talen blef det oss möj- 
ligt att lösa flere uppgifter hvilka icke hade någon lösning 
inom det rationella talområdet, samt att uppställa särskilda 
allmänna satser som äro af grundläggande betydelse för Ana- 
lysen. Hvad speciellt algebran beträffar, erhöllo vi sålunda 
den viktiga satsen att, inom det reella talområdet, hvarje 
algebraisk ekvation af udda grad har åtminstone en rot. 

Emellertid anträffa vi redan på de elementäraste sta- 
dierna af algebran uppgifter hvilka icke hafva någon lösning, 
så länge vi icke känna andra tal än de reella. Vi behöfva 
icke gå längre än till ekvationen af andra graden 


DT f =O 
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fdentiteten 
z+po+4=(z+5) +(2—-7) 


visar oss omedelbart att, om koefficienterna p och qg hafva 
godtyckliga reella värden som uppfylla villkoret & < q, ekva- 


tionens venstra membrum är positivt för hvarje reellt värde 
af zx och att ekvationen således i detta fall icke har någon 


rot. Är däremot PR kunna vi skrifva 
2 - PY RAPP IEE 
e+pe+g=(2+5) (7-2) 
= (o+E+ Va) fet VE 


där kvadratroten har ett reellt värde, hvaraf framgår att 
polynomet försvinner för 


dr 


Den betraktade ekvationen har således i detta fall två rötter, 
hvilkas värden sammanfalla om R =q. 

Sålänge vi röra oss inom det reella talområdet, kunna 
vi således icke utsäga något enhetligt resultat beträffande 
rötterna till en ekvation af andra graden, och detta gäller 
än mer om ekvationer af högre grad. En ekvation af tredje 
graden har sålunda antingen en rot eller tre rötter (hvilkas 
värden i speciella fall kunna sammanfalla), en ekvation af 
fjärde graden har antingen ingen rot eller två rötter eller 
SyTAa POLLer 028, Vi 


Om man vill ernå en enhetlig och harmonisk lärobygg- 


nad — hvilken sträfvan i alla tider utgjort en af de ledande 
och mest fruktbringande principerna i Matematikens utveck- 
ling — är endast en utväg möjlig, nämligen en ny utvidg- 


ning af talbegreppet. Det är denna utväg Matematiken till- 
gripit i det den skapat de komplexa talen. 
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Vi utgå från den enklaste ekvation som icke har nå- 
gon lösning inom det reella talområdet, nämligen ekvationen 
x?+1=0 eller 


(1) REL 


och införa en ny symbol eller ett nytt tal hvilket vi tillägga . 
egenskapen att satisfiera denna ekvation, eller m. a. o. att, 
multipliceradt med sig själft, gifva till produkt —1. Med 


användande af rotbeteckningen kunde detta tal skrifvas V—1. 
För att framhäfva dess symboliska karaktär har man emel- 
lertid, enligt EULER's och Gauss” förslag, för detsamma infört 
ett särskildt tecken, nämligen bokstafven i. 

Med 7 förstås således ett nytt tal hvilket tillägges egen- 
skapen 


fr Rö eller säo =o 10 


Detta tal benämnes den imaginära enheten. 

För att de vanliga räkneoperationerna må kunna utföras 
inom det utvidgade talområdet, erfordras främst att den nya 
enheten 7; skall kunna förbindas med de reella talen genom 
addition och multiplikation, och vi ledas sålunda till att, sam- 
tidigt med :, såsom nya tal införa alla uttryck af formen 


(2) a+ib, 


där a och b äro godtyckliga reella tal. Hvarje dylikt uttryck 
benämnes ett komplext tal; a kallas talets reella del, tb dess 
imaginära del. I stället för ib skrifves äfven bi, och denna 
ordningsföljd för faktorerna användes i regel om b har ett 
numeriskt värde. ; 

Om a=0, har det komplexa talet formen 0—+:tb och 
betecknas enklare med ib. . Talet säges i detta fall vara rent 
imaginärt. 

Är åter b = 0, antar talet (2) formen a+:i.0. Vi införa 
definitionen 


(3) 00 OR 


och erhålla då a+:.0=4a. Talet (2) reducerar sig således 
i detta fall till ett reellt tal. 
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Två komplexa tal 
a-+idb och a— id, 


hvilkas reella delar äro lika medan de imaginära delarna 
hafva motsatta tecken, benämnas konjugeradt komplexa tal, 
eller kortare konjugerade tal eller konjugattal. Det konjugerade 
talet till ett reellt tal är identiskt med detta tal. 

Sedan vi infört de nya talen, är vår första uppgift att 
bestämma när två af dem skola anses såsom lika. Vi upp- 
ställa i sådant afseende följande allmänna kö 


Definition. — De komplexa talen a—+ib och a'+ib"' äro 
lika blott om man samtidigt har a = a' och b =>". 

Speciellt är a—+H:ib lika med 0 blott i det fall då a och b 
samtidigt försvinna. 


Sammanfattningen af alla komplexa tal benämnes det 
komplexa talområdet. Detta innehåller det reella talområdet 
såsom en del. 


94: De rationella operationerna inom det komplexa tal- 
området. — Vi gå nu att definiera räkneoperationerna med 
komplexa tal, och låta härvid åter leda oss af den s.k. prin- 
cipen om de formella räknelagarnas permanens, d. v. s. vi söka 
uppställa våra definitioner så att de egenskaper, hvilka till- 
kommo de rationella operationerna inom vårt tidigare tal- 
område, såvidt möjligt bibehålla sin giltighet inom det utvid- 
gade området. Tillämpningen af denna princip ställer sig i 
förevarande fall synnerligen enkel, ty vi hafva endast att 
undersöka hvilken form resultatet af den betraktade opera- 
tioneh skulle erhålla i händelse tecknet 2 för den imaginära 
enheten representerade ett reellt tal, samt att härefter se till 


om definitionslikheten i” = — 1 möjligen medför någon reduk- 
tion af det erhållna uttrycket. 


19. För additionen ger oss ofvannämnda princip ome- 
delbart följande 


Definition. — Med summan af tvenne komplexa tal, 


a+ib och a'+:ib'", 


OF 
förstås det tal, 
(Era EE (000: 


t hvilket den reella delen är lika med summan af de gifna talens 
reella delar och koefficienten för enheten i lika med summan af 
motsvarande koefficienter i de gifna talen. 


Exempelvis är 


IST AG SA SNES 02 


Ur vår definition följer omedelbart att additionen är 
kommutativ, d. v. s. att 


(a + ib) + (a'+id') = (a"+:d") + (a+:ibd). 
Ty med summan i venstra membrum förstås det komplexa talet 
(ata) Fi l(o+b) 
och med summan i högra membrum talet 
(EF a) ET (0T 0). 


Men då kommutationslagen gäller för reella tal, är a+a'= 
a'+a och b+b"=b"'"+b, och enligt definitionen i slutet af 
föregående paragraf äro de två summorna således lika. 

På analogt sätt kontrolleras giltigheten af associationslagen: 


((a+Hib)+(a'+ib')) +(a”+ib”)=(a+id)+((a'+id")+(a”+ibd”)), 


hvilket läsaren själf bör utföra. 
Vi kunna häraf sluta (jmf. n? 85) att additionen med 
komplexa tal följer samma regler som additionen med reella tal. 


20. Vi fråga oss nu om man kan subtrahera ett gifvet 
tal a'+:idb" från ett annat a—+:b, d.v.s. om det inom det 
komplexa området finnes ett tal x + :y som uppfyller villkoret 


a—+ ib =/(a'+ ib") + (x+iy). 
Detta villkor kan, enligt föregående definition, skrifvas 


a+tib=(a'+F2x)+i(b'+y), 
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och är således, enligt definitionen i slutet af n? 93, ekviva- 
lent med ekvationssystemet 


a =O Tr Ba 
Härur erhålles för x och y de fullt bestämda värdena 
x=04—-053 Yy=0-—05 


Subtraktionen inom det komplexa talområdet är följaktligen alltid 
möjlig och entydig, och verkställes enligt formeln 


(a—+ ib) —(a'+ib') = (a— a') Hi(b—- 0 


Speciellt må framhållas att det motsatta talet till a + ib, 
d. v. s. det tal. som, adderadt till a +ib, ger summan 0, ut- 
göres af det komplexa talet — a — ib. 


39. Vi gå till multiplikationen af två komplexa tal, 
a+ib och a'+ib"'. 


Om vi ett ögonblick under : tänka oss en reell kvantitet och 
operera enligt de regler som gälla inom det reella talom- 
rådet, erhålles för produkten (a +:0b)(a'+:ib') uttrycket 


Ga eobD-E TUNGOR) 
hvilket på grund af likheten i” = —1 reducerar sig till 
(oa'— bb") + i (ab'+ba'). 
Vi ledas sålunda till följande 
Definition. — Med produkten af de komplexa talen 


a+Fib och ä'+ib' 
förstås talet 


(4) (aa'— bb") +i(ab'+ ba"). 


Exempelvis är 


(21-50) (LR RA 
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Uttrycket för produkten förenklas om en af faktorerna 
är reell. Om vi t. ex. antaga att b'= 0, erhålles 


(EE (a+:ib)a'=aa'+iba"'. 


Om åter a' = a och b'"= —b, d. v. s. om de gifna talen 
äro konjugeradt komplexa, erhålles för deras produkt den 
enkla formeln 


(4)” (a + ib) (a— ib) = a? +b?. 


Ur vår definition följer vidare att produkten har värdet 0 
om någon af faktorerna är lika med 0. Ty om vi t. ex. antaga 
a+:ib=0, är samtidigt a = 0 och b =0, och såväl den reella 
delen som koefficienten för i i uttrycket (4) har då värdet 0. 

Vi böra nu kontrollera att, på grund af den definition 
vi uppställt för produkten, multiplikationens grundegenskaper 
allmänt gälla inom det komplexa talområdet. 

Kommutationslagen gäller, d. v. s. man har 


(a + ib) (a'+ ib") = (a'+:b") (a +:ib). 


Detta följer omedelbart däraf att, om man i uttrycket (4) 
låter a byta plats med a" och b med hb", såväl den reella de- 
len som koefficienten för 2 blir till sitt värde oförändrad. 

På analogt sätt kontrolleras giltigheten af associations- 
lagen: 


uekvb (al -+id0")) (a”+id")= (a + id) ((a' + id") (art tb”). 
Venstra membrum är nämligen lika med produkten 
lade bö') Fi (ab Fba V) (aid 

och då denna utföres enligt ofvanstående definition erhålles 
till resultat talet 
(aa'a"—ab'b"—a'b"b—a"bb')+ilaa'b”+a'a"b+a”ab'—bb'b”). 
Såväl den reella delen som koefficienten för : i detta tal är 
symmetrisk med afseende å de tre talparen a och b, a” och b'", 
a” och b”, d. v. s. förändras icke om man samtidigt låter t. ex. 


a byta plats med a'' och b med b”. Man sluter häraf att högra 
33 
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membrum i den likhet det gäller att bevisa representeras af 3 
detta samma tal, hvilket läsaren uppmanas att kontrollera 
jämväl genom direkt uträkning. 

Slutligen gäller äfven distributionslagen: 


(a+idb)((a'+id')+(a” +id”))=(a+id)(a'+id')+(a+id)(a"+id"), 


hvilket vi öfverlemna åt läsaren att verificera. 

Vi sluta häraf att de s. 478 omnämnda allmänna egen- 
skaperna hos multiplikationen äro giltiga jämväl inom det kom- 
plexa talområdet. 


49, Vi gå till divisionen af två komplexa tal, a + ib och 
a'+ib'. Det gäller att finna ett sådant tal x+iy, att, om 
a'+:ib"' multipliceras med detsamma, till produkt erhålles 
talet a + ib: 


(5) a +ib=(a"'"+ ib") (x+iy). 


Om multiplikationen i högra membrum utföres, antar detta 
villkor formen 


a+ib=(a'x—b'y) +ila'y+b'x), 


och kan således ersättas med följande ekvationssystem mellan . 
de reella obekanta x och y: 


dör 
| bla talg CR 


Systemets determinant!) är lika med a'” + b'? och försvinner 
således blott om samtidigt a' = 0 och b" = 0, eller m. a. o. om 
divisorn a'—+:b' är lika med 0. Om detta inträffar har ekva- 
tionssystemet ingen lösning, såframt icke samtidigt a = 0 och 
b=0 och således dividenden a—+:?b försvinner, i hvilket fall 
ifrågavarande ekvationssystem är satisfieradt för alla värden 
af. ochiwy. 

Om divisorn a'+:ib' är skild från 0 och således äfven 


(6) 


determinanten a'” + b'? är olika 0, ger oss däremot ekvations- 
systemet (6) fullt bestämda värden för x och y, nämligen 


1) Jmf. den första noten i slutet af boken. 
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aa" Fbb!' KDE 
— ) =S Sj) 
(INA ER FR 2 äg 


och dessa äro, såsom af vårt resonemang framgår, de enda 
reella värden som satisfiera villkoret (5). Vi kunna således 
utsäga följande resultat: 


Divisionen inom det komplexa talområdet är alltid möjlig 
och entydig om divisorn är skild från 0, och kvoten erhålles då 
enligt formeln 


(7) SANNE aa'+bb sa —- ab : 


a'+1ib' FAO BR LR AG SE 
Om divisorn har värdet 0 är däremot divisionen omöjlig, 
såframt icke dividenden samtidigt försvinner, ti hvilket fall kvoten 
är alldeles obestämd. 


Om b" =0 och divisorn således är reell, erhålles för kvo- 
ten den enklare formeln 


| ; a+ib a »b 
(7) —a' Sy RR 


som äfven direkt kan verificeras med stöd af (4)Y'. 

Sedan en gång visats att kvoten existerar och är enty- 
digt bestämd, kan dess värde enklare erhållas om man för- 
länger densamma med nämnarens konjugerade tal, utför multi- 
plikationen i täljaren och nämnaren samt härefter använder 
formeln (7)': 


Hae i (aFiö) (a id") 01 ((aatFbdb!)Filba! —a0) 
a'+id"' (a'+ib')(a'— id") RNE 
prda" + ob" ba'—ab' 
FS Sd FRA 


Att detta förfarande måste leda till riktigt resultat inses om 
man multiplicerar kvotens definitionslikhet (5) med talet 
a'—ib', hvarvid resultatet med stöd af multiplikationens 
egenskaper kan skrifvas 


(a +ib)(a'—idb") = ((a'+i:ib")(a'—idb")) (x+iy). 
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Exempelvis erhålles 


S7+40 (—7+45) (140) 0 11-85 NN 
ER RE 6 EG EE EE AR a 


59. Sedan vi sålunda definierat operationerna med kom- 
plexa tal och visat att de följa samma lagar som gälla inom 
det reella talområdet, vilja vi särskildt framhålla ett par vik- 
tiga satser hvilka enkelt erhållas ur det föregående. 

Vi bevisa först följande fundamentala sats: 


Produkten af ett ändligt antal faktorer har värdet 0 alltid 
och endast om någon faktor är lika med 0. 


Af det föregående följer omedelbart att, om en faktor 
är lika med 0, produkten äfven har värdet 0. Ty vi hafva 
s. 513 direkt konstaterat detta för en produkt af två faktorer, 
och om faktorerna äro flere än två, kunna vi sammanfatta 
alla utom den som antagits lika med 0 till en enda faktor. 

Vi antaga nu omvändt att produkten har värdet 0, och 
utgå från formeln för en produkt af två faktorer: 


(a + 2b) (a' + ib") = (aa"'"— bb") + i(ab'+ba"). 
För att detta uttryck skall vara 0, erfordras att likheterna 
aa'—bb'=0 och ab'+ba'=0 


bestå samtidigt. Då vi upphöja dem i kvadrat och addera 
resultaten, erhålles 


(a 0) (a EDNER 


Men den sats vi vilja bevisa gäller för reella tal, och vi kunna 
således sluta att åtminstone den ena af faktorerna a” + b” och 
a” t+b'” är lika med 0. Om a? +b” = 0, har man a=>»b=0 
och således a + :b=0, ur antagandet at följer åter 
a'=b"=0 och således a'+ib"=0. Härmed är visadt att, 
om en produkt af två faktorer har värdet 0, någon faktor 
är lika med 0. 

För att bevisa satsen allmänt använda vi fullständig 
induktion (jmf. s. 51). Vi antaga således satsen riktig för en 
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produkt af » faktorer, och visa att den då äfven gäller för 
en produkt af n + 1 faktorer: | 


(8) Ar. 09.0 At 1s 


För detta ändamål behöfva vi endast skrifva denna produkt 
under formen 


(01.2... An): Ant+ly 


i det vi tänka oss de » första faktorerna sammanfattade till 
en enda. Vi kunna nämligen då af det ofvan bevisade sluta 
att, om produkten har värdet 0, åtminstone den ena af fak- 
torerna (da;0«,..«»,) och a,+1i är lika med 0. Men om fak- 
torn (ce, 0a,..0,) är lika med 0, försvinner åtminstone ett af 
talen «,,042,...,24.,, eftersom vi antagit satsen riktig för en 
produkt af n faktorer. Om produkten (8) har värdet 0 är 
alltså en af dess faktorer 0, och vår sats är således riktig för 
en produkt af n + 1 faktorer, h. s. b. 

Då nu satsen direkt bevisats för n=2, följer ur det 
sagda successivt att den gäller äfven för n =3,4,5,... 


69. En annan viktig anmärkning gäller frågan huru 
det resultat, som erhålles då man med ett antal gifna tal 
utför vissa rationella operationer, modifieras om nämnda tal 
ersättas med de konjugerade talen. 

Om « och p äro tvenne godtyckliga tal inom det kom- 
plexa området och &,f deras konjugerade tal, följer ur de 


definitioner vi uppställt att äfven «+ och &+$f,oa— 8 och 


o—p, af och & Bb, samt slutligen 3 och 


värden, hvilket läsaren bör kontrollera. 
Genom kombination af dessa resultat sluter man allmänt 


hafva konjugerade 


RUN 


att, om uttrycket B(c«,8,..., 4) är bildadt medels rationella 
operationer af talen «,p,..., 4, och om dessas konjugerade 
tal betecknas med «,f,...,4, det gifna uttrycket och uttryc- 
ket B (a,p,..., 4) hafva konjugerade värden. 


Låtom oss speciellt betrakta ett polynom af variabeln x 
med reella koefficienter: 


— 1 
de Ag br Ag bur 1 Än 


Ur det sagda följer att mot två konjugerade värden af varia- 
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beln, a+:ib och a— ib, svara konjugerade värden af poly- 
nomet, så att ; 


P(l(a+ib)j= A+iB, P(a—10) = A ST 


där A och B äro reella tal. Om vi antaga att a+ib utgör 


en rot till ekvationen P(2x) = 0, d. v.s. att P(a FröjE=O0fiE 


är A= B=0, hvaraf följer A—iB = 0 eller P(a— ib) = 0, 
och a—i:ib utgör således äfven en rot till nämnda ekvation. 
Vi erhålla således följande viktiga sats: 


Om en algebraisk ekvation med reella koefficienter har en 
komplex rot a+:1b, utgör det konjugerade talet a — ib äfven en 
rot till ekvationen. 


Öfningsuppgifter: 
1) Angif följande uttrycks värden (n är ett positivt helt tal): 


d 2+7 XY? SH SH 
SE (14-25) 
—3—+4; SN (LEARN 


rdr (15h20), 
2 ( 


2) Undersök i hvilka fall summan, skillnaden, produkten eller kvo- 
ten af två komplexa tal har ett reellt värde. 
3) Bilda de reella och de imaginära delarna af funktionerna 


FÅ AA Alf ön je dl! 
2, a, NN, —> 
EEE NS ge AR 
då man sätter z=x—+iy, där x och y äro reella variabler. Insätt här- 
efter 2=Xx—-iy, och kontrollera att funktionernas uttryck förbytas i de 
konjugerade uttrycken. 


95. Ett komplext tals modul och argument. Moivre's 
formel. — Vid multiplikation och division af komplexa tal är 
det i flere fall fördelaktigt att bringa dessa tal under en an- 
nan form, för hvilken vi nu gå att redogöra. 

19. Om a och b äro tvenne reella tal, af hvilka åtmin- 
stone det ena är skildt från 0, kan man sätta (jmf. s. 102 —103) 


(9) 0 ="r C08 9; 0 SING, 


där 7 betecknar ett positivt tal, hvars värde är entydigt be- 
stämdt, samt qY en vinkel som är bestämd på en heltalig mul- 
tipel af 2x när. Villkoren (9) gifva oss nämligen, då de 


upphöjas i kvadrat och adderas, r” = a” + Db” och således 
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(10) rea tot, 


hvilken kvadratrot vi taga med positivt tecken. Genom insätt- 
ning af detta värde för r erhålles ur (9) 


(CL cosq = —L » sing = (ES 


VKakd" Fa 2 
Dessa likheter äro kompatibla, ty summan af kvadraterna på 
deras högra membra är lika med 1, och de bestämma således 
vinkeln g& på en heltalig multipel af 27x när. Denna vinkel 
blir entydigt bestämd om man ytterligare pålägger densamma 
t. ex. villkoret 0 <Zqy < 2x. 
Ur villkoren (11) följer äfven 


b b 
tang 9 = a 9 = are tang 3? 


men kvadranten för vinkeln qg är härigenom ännu icke be- 
stämd, utan bör man tillika observera tecknet för cos q eller 
för sin & , hvilka tecken enligt (11) öfverensstämma med teck- 
nen för a och Db. 

Ur det sagda sluta vi omedelbart till följande resultat: 


Hvarje komplext tal a + ib kan bringas under formen 


a+ib => (COS 9 +? sin q), 


där talet r, som är > 0, bestämmes genom likheten (10) och vin- 
keln & genom likheterna (11). 


Talet 7 benämnes det komplexa talets absoluta belopp eller 
modul, och betecknas 


la+:ibl| eller mod (a +:b). 


Vinkeln q& åter kallas det gifna talets argument; vi använda 
för densamma beteckningen 


arg (a + ib). 


Moduln af talet a+:b har värdet 0 blott om a = 0 och 
b=0, d. v. s. om talet själft har värdet 0. I hvarje annat 
fall är moduln ett positivt tal. 
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Om talet a—+:b har värdet 0, är dess argument q all-/ 


deles obestämdt; är talet skildt från 0, är däremot dess argur 
ment genom likheterna (11) bestämdt på en multipel af 2x när. 
Exempelvis erhålles för talet 1— i 


ESV 1 (1) IRON ES SS sin gq = a 
hvarur följer 


g = —7 + en heltalig multipel af 2x, 


Vi kunna således skrifva 
(12) [242 (cos (>) + isin (—7)) 


Om speciellt b = 0, i hvilket fall a + ib reducerar sig till . 
det reella talet 4, är moduln > lika med Va?, eller lika med 
det numeriska värdet af a. Villkoren (11) antaga åter formen 


COS 9 = rä” sing =0. Om talet a är positivt är alltså 


cosY = 1, om a är negativt är cosq = —1. Argumentet af 

ett positivt reellt tal är således lika med 0, argumentet af 

ett negativt reellt tal lika med x, på en multipel af 2x när. 
Exempelvis är 


2 = 2 (cos 0 + 7 sin 0), — 2 = 2 (cos x +? sin x). 


Om åter a = 0 och vi således hafva ett rent imaginärt 


tal :b, erhålles r = Vv? = det numeriska värdet af talet b, 


och villkoren (11) reducera sig till cosq = 0, sing = FT 
hvarur. man sluter att & = 3 om b>0,p= 5 om b<0, 
på en multipel af 2x när. 


Man finner sålunda 


1= C08 5 + isin 3, — 30 = 3(c0os(—5)+isin (=3)): 


Vi betona ännu följande resultat, som direkt framgår ur 
hvad vi sagt om ekvationssystemet (9) samt ur definitionen 
för komplexa tals likhet: 
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Om två komplexa tal a+:b och a'+1ib' äro lika, hafva 
deras moduler samma värde och skillnaden mellan deras argument 
är (om talen äro £0) lika med en heltalig mångfald af 2; och 
om dessa villkor äro uppfyllda, äro omvändt talen lika. 


20. Enligt definitionen för produkten af tvenne kom- 

plexa tal, erhålles likheten 
(cos 9 , + 2 Sin 91) (Co0S f&. +? sin 9.) = 
(COS 9: COS få» — SiN 9, SiN 9.) +? (SsiN q&, COS fa + COS p, SiN >), 
hvilken på grund af de trigonometriska funktionernas addi- 
tionsteorem reducerar sig till 
(13) (cos 9, + 1 sin 9;) (CO få +: sin 9.) = 
cos (qi +t P2) ti sin (9, +). 

Å andra sidan följer ur regeln för kvotens beräkning 


i COS q — I Sin 9 COS 9 — i Sin P 


COS 9 + SiN P a (cos p + i Sin q) (cos qå —-ising) cos? q + Sin? 9 ” 


eller slutligen 


1 
COS q + I Sin q 


(14) = cos(— y)+2sin(— 9), 


och med stöd af denna formel och formeln (13) erhålles 


EE SN Pun (Cosgy-tisiny,) (tos(=-mr) Fisin-gYy) 


COS pa + 7 SIN Pa 
= COS (qi — pa) Fi Sin (9, — P2). 


Om nu 2, och 2, äro två gifna komplexa tal och om vi 
skrifva dem under formen 


2, = 74 (COS 9, + i Sin Yi), Z2 = 72 (COS Ya +? Sin P3), 


erhålles för deras produkt och kvot enligt (13) och (15) ome- 
delbart uttrycken: 

(16) 2122 = ri 72 (COS(9Y, + f2) +isin(g, +), 

== (cos(g,— 2) +isin(9;— 9). 
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Vi utsäga dessa resultat i följande satser: 


faktorernas moduler och till argument summan af faktorernas 
argument. 

Kvoten af två komplexa tal har till modul kvoten af tälja- 
rens och nämnarens moduler samt till argument skillnaden mellan 
täljarens och nämmnarens argument. 


39. Ur likheten (13) sluter man medels fullständig in- 
duktion följande allmännare resultat: 


(cos 9, +? Sin 91) (COS q. + i Sin fy)... (COS 9, +? sin p,) 
= cos (fi Ffa tt pu) t+tisin (9, Fp FER 


Härur erhålles speciellt, om man sätter 9, = p.=::=q,=09, 
den eleganta formeln 


(AT (cos q Fi sin q)” = cosng +i sin ng, 


hvilken efter sin upptäckare benämnes MOIVRE'”s formel. Den- 
samma gäller äfven om exponenten är ett negativt helt tal, 
ty enligt (17) och (14) erhålles 

(17) (cosy +Hising) ” = : —= : 


2 (cos p +isin qp)” 2 cosnq + i sinn gp 


= cos (— nq) +: sin (— ny). 


Formeln (17) gäller slutligen äfven för n =0, om vi åt a” 
gifva betydelsen 1 äfven då basen a är ett komplext tal. 
MOIVRE's formel är således bevisad för hvarje vinkel q& och för 
hvarje helt tal n. 

Ur formeln (17) följer för den n'? potensen af ett kom- 
plext tal det enkla uttrycket 


(7 (cos 9 + i sin g&'))" = r” (cosng +isinng). 
Exempelvis erhålles (jmf. likheten (12)) 
(END = (2) (cos (- =) + sin (- 7) 


= 2? (cos (5) — i sin (5) = SD ME 


+ 


z i 


RE: 


Sr 


Produkten af två komplexa tal har till modul produkten af = 
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49. Med hjälp af MoIiVRE'sS formel ernås alldeles enkelt 
några viktiga transformationer af de trigonometriska funk- 
tionerna, hvilkas härledning utan användande af komplexa 
tal skulle erfordra en vida längre kalkyl. 

Om man utvecklar venstra membrum i (17) enligt bino- 
mialsatsen, är summan af de reella termerna lika med cos n q, 
summan af de imaginära termernas koefficienter lika med 
sinng. På detta sätt blifva cosnq och sin ny uttryckta så- 
som polynom af cosy och sing. De erhållna uttrycken 
kunna ännu transformeras medels likheten sin? q& + cos? äg =1, 
och man finner sålunda allmänt att 


cosny = P, (cos q&), sinngy = Q, (cos 9) sin &, 


där P, och &Q, äro polynom af cos q& , hvilket resultat läsaren 
bör verificera. 
Exempelvis erhålles för n = 3: 


COS 3 f = COS? q — I COS q Sin? q& = 4 COS? q — 3 COS gp, 
sin 39 = 3 CoS? q Sin q& — sin? q& = (4 cos? ä& — 1) sin g. 


Omvändt kan med stöd af MoIiVvRE's formel hvarje po- 
sitiv heltalig potens af cosq och sin & uttryckas såsom en 
lineär funktion af cos 9, cos2gq, cos3g9,... eller af sin 9, 
sin 2q, sin 3g9,.... Om vi för korthetens skull sätta 


cos 9 + 2 sin 9 = q, 
är enligt (14) 


COS q — i Sin 9 = a 


och ur dessa likheter erhålles genom addition och subtraktion 


08 cg Herl) smo kl) 


Formlerna (17) och (17)' gifva oss likaså 
, l n 1 1 RR ik NET I 
(18) cosnq = 3 (4 +) sin ny = 3; (4 =) 


för hvarje helt tal n. De sökta formlerna erhållas om man 
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utvecklar den betraktade potensen af cos q eller sin & efter 

positiva och negativa potenser af äg med hjälp af likheterna 

(18) och reducerar resultatet enligt likheterna (18). 
Exempelvis erhålles på detta sätt 


eos 9 = sö la" + a) ålen 2) 


1 l 3 
= 3 COS 49 + 5 COS2Y + 37 


Å 1 I OC 1 2 1 
sin” & = 357 (4'— ga) — ara (2 ga) bran 
= 2; sin 5 — sp Sin 34 sin gr 


Öfningsuppgifter: 


1) Härled ur formlerna (16) villkoret för att produkten eller kvoten 
af två komplexa tal skall hafva ett positivt eller ett negativt reellt värde. 
2) Angif följande komplexa tals moduler och argument: 


NN ben. SA AR —2—21, CoSL —-1tSinx, Sin XF COSX. 
3) Beräkna de absoluta beloppen af följande uttryck: 


(3+-40)(=LED 
(1 -2)(3- 00 


—- 2i(3+i)(2+4i) (1+i), 


4) Beräkna medels logaritmer värdena af funktionerna 


för 2=1,243 + 0,671i. 
5) Uttryck cos5q och sin6 9 genom potenser af sin 9 och cos 9. 


6) Uttryck cos & ,sin? 9 samt cos? g9 sing genom siner eller cosi- 
ner af heltaliga multipler af 9. 


7) Bevisa medels formlerna (18Y' följande likheter: 


n—1 n—1 
2v OM 
) COS 05 ) sin 08 
n n 
v=0 Vy==0 


AE < sin (re 
1+2cosq+2cos29 + +2cosnq= Bin £9 
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96. Geometrisk framställning af de komplexa talen samt ai 
operationerna med dessa tal. — I slutet af senaste kapitel sågo 
vi att man kan uppställa en entydig motsvarighet mellan de 
reella talen och punkterna på en rät linie. Vi skola nu 
visa att talen inom det komplexa området entydigt kunna 
afbildas på punkterna i ett plan, på sådant sätt att opera- 
tionerna med nämnda tal motsvaras af alldeles enkla geo- 
metriska konstruktioner i planet. 

19. Vi välja i planet ett rätvinkligt koordinatsystem och 
fastställa en viss längdenhet e. Den sökta afbildningen er- 
hålles då helt enkelt sålunda att vi låta det komplexa talet 
a—+:ib motsvaras af den punkt i planet hvars abskissa x har vär- 
det a och hvars ordinata y har värdet b. Mot hvarje gifven 
punkt (x,y)i planet svarar 
då omvändt ett besiämdt 
komplext tal, nämligen talet 
x+:ty. Mot tvenne olika 
punkter svara tvenne olika 
tal, och omvändt, ty talen 
a—+U:b och a'+:ib' äro enligt 
vår definition lika blott om 
samtidigt a = a" och b = D+, 
och punkterna (a,b) och 
(a',b') sammanfalla å sin sida endast om dessa samma vill- 
kor äro uppfyllda. Motsvarigheten mellan talen inom det 
komplexa området och planets punkter är således entydig. 

Är b=0 och det gifna talet således reellt, ligger den 
motsvarande punkten på x-axeln, hvilken därför äfven be- 
nämnes den reella axeln. Talet 0 motsvaras af origo, de po- 
sitiva reella talen af punkter på x-axelns positiva hälft och 
de negativa reella talen af punkter på dess negativa hälft. 

Är åter a = 0, i hvilket fall vi hafva ett rent imaginärt 
tal ib, faller bildpunkten på y-axeln, i positiv eller negativ 
riktning från origo beroende på om hb >0 eller b<0. På 
grund häraf benämnes y-axeln äfven den imaginära axeln. 

Mot tvenne konjugerade tal, a+ib och a— ib, svara 
punkter som ligga symmetriskt med afseende å x-axeln; tvenne 
motsatta tal, a+/ib och — a— ib, representeras åter af punk- 
ter som ligga symmetriskt med afseende å origo. 


(-2-i) 


(2-1) 
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I vår afbildning erhålla jämväl moduln och argumentet = 
af det komplexa talet en enkel geometrisk betydelse (jmf. figu- = 
ren på föregående sida). Afståndet r från origo till punkten 
a+ib, såsom vi härefter kort benämna den punkt som sva- 
rar mot talet a+:ib, har nämligen till mätetal uttrycket 


Varkon hvilket utgör det komplexa talets modul. Om vi 
å andra sidan med q beteckna den polära vinkeln för punk- 
ten a+i:ib, eller den vinkel dess radius-vector bildar med den 
positiva x-axeln, räknad så som den analytiska geometrin 
föreskrifver, erhålles omedelbart 


COS S - sin q a SN 
aa = SEA : So 
g LAR i Vag 
och vid jämförelse med likheterna (11) sluta vi härur att 
vinkeln 9 utgör det komplexa talets argument (på en multi- 
pel af 2x när). 


Moduln och argumentet af ett komplext tal a—+ ib represen- 
teras således geometriskt af de polära koordinaterna för den mot 
talet svarande punkten, hvars rätvinkliga koordinater äro a och b- 


20. Vi skola nu undersöka af hvilka geometriska kon- 
struktioner operationerna med komplexa tal motsvaras i den 
ofvan beskrifna afbildningen. 

För summan af talen 


ga +idbioch 25 + WW 
hafva vi uppställt definitionen 
2+2'=(a+a"') +i(b+)b"). 
Denna summa representeras således geometriskt af den punkt 
i planet hvars koordinater 
Yy Z+2" äro x = a +a'ochy=-b+b". 
Om vi välja punkten z till 
; origo för ett nytt koordinat- 
| system hvars axlar äro paral- 
Öre lella med de gifna koordinat- 
axlarna, har nämnda punkt 
i detta system koordinaterna 
(a+a')— a=2a"' och (b +b") 
—b=b"'. Häraf framgår ome- 
delbart följande resultat: 
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Om från punkten 2 drages en sträcka som har samma 
längd och samma riktning som sträckan från origo till punk- 
ten 2', motsvarar denna sträckas ändpunkt summan z+>2'. 

Detta resultat kan uttryckas kortare om vi göra bruk ' 
af begreppet vektor, hvilket definierats s. 8. 

Vi införa såsom geometrisk representant för ett komplext 
tal 2=a—+ib, jämte punkten med koordinaterna x = a,y=)b, 
vektorn från origo till denna punkt, hvilken vi beteckna 
med V.. Denna vektors längd (d. v. s. sträckans mätetal i för- 
hållande till längdenheten e) är, enligt hvad i slutet af mo- 
mentet 12? visats, lika med moduln af talet 2, och dess rikt- 
ningsvinkel, d. v. s. den vinkel dess riktning bildar med x-axelns 
positiva riktning, är lika med argumentet af nämnda tal (på 
en multipel af 2x när). 

Omvändt kan hvarje vektor i planet, dess begynnelsepunkt 
må vara hvilken som helst, betraktas såsom representerande 
ett komplext tal, nämligen det tal hvars modul är lika med 
vektorns längd och hvars argument är lika med dess rikt- 
ningsvinkel. Detta tals reella del är då lika med vektorns 
projektion på x-axeln (uppmätt med längdenheten och tagen 
med behörigt tecken) och koefficienten för dess imaginära del 
lika med vektorns projektion på y-axeln. 

I enlighet härmed representera tvenne vektorer samma 
tal, och betraktas alltså såsom sinsemellan lika, om de äro 
lika långa och hafva lika stora riktningsvinklar; den ena af 
dem kan då erhållas ur den andra genom en parallellför- 
skjutning. 

Vi hafva vidare att göra bruk af geometrisk addition af 
två vektorer, V, och V.. Härmed förstås följande operation, 
hvilken spelar en viktig roll såväl i matematiken som i fy- 
siken: 

Utgående från slutpunkten af vektorn V, afsättes en ny 
vektor lika med V,. Den vektor som har samma begynnelse- 
punkt som V, och samma slutpunkt som den nya vektorn 
utgör då den geometriska summan af vektorerna V, och V3. 

Det resultat vi ofvan erhållit beträffande konstruktionen 
af summan Zz+e2"' kan nu kort utsägas som följer: 


Vektorn V..» utgör den geometriska summan af vektorerna 
KERDER Vv >. 


UAE 
NOTE 
ARE 
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Då vi låta addenderna byta plats, och således förskjuta 
vektorn V. parallellt med sig själf så att dess begynnelse- 
punkt sammanfaller med slutpunkten af vektorn V;, erhålles 
samma resultat som i förra fallet. Om båda konstruktionerna 
utföras i samma figur, erhålles en parallellogram i hvilken 
vektorerna V.; och V, utgöra två i en hörnpunkt samman- 
stötande sidor (jmf. figuren s. 5326); den från samma hörn- 
punkt utgående diagonalen representerar vektorn V;;z. 

Om vi under vektorerna V, och V, tänka oss krafter, 
föreställer vektorn V.;,. dessa krafters resultant. 

Allmänt erhålles summan 2, +t2Z,o+t-:::+Z, genom geo- 
metrisk addition af vektorerna V.,, Va,..., Vz,. Vi afsätta 
först från slutpunkten af V., en vektor lika med V,,; denna vek- 
tors slutpunkt motsvarar 2, + 2,. Utgående från denna punkt 
afsätta vi en vektor lika med V.,, hvarvid vi komma till punkten 


2Z,t20o+2;. Från denna afsätta vi åter en vektor lika med 
V., o.s.v. De sålunda efter hvarandra afsatta vektorerna 
Va, Var.» Vi, bilda en från origo utgående polygöpaknare: 


hvars andra ändpunkt motsvarar summan 2, +2o +: +t2n. 
Vektorn från origo till denna ändpunkt föreställer resul- 


tanten till de krafter som kunna tänkas representerade genom : 
Om speciellt 2, t22 +t::'+tZa=0, 
sluter sig den polygonala linien; resultanten till de betrak- 


MORtOTolta Ka, Vass Ve 


n 


tade krafterna är således i detta fall lika med 0, d. v. s. kraf- 
terna hålla hvarandra i jämvikt. 


39. HBSidorna i den triangel hvars hörnpunkter utgöras 
af origo samt punkterna 2 och z+>2" (jmf. figuren s. 526) 
hafva längderna |2|,!2'| och |J2+2'|. Enligt den kända sat- 
sen i elementargeometrin om triangelns sidor kunna vi härur 
omedelbart sluta till olikheterna | 


(19) 2-2" 


Seen 


2 FT 


Ur den geometriska åskådningen framgår vidare omedelbart 
att likhetstecknet till höger gäller blott om vektorerna V; och 
V; hafva samma riktningsvinkel, eller m. a. o. om argumen- 
ten för talen 2 och 2' äro lika eller skilja sig med en mul- 
tipel af 2x, samt att likhetstecknet till venster gäller blott i 
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det fall då nämnda vektorers riktningar äro motsatta, d. v. s. 
då skillnaden mellan argumenten för talen 2 och 2' är lika 
med &x (på en multipel af 2x när). 

Olikheterna (19), hvilka oupphörligt komma till använd- 
ning i Analysen, erhållas äfven lätt på analytisk väg om de 
gifna talen skrifvas under formen 


(20) 2=>7(cosq +ising), 2' =>" (cos 9"+isin 9"). 
För talens summa erhålles då uttrycket 
Z+2' = (r cos 9 +r'cos 9&') + i (r sin q +r'sin 9"), 
hvarur följer 
|2-+2'| = (r cos q +r'cos 9')” + (r sin 9 + r'sin 9')? 
= r' + 2rr' cos (9 — 9') tr. 
Då cos (q—9') är €1 och >—1, sluta vi härur 


(r—r'V' Z|e+2' Ar +r')? 
eller 
Ir—r'[ le +2' UU Er +, 


där likhetstecknet till höger gäller om cos (q — 9") = 1, d. v. s. 
om 9 — 9" är lika med 0 eller en multipel af 2x, likhetsteck- 
net till venster om cos (9 — 9') = —1, d.v.s. om 9 — 9" är 
lika med x, på en multipel af 2x när. Vi återfinna således 
de tidigare resultaten. 

Den senare af olikheterna (19) kan medels fullständig 
induktion, och äfven omedelbart med stöd af den ofvan an- 
gifna geometriska konstruktionen, generaliseras till en summa 
af ett godtyckligt antal termer. Man erhåller sålunda föl- 
jande sats, som spelar en viktig roll i Analysen, och hvilken 
tidigare bevisats för reella tal (jmf. s. 42): 


Det absoluta beloppet af en summa af ett ändligt antal ter- 
mer är mindre än eller lika med summan af termernas absoluta 
belopp: 


ka ar Za) Sk ikkalie ls 
Likhet äger rum blott i de fall då termernas argument alla 
äro lika eller skilja sig från hvarandra med nvultipler af 2. 
34 
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49, Skillnaden mellan 2 och 2' är det tal som, adderadt 


till 2', ger till summa Zz. För att geometriskt representera Zz — 2” 
hafva vi således, enligt hvad i momentet 29 visats, att söka 
en sådan vektor att, om den geometriskt adderas till vek- 
torn V>, till summa erhålles vektorn V;. Men denna egen- 
skap tillkommer, såsom ur figuren s. 526 omedelbart framgår, 
vektorn från punkten 2' till punkten 2, hvilken sammanfaller 
med den andra diagonalen i den tidigare betraktade paral- 
lellogrammen. Denna vektor representerar således skillnaden 
2—>2', hvilket för öfrigt direkt framgår därur att dess pro- 
jektioner på koordinataxlarna hafva värdena a — a' och b — b'. 
Särskildt bör observeras att det absoluta beloppet af skillnaden 
g2—2' representeras af afståndet mellan punkterna 2 och 2". 

Man kommer till samma resultat om man uppfattar 
2—2' såsom summa af talen 2 och — 2" och i enlighet härmed 
geometriskt adderar vektorerna V.; och V- >, hvilket läsaren 
uppmanas att själf utföra. 


59; Om talen 2 och 2" skrifvas under formen (20), er- 
hålles för deras produkt uttrycket 


22' =+rr' (cos (9 + 9") +i sin (9 + 94')). 


Den motsvarande vektorn V., har således längden rr' och 
riktningsvinkeln & + q&", och kan följaktligen erhållas ur vek- 
torn V;, hvars längd är r och riktningsvinkel g&, sålunda att 
denna vrides kring origo om vinkeln 
q9' = arg 2' och därefter förlänges i 
förhållandet >':1 eller |2'|:1. Ur 
figuren framgår att den triangel 
hvars hörnpunkter äro 0,2 och 22” 
är likformig med den triangel som 
har hörnpunkterna 0,1,2", hvilken 
egenskap leder till den enklaste kon- 
struktionen af punkten 22" då origo 
och punkterna 1,2,2' äro gifna. 

Om f9'=0 och faktorn 2" således är reell och positiv, 
erhålles vektorn V., genom att vektorn V, förlänges i för- 
hållandet |2'|:1, utan att dess riktning ändras. 


Förkag 
SALE 
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År åter r' = 1 och således 2' = cos q9' +i sin 9&', framgår 
vektorn V.> ur V; genom en vridning kring origo om vin- 
keln &'. | 


69. Vi betrakta slutligen kvoten af talen (20), för hvil- 
ken erhålles likheten 


2 
zz 


= (08 (9 — 9") +isin (9 — 9"). 


Ur denna framgår att vektorn från origo till punkten 5 kan 


erhållas sålunda att vektorn V., vrides kring origo om vin- 
keln — 9' = — arg 2' och därefter 
förlänges i förhållandet 1:j2'|. 
Konstruktionen utföres åter enk- 
last med hjälp af likformiga tri- 
anglar, ty ur närstående figur 
framgår att triangeln med hörn- 


Zz oc e . 
punkterna 0,z, SRA likformig 


med den triangel hvars hörnpunk- 
tera röor 0 ren Ia 


Öfningsuppgifter : 


1) En liksidig triangel har origo till medelpunkt och punkten z=1 
såsom en hörnpunkt. Hvilka komplexa tal motsvara triangelns öfriga 
hörnpunkter? 

2) Vi betrakta alla de tal z inom det komplexa området som upp- 
fylla villkoret |2—-2,|/=r, eller villkoret |2—-2,|<r, där r är ett posi- 
tivt tal och 2, ett gifvet komplext tal. Huru ligga de motsvarande 
punkterna i z-planet? 

3) Huru konstrueras följande uttryck, då längdenheten och punk- 
ten z äro gifna: 


? 


si SE su bAa on SLR 


ISPAs FSE 


2 
v 


Oo AR 
fälg 


4) Konstruera geometriskt de punkter som motsvara de heltaliga 
potenserna af uttrycken cos q +ising och r(cosq+ising). Betrakta 
särskildt det fall då & == 

5) Sök den geometriska orten för den punkt i planet hvars mot- 
svarande tal z uppfyller något af följande villkor: 


» där n är ett positivt helt tal. 
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a) |(2—-2:)(2—-2.)| = en positiv konstant; 
b) VÄRRE ERA positiv konstant; 
VA FN 22 
Vil 24 
E-RNES ( ) = en reell konstant. 
Z— Za 


Härvid äro 2, och 2, komplexa tal som representeras af två gifna punk- 
ter i planet. 


97. Ekvationen af andra graden. Speciella ekvationer ai 
fjärde graden som kunna återföras till ekvationer af andra gra- 
den. — Sedan vi numera behärska de komplexa talen och 
operationerna med dessa tal, skola vi visa att den ofullkom- 
lighet och den brist på harmoni som kännetecknade ekva- 
tionsläran så länge vi rörde oss inom det reella talområdet 
(jmf. s. 308), definitivt aflägsnats genom den utvidgning af 
talbegreppet som vi företagit, och att denna utvidgning så- 
ledes medfört afsedt resultat. 


19. Vi betrakta först den speciella ekvationen 
(21) 22=a+ib 


och skola visa att, om a +: 0, denna ekvation alltid har 
två olika rötter, hvilka sammanfalla om a +:ib=0. Dessa 
rötter utgöra, enligt rotbeteckningen, värdena af uttrycket 
ATEN 

Om vi sätta 2 = x+iy, där x och y beteckna reella tal, 
antar ekvationen (21) formen 


x2—y?t 2ixy = a +id. 


Densamma är således, enligt definitionen för komplexa tals 
likhet, uppfylld alltid och endast om x och y verificera de 
två ekvationerna 


(22) LA YE KYROS 
och vi hafva följaktligen att söka de reella lösningarna x,y 
till detta ekvationssystem. 

Då ekvationerna (22) upphöjas i kvadrat och adderas, 
erhålles (x” +y”)” = a? + b”, hvarur följer x +y? = Va? +b”. 
Vi böra taga det positiva värdet af denna kvadratrot, ty då 
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x och y enligt antagandet äro reella är x? +y?>0. De sökta 
lösningarna till systemet (22) verificera således ekvationerna 


r2—y?=0, 2 +y? = Va +db?, ur hvilka erhålles 


FEK +b Ret YE Va +b Ra 


2 
3 3 


och alltså 
2 2 2 2 
+ SEALS N art NN 2 Ra 


Omvändt satisfiera dessa värden x,y, huru än tecknen 


väljas, ekvationerna x'—y” = a samt (2xy)” = b”. Men för 
att ekvationen 2xy= Db skall vara uppfylld, måste tecknen 
kombineras så att produkten xy erhåller samma tecken som 
talet b har, hvilket tecken vi utmärka med sign b (af signum = 
tecken). Om vi i uttrycket för x välja tecknet +, böra vi 
således i uttrycket för y välja tecknet sign b, och likaså höra 
de motsatta tecknen tillsammans. 

Systemet (22) är alltså satisfieradt för två reella värde- 
par x,y och den gifna ekvationen (21) har följaktligen två 
rötter, hvilka kunna sammanfattas i uttrycket 


(23) = AA EEE rs EE 


där alla kvadratrötter hafva positiva värden. Dessa två röt- 

ter äro motsatta, och sammanfalla således blott om de båda 

trortkävilket inträffar om a = b = 0 och alltså. a F?0 =05 
Om b=0, i hvilket fall ekvationen (21) har formen 


ssd Tädaärd är ett reellt tal, är lägnict b =Va? = det nume- 
riska värdet af a, och rötterna (23) reducera sig således till 
+t Va om a>00, till HiV—a om a< 0. 


20. Den geometriska representationen af rötterna till lik- 
heten (21) framgår enklast om vi skrifva 


a+tib=7r7(cosq+ising), 2=0 (cos w+:sin w). 


För att nämnda likhet skall bestå, erfordras (jmf. s. 521) att 
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talen 22? och a—+:b hafva lika stora moduler samt att skill- 
naden mellan deras argument är lika med en heltalig multi- 
pel af 2x. Detta ger oss för o och w villkoren 


0 DU PSL 


där n är ett godtyckligt helt tal, och ur dessa erhålles 


och således 
2 =Vr (cos (3+ ne) 0 Si (2+na)). 


För alla jämna tal n antar detta uttryck samma värde som 
för n=0, för alla udda tal » samma värde som för Q 
och vi erhålla sålunda för rötterna till (21) följande nya 
uttryck: 


3 SR FORA 
Fa (9 (cos 5 +: sin ) 


Li yr (cos($ +=) +isin (£+=-))= —2,. 


Om vi fixera argumentet qy af talet a +:b genom vill- 
koret 0 <q << 2x, utgör q riktningsvinkel för vektorn Vi +. 
från origo till punkten a Fib: För 

att konstruera punkten 2, hafva vi 
att halfvera denna vinkel samt att 
på halfveringslinien, utgående från 
origo, afsätta en sträcka lika med yr, 
eller lika med medelproportionalen 
mellan längdenheten e och längden 
r af vektorn Vi +.,. Punkten Zz, lig- 
ger symmetriskt till 2, med afseende 
åa origo. 


39, Vi kunna nu äfven lösa den allmänna ekvationen 


(24) ajg? tt airZ + a = 0, 
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koefficienterna a,,«ada,,d. må vara hvilka tal som helst inom 
det komplexa området. Ty man har identiskt, om a, > 0, 


a a 
agg? FH aAjZ + Ad2 = aol2? +7e+2) 
0 


do 


| då YA da — fav 
= 0 ark VG Bele AK Re Bea 
o((2+35) (209)? ) 
och (24) har således samma lösningar som ekvationen 


AR AG Von iiedr feeds 
fär fx (2a.))” é 
d. v. s. lösningarna 


— a, + Var kapas 
200 


1 fe 


där kvadratroten beräknas såsom ofvan visats. Dessa lös- 
ningar sammanfalla om a,? — 4a,a., = 0. 


49, Vi skola i detta sammanhang behandla några spe- 
ciella fall då ekvationen af fjärde graden 


(25) (eV 0,02 -aj2g? Fase? Fäsg Fa, =)0 


låter återföra sig till kvadratiska ekvationer. 
Detta inträffar främst om a, = a; = 0. Ty ekvationen (25) 
har då formen 


(25Y AgZt + A22? + As = 0 


och kan följaktligen genom substitutionen 2? =x reduceras 
till den kvadratiska ekvationen 


ar Fas X FA = 0. 


Om dennas rötter äro x, och x,, har (25Y' till rötter uttryc- 
ken +Vzx, och F+Vx.,, hvilka beräknas så som i momentet 
19 visats. 

Andra fall då en reduktion af ekvationen (23) är möjlig 
framgå ur identiteten 


(26) = (a, +) + (are +) + a. 
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Vi antaga först 

Ad, = d0, U3 = Ai; 
nämnda identitet kan då skrifvas 


P2) 


22 


Få il 1 . 
= dp (22+ 5) Tids (+) + an 
och om vi införa beteckningen 
+ = "2, NVAraL följen 2 = LR 


reducerar den sig till 


(620) 


LÅ 


fe Ak? FA, LT As — 20,0. 


Vi erhålla således rötterna till ekvationen 
(25)” ag2t taj2 Hag? ta, Z+ a) = 0, 
om vi först. söka rötterna;»x, och x, till 
Ag? FA, XT As — 204) = 0 
och därefter lösa hvardera af ekvationerna z 004 OCK 


RS = Z.,, hvilka kunna skrifvas 
g2—-x,2+1=0, 2 —-2x,2+1 =0. 


Vi hafva således att lösa endast ekvationer af andra graden. 
Om vi med 2;,22 beteckna rötterna till den förra och 


med 23,2, rötterna till den senare af ofvanstående ekva- 


z ä SERA I I 
HOner, var 2,2, = 1, 2,2, = 1, NH Vvaralstöljer Zz 


22 
S EI 3 =23;. Ekvationen (23) har således den egenska- 
3 4 
pen att det reciproka värdet af hvilken som helst af dess 
rötter åter utgör en rot, hvilket för öfrigt direkt framgår 
därur att för ekvationens venstra membrum P (2) gäller den 


identiska likheten 
ot P (1) 1 IRA 
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Hvarje ekvation som besitter sagda egenskap benämnes en 
reciprok ekvation. 

Vi antaga slutligen a, = a,,a; = — a,, i hvilket fall den 
gifna ekvationen (25) har formen 


(25) agg targ Fas22— 0; 2-+a0 = 0. 
Identiteten (26) kan då skrifvas 


RE) 


22 


1 
= dy (22+ 3) + ale -3)+a 
2 Z Få 
och öfvergår genom substitutionen z as = Xx i följande: 


P2) 


2? 


= Agxk? Fa, LK HF As + 20A,0. 


Rötterna till (25) erhållas alltså om man först söker röt- 
terna x,,x. till ekvationen 


aoX? tFa,xt+tao + 2a, = 0 
+ 5, 3 Å s 
och därefter löser ekvationen 2—-=2x, samt ekvationen 
I ; 5 
Zn: LX; hvilka kunna skrifvas 


gi—Xx2—1=0, 22—x,2—-1=0. 


"nr 


Man sluter häraf att, om 2 är en rot till ekvationen (25Y'”", 


—2 äfven är det, såsom jämväl direkt framgår ur identiteten 
| 
där P(2) betecknar ekvationens venstra membrum. 
Öfningsuppgifter. Lös fullständigt följande ekvationer: 
FRRALR(IFijet I i=0; 
Met 022 25-03 


3) 22t—-523+4422-52+2=0; 


FP) 
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98. Binomiska ekvationer. — Af grundläggande bety- 
delse för algebran äro de s. k. binomiska ekvationerna, hvilka 
hafva formen 


(27) SENAT 


där nn är ett positivt helt tal och « ett godtyckligt tal inom 
det komplexa området. Om a = 0, är 2= 0 det enda värde 
som satisfierar ekvationen (27). Vi skola visa att, om a = 0, 
denna ekvation har n olika rötter, eller, annorlunda uttryckt, 


att Va har n olika värden. 
19. Vi skrifva högra membrum i (27) under formen 
(28) a = r (COS 9 + sin q&), 
där vi kunna antaga 0< fY <£ 27, och sätta likaledes 
2= 0 (COS W HT SM VG 
hvarur enligt MoIiVRE's formel följer 


"”=0"(cosnw—+isinnw). 


NN 


Det nödvändiga och tillräckliga villkoret för att talen 2" och 


&« skola vara lika är (jmf. s. 521) att deras moduler hafva 
samma värde och deras argument äro lika eller skilja sig 
med en heltalig multipel af 2x. Vi erhålla således för o 
och w likheterna 


Orr, NYE föF koks 


där &£ kan vara hvilket helt tal som helst, positivt, negativt 
eller noll, och dessa likheter gifva oss omedelbart 


där vi hafva att välja det positiva värdet af Vr, hvilket är 
entydigt bestämdt (jmf. s. 92). Ekvationen (27) satisfieras 
således af de värden hvilka uttrycket 


(29) Vr (cos (2+k-2)+isin (2+r-57)) 
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antar då för & efterhand insättas alla möjliga hela tal, och 
endast af dessa värden. Det frågas huru många och hvilka 
af ifrågavarande värden äro sinsemellan olika. 

Vi betrakta två olika hela tal, & och £"', och de mot 
dem svarande värdena af uttrycket (29). Dessa värden äro 


enligt s. 5321 lika blott om skillnaden mellan deras argument, 
S+tb YR och REN är lika med en heltalig multipel af 


2, alltså om 


(k—k')Z=h.2q och således SATTE 


hk, 


där h är ett helt tal, eller, annorlunda uttryckt, om skillna- 
den k—k"' är exakt divisibel med n. 

Häraf följer omedelbart att de värden, hvilka uttrycket 
(29) antar då man för & efterhand insätter de a» hela talen 
0,1,2,...,n —1, äro sinsemellan olika, ty skillnaden mellan 
hvilka två som helst af dessa hela tal är numeriskt mindre 
än n, och är således icke divisibel med n. Men härmed 
hafva vi äfven funnit alla de värden nämnda uttryck kan 
antaga för heltaliga värden af £. Ty om &k, är ett gifvet 
helt tal och om vi med m beteckna det hela tal som är lika 


med eller närmast mindre än Sh så att m < z <m+1 eller 


mn Ek, <mn+n, kunna vi skrifva £, = mn + pu där u är 
ett af talen 0,1,2,...,.n— 1; då skillnaden k—wu=mn är 
divisibel med n, är följaktligen värdet af uttrycket (29) för 
k=k, detsamma som för k= wu, och således lika med ett 
af de ofvan betraktade n värdena. 

Vi hafva härmed bevisat följande resultat: 


Den binomiska ekvationen 
nn (COS 9 t t3in fp) 


har, om a£0,n olika rötter, hvilka framgå ur uttrycket (29) 
uardatikl efterhand gifvas värdena 0,1,2,...,n —1. 


20. Af speciellt intresse är det fall då « = 1 och den 
binomiska ekvationen således har formen 


=S 


ND 


(27)" 
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I likheten (28) är då r = 1 och q = 0, och enligt (29) erhålla 
vi således för ofvanstående ekvations rötter uttrycken 


(200 cos (+=) + i sin (+ 57) (Ke =0 512 
Men enligt MoIiIvRE's formel är 
27 ÖRE 27 20 oda RE 
cos (+=) + 2 sin (£.7) = (cos 77 +isin 7) ; 
och om vi införa beteckningen 


2 rat Rd 
(30) Er NLU SR RA SRA 


7 


kunna vi således utsäga följande resultat: 


Rötterna till ekvationen 2" =1 kunna skrifvas under formen 


(81) IT SK NG 


där e, betecknar uttrycket (30). 


Dessa rötter utgöra de olika värdena af V1, och be- 
nämnas därför de n” enhetsrötterna. Om vi fortsätta räckan 
(31), upprepar den sig periodiskt, ty man erhåller successivt 


n + 1 n+2 2 2n—1 n—1 


Es Le, Elsa R 6 


2n 2n+1 
FT LEA EE 


n DIR 


ÖMESALVS 


n I 


Vi gå tillbaka till ekvationen (27). Om denna ekvation 
är satisfierad för 2=>2,, satisfieras den äfven af värdet 


2=2,en, k må vara hvilket helt tal som helst, ty man har 


kan n Nn k 
(20 = 2,4: (€,) KG 


Häraf sluta vi: 
Om 2, är en godtycklig rot till ekvationen 2" = 0, repre- 


senteras samtliga rötter till denna ekvation af uttrycken 


n—I 
VÄRK S ; 


2 
20? (USEL Egon rer rr 20 En 
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Dessa n uttryck satisfiera nämligen den gifna ekvatio- 
nen, enligt hvad just visades, och äro sinsemellan olika, efter- 
som talen (31) äro olika och 2,0. 


30. Vi skola nu geometriskt tolka de ofvan erhållna 
resultaten, och göra början med rötterna (31) till ekvationen 
2" =1. Det absoluta beloppet af enhvar af dessa rötter är 
lika med 1, hvilket framgår såväl ur uttrycken (29)' som äf- 
ven direkt ur själfva ekvationen, medan deras argument i 
ordning hafva värdena 


Vi erhålla således följande geometriska motsvarighet: 


Om periferin af enhetscirkeln x? +y?=>1 delas i n lika 
stora delar, utgående från punkten x=1,y=0, representera 
delningspunkterna geometriskt rötterna till ekvationen 2" =1. 


Vi hafva härmed ernått ett synnerligen intressant sam- 
manhang mellan den geometriska uppgiften att i en cirkel 
inskrifva en reguliär n-hörning, och den algebraiska uppgif- 
ten att finna rötterna till ekvationen 2” =1. 

En liknande geometrisk tolkning erhålles för rötterna 
till den allmänna ekvationen (27). Vi utgå från roten 


n 


a År fen (00) ASL LSE 
(32) 20= NV? (cos +i sin £), 


hvilken erhålles ur (29) för k = 0.. Vektorn V,, från origo 
till den punkt i planet som representerar denna rot har 


Nr 
längden Vr och riktningsvinkeln EN De öfriga rötterna till 
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(27) framgå ur 2, genom multiplikation med faktorerna 


&,€&,...,e" 1, hvilka alla hafva moduln 1 medan deras ar- 
gument i ordning äro lika med 2 2:22 EE och 


vektorerna från origo till de punkter som representera dessa 
rötter erhållas således ur vektorn V;,, då denna vrides kring 
origo om nämnda vinklar (jmf. s. 581). Vi komma således 
till följande resultat (jmf. den senare af ofvanstående figurer): 


Rötterna till ekvationen 
Zz" = 0 = r(COS göt isingi) 


representeras geometriskt af hörnpunkterna i den reguliära n-hör- 
ning som är inskrifven 1 cirkeln med origo såsom medelpunkt och 


radien Vr, och 1 hvilken en hörnpunkt sammanfaller med punk- 


ten (532). 


49, Vi hafva ofvan erhållit rötterna till ekvationen 
2" =1 uttryckta medels trigonometriska funktioner. I den 
högre algebran visas emellertid att dessa rötter äfven kunna 
framställas : algebraisk form, d. v. s. genom uttryck bildade 
medels rationella operationer samt rotutdragning. Af spe- 
ciellt intresse äro de fall då ifrågavarande uttryck icke inne- 
hålla andra radikaler än kvadratrötter, ty de motsvarande 
punkterna i planet kunna då geometriskt konstrueras medels 
passare och lineal. Gauss har visat att detta inträffar, för 
udda värden af n, endast då n är ett primtal af formen 


g2" + 1, eller lika med produkten af två eller flere olika prim- 
faktorer af denna form. De första af dessa s. k. GAuss”iska 
primtal äro: 9; 0,17, 207 600014 

Medels passare och lineal kunna således de och endast 
de reguliära polygoner konstrueras, hvilkas sidoantal utgör 
en potens af 2, eller är lika med något af talen 


De DL =2004 201-50 SÖKER HAL ÖJ 


eller lika med produkten af något af dessa tal och en po- 
tens af 2. 
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Vi ingå icke här på bevisen för dessa intressanta resultat, 
hvilka förutsätta ganska omfattande kunskaper i algebran, 
utan åtnöja oss med att visa huru man på algebraisk väg 
återfinner ett kändt resultat från elementargeometrin, näm- 
ligen den reguliära tiohörningens konstruktion. 

Om enhetscirkelns periferi delas i tio lika stora delar, 
utgående från punkten x = 1,y = 0, representera delnings- 
punkterna såsom ofvan visats 
rötterna till den binomiska 
ekvationen 2!0=1. Då 


w—1= (2-1) (25 +1), 


< sönderfaller denna ekvation 
1210 och 2” FIER 
Rötterna till 25—1-0mrö: 
presenteras såsom vi veta af 
hörnpunkterna i den inskrif- 
na reguliära femhörning som 


erhålles då man ER från KÖRER TS, =00cKEaLO 
OR 
orre I 


således lika med 1, fr där 


&,, = COS Ån +isin Iy = cos 369 + i sin 361. 


Ekvationen 25 +1=0 har följaktligen till rötter de tal som 
representeras af de öfriga hörnpunkterna i den reguliära tio- 


.” . Oo 3 5 på 9 A .” 5 
hörningen, alltså talen &,,,€,9» 10» 10» 10: Af dessa är ep 
. . .” 3 vå 9 .” 

lika med —1, och vi sluta häraf att £,,,£,)» 9»; Utgöra 


rötter till ekvationen 


(33) Net 2t2-241=0. 


Detta är en reciprok ekvation af fjärde graden, och vi 
o : : 1 
kunna således genom substitutionen Zz —+ ===> reducera den- 


samma till en kvadratisk ekvation (jmf. s. 536). Denna blir 
x?—2x—-1=0, 


och dess rötter äro 


044 


1+V5 MS 
brits APainEeg VA AN 


Rötterna till (33) erhållas härefter ur ekvationerna 
22—2g,2+1=0, 22—2,2 FL OR 


Den första af dessa satisfieras af värdena 


NASSER ER LL EE 
ss PI AN KR 


VA; VISET 
4 4 4 


29 
och den senares rötter äro 


- oh [0 RR 
VA NASN ENRER 


GE 
a 


Ur de reella och de imaginära delarnas tecken sluter man att 


VÄL == £A ER Ah SR VÄ g' 
2 [0 od EDER (ÖR AA FU 1 sl 10 ' 


Abskissan för punkten &£,, är således lika med den reella 
delen af roten 2,, d. v. s. lika med 


ARE GRE 


hvarur dess konstruktion med passare och lineal omedelbart 
framgår. 

Ur ofvanstående resultat framgår likaledes den reguliära 
tiohörningens sida. Denna utgör nämligen afståndet mellan 
punkterna &e,, och 1, och dess mätetal s är alltså (jmf. s. 530) 
lika med det absoluta beloppet af skillnaden 


AES É äl Er TS 


ee, 1=2,—1 4 


Vi erhålla sålunda 


4 + 
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hvarur för s följer det kända uttrycket 


Kör d Fe 
EVE): 
hvilket leder till den kända geometriska konstruktionen. 


Öfningsuppgifter: 


1) Härled algebraiskt och geometriskt rötterna till följande ekva- 
tioner: 


RR Ae SEE 


2) Angif i trigonometrisk och i algebraisk form de olika värdena af 
följande rotuttryck samt motsvarande punkters läge: 

Ir 3 —— oo 4,—>— 4 — 

V8, V-8, V-i, V-4 , Vi, 


RE 3 3 Sö 
KOOTERN ör APS banal. 


3) Bevisa att summan af de mte potenserna af rötterna till ekva- 
tionen 2”=1 är lika med 0 om det hela talet » icke är divisibelt med 
nn, men lika med » om mm är divisibelt med n. 


99. Ekvationen af tredie graden. — En ekvation af tredje 
graden med den obekanta x kan bringas under formen 


(34) rI+ax?+tbr+e=0, 


där koefficienterna a,b,c kunna vara hvilka tal som helst 
inom det komplexa området. Såsom tidigare framhållits (jmf. 
s, 20), kan man förenkla ekvationen genom att substituera 


ME 2-3: Härvid erhålles nämligen 
xr3 F+axt+by+c=2+pe+q, 
där p och q hafva "värdena 
VIE ns a, ft EE MIA 


Man erhåller således den gifna ekvationens rötter om man 
löser ekvationen i 
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(35) 2+p2+q=0 


och från dennas rötter subtraherar 3 


19. Den klassiska metoden för lösningen af ekvationen 


(35) består i att ersätta den obekanta z med summan af två 
nya obekanta u och v: 


(36) 2=UuFVv. 
Genom denna substitution erhålles, om termerna sammanfattas 
på lämpligt sätt, 

23 tpetq=w tv +q+(3uv+p) (ut+v). 


Om u och v bestämmas så att de uppfylla de två villkoren 
u?+vit+tg=0 och 3uv+p=0, hvilka kunna skrifvas 


RN 
2 | w=-$ 


utgör således z=u +v en rot till ekvationen (35). 
Ur den senare af ekvationerna (37) följer 


DI SET ge = =($)? 


och enligt denna likhet och den förra af ekvationerna (37) 
erhålles 


(x— uf) (Xx—v?) = 2 — (u?t+tv3) x+uv? 
= Xx? + (EE (5): 


Om u och v satisfiera systemet (37), utgöra således u3 och v? 
rötter till den kvadratiska ekvationen 


(38) 2 +qx—($) =0. 


Vi betrakta nu omvändt de binomiska likheterna 


um 3+ VG +] 
m=-3-VJ + 


N 


(39) 


d47 


Den i dessa likheter ingående kvadratroten beräknas såsom 
i n? 97 utförligt förklarats. Det är likgiltigt hvilket af dess 
två värden vi välja, ty om det ena värdet ersättes med det 
andra byta endast u och v plats, och summan u+v förändras 
härvid icke. 

Om wu, är en godtycklig rot till den förra och v, en 
godtycklig rot till den senare af ekvationerna (39), kunna 
enligt n? 98 den förra ekvationens tre rötter skrifvas under 
formen 


(40) VIE ET LT ed 
och den senare ekvationens rötter under formen 
(ET) | Vor VoE3, VoE3, 


där &, och &,? hafva värdena 


2 RNE ASTA 

E3 = c08 & + sin FTERNANNE 

(42) ES 
ROMA frå VERS 

E3 FÅR Ta It Me lättar repan 


Hvarje värdepar u,v, i hvilket u är något af talen (40) och 
v något af talen (41), satisfierar ekvationerna (39), och så- 
ledes äfven likheten (37)Y' samt den förra af ekvationerna 
(37). Men vi måste se till att jämväl den senare af dessa 
ekvationer blir satisfierad. 

För detta ändamål fixera vi först en rot u, till den förra 


af ekvationerna (39), och välja härefter v, så att ugv, = — 3? 


Uvs: vil satta 


(43) IgE 


SK 


Då utgör v, en fullt bestämd rot till den senare af ekvatio- 
nerna (39), ty 
1 


; NA DING 
oe (BB 
bo q År 3 
SR OR 
- 2 S 


och om högra membrum förlänges med uttrycket 
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reducerar sig denna likhet till 


w=-3-VIB + 


Om uy och vy, fixerats på detta sätt, kunna vi på grund 
af likheten s,3 = 1 omedelbart sluta att de kombinationer af 
värdena (40) och (41), hvilka samtidigt satisfiera båda ekva- 
tionerna (37), äro följande tre: : 


U= Up, V =; UEUpEsg VE Vg UU EE 
Den kubiska ekvalionen (35) satisfieras således af värdena: 
(44) 2, =Ugptlv0,; 29 = UgEs FVgEs ps: 23 = UGN 


Att vi härmed funnit alla rötter till ekvationen (35) 
kan lätt direkt kontrolleras med stöd af identiteten 


23 — (21 Teo t 23) 2 + (2122 FT Z02gt 23201) 


Ty om vi för 2,,Z2,,2, insätta uttrycken (44)-eroatatni 
medels en enkel kalkyl, med hjälp af relationerna £,;' = 1 och 


IT fate 0, 


Za Treat ars 
Z,Zot 2223 FT 232, = — SUV, 


och således, då värdena u,,v, satisfiera ekvationerna (37) 
(2 = 21)(2- 22) (Bak RE NE 


Enligt satsen s. 516 försvinner alltså polynomet 23tpeta 
för värdena (44), och endast för dessa värden. 
Med användande af rotbeteckningen kunna vi skrifva 


(65) mm PSV TG en EEE 
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och vårt resultat kan då utsägas som följer: 
Den kubiska ekvationen 
Zz tHpz+t+q=0 


har tre rötter, och dessa representeras af uttrycken 


EEVOEO EVE VEG 
EE Se VB +0 
eV + VV 


i hvilka värdena af de två SN böra väljas så att deras 


-— 
Zz 
Ad 


[EK 


produkt är lika med: — 5 
Vi skola ännu undersöka när två af dessa rötter sam- 
manfalla. Ur (44) erhålles, då man observerar att £3;? = 
fr 83) up F(1— 835) vg (1— 83) (Up —€81 Va) a 
22 — 23 = (£3 — E3?)(Ug— vo) = €3 (1— e3) (wo — vo); 


= 
ref —- L)ugdt (63 — 1) vg = 7 (Uo — 3 vo), 


och således, om man åter använder EEE 1+e;+e32=0 
och ev =1, 


(IE RA (1—e3)?(9—v0) (Ug— E3V0)(Uo— Es? vo) 
SO) (UT TRA 

Men (1— 83)? = 3 (es? — e;) = — 3/31, och å andra sidan är, då 

u, och v, satisfiera ekvationerna (39), uj? —v,? =2 (2) SE (5) - 

Ofvanstående likhet ger oss alltså, då den upphöjes i kvadrat, 


AVEL 
[(2r—22)(e2— 23) 2)] = —108 ( (3) + (5) ). 
Härur framgår omedelbart att den kubiska ekvationen (35) har 
lika rötter alltid och endast om villkoret 


Rd 


är uppfylldt, och rötterna till den kvadratiska ekvationen (38) 
således sammanfalla. 
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209. Den lösning vi funnit gäller alldeles allmänt, koef- 
ficienterna p och 4 må vara hvilka tal som helst inom det 
komplexa området. Vi skola nu närmare betrakta det fall 
då dessa koefficienter äro reella tal. Rötternas natur beror 


då i främsta rummet af kvantiteten (2) — (2 och vi hafva 


med afseende å dennas värde att särskilja tre fall. 


(a) (2) +(5) >0. Högra membra i ekvationerna (39) 


äro i detta fall reella och sinsemellan olika. Om vi för wu, 
välja den reella roten till den förra af dessa ekvationer, ut- 
gör enligt (43) v, den senare ekvationens reella rot, och u, Evy. 
Af den kubiska ekvationens rötter är således 2, = u, + v, reell, 
medan 2, och 23, hvilkas uttryck enligt (44) och (42) kunna 
skrifvas 


II 


29 (9 kos) tang a SE 
(46) 3 


1 VS 
Sa i: Å Ugh Vg) bra KSR 


äro konjugeradt komplexa. 

Med differentialkalkylens hjälp hade vi redan tidigare 
funnit att ekvationen (35) i förevarande fall har endast en 
reell rot (jmf. s. 303). Denna rot är positiv om q < 0, ne- 
gativ om q>0, såsom omedelbart framgår ur tecknet för 
ekvationens venstra membrum. 


(b) (G + (5) = 0. Ekvationerna (39) reducera sig till 


DIS 


SA Zl 30 
UPS vI = — 


Om vi för wu, välja det reella värdet af pä har enligt 


(43) äfven vy, ett reellt värde och är således lika med uy. Vi 
erhålla alltså (jmf. likheterna (46)) 


SN BE 
q A q 
2 a 


där man har att taga det reella värdet af kubikroten !). 


1) Den kubiska ekvationens rötter kunna i detta fall uttryckas 


dl 


Den kubiska ekvationens rötter äro således i förevarande 
fall alla reella och två af dem äro lika. 

Om speciellt 4 = 0, i hvilket fall enligt vårt antagande 
äfven p har värdet 0, äro ekvationens alla tre rötter lika med 0. 

(c) (3) +(5) <9. (Om detta villkor är uppfylldt är 
säkert p< 0). Alla i lösningen (44)' ingående rotuttryck 
hafva komplexa värden, och icke desto mindre äro ekvatio- 
nens rötter alla reella, såsom s. 303 visades med hjälp af 
differentialkalkylen. 

För att erhålla rötternas uttryck i reell form, tillgripa 
vi den trigonometriska lösningen af ekvationerna (39), hvilka 
vi skrifva under formen 


[= 1/0) 


där kvadratroten är reell och kan antagas positiv. 
Vi bringa alltså högra membrum i den första af dessa 
ekvationer under formen 


EEE r (cos q +? sin 9), 


hvarur då för den senare ekvationens högra membrum föl- 
jer likheten 


—5—i EROS r (cos q — 1 sing). 


Kvantiteterna r och & bestämmas genom villkoren (jmf. s. 519) 


unr=V=(BJ. osv = gu siny =) (8) +(8)) 


rationellt genom p och 4, ty om man i ekvationen insätter roten a 


(39) 


3 


3 
q : VÄNS 
erhålles Stp |2+a=0, hvarur följer ? SS SÅ 


dJ2 


Värdet för r bör tagas positivt. Likaså har sin q ett positivt 
värde, då kvadratroten antagits positiv, medan cos & har mot- 
satt tecken mot 4. Om 4>0 kan q således väljas i andra 
kvadranten, om 4 < 0, i första kvadranten. 

Rötterna till den förra af ekvationerna (39) kupnas nu 
skrifvas under formen (jmf. (29) s. 538) 


z ST [6 29 FART 2 | 

(48) 7 (cos($+k 5) +tisn($+£-3)) 

där k efterhand får värdena 0,1,2. Rötterna till den senare 
af nämnda ekvationer framgå ur det konjugerade uttrycket 


(49) Ir (cos($+k-F)-isin($+k-3)) 


för samma värden af k. Ty dessa två uttrycks tredje poten- 
ser äro äfven konjugerade (jmf. s. 517), och då, för k = 0,1,2, 
den tredje potensen af (48) är lika med > (cos & +? sin 9), är 
den tredje potensen af (49) således lika med r(cos & — ? sin 9). 

Enligt hvad ofvan visats, erhållas den kubiska ekvatio- 
nens rötter ur uttrycket u+w då för u i ordning insättas 


värdena (48) och för v hvarje gång väljes det af värdena 
(49) som uppfyller villkoret uv = —E. Man finner omedel- 
bart att man bör kombinera de af nämnda värden som svara 


mot samma värde af k, ty dessas produkt är lika med 


Öm iv för Vr införa dess värde VE erhålla vi således 


för den kubiska ekvationens rötter de reella uttrycken 


(50) - cos($+3), 
| | 
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i hvilka kvadratroten bör tagas med positivt tecken och vin- 
keln q& bestämmes genom villkoren (47). 


99. Vi skola närmare granska den analytiska karak- 
tären af de uttryck vi erhållit för den kubiska ekvationens 
rötter. 

Lösningen (44) eller (44)', som vanligen benämnes den 
CARDAN ska formeln !), utgör en algebraisk lösning af ekvatio- 
nen (35), ty för att erhålla ekvationens rötter 2, Me 
koefficienterna p och 4 hafva vi att, förutom rationella ope- 
rationer, verkställa endast rotutdragning, eller m. a. o. lösa 
binomiska likheter. Vi hafva sålunda först att söka ett värde 


af kvadratroten ur det rationella uttrycket (2) +(5)'> eller 


m. a. o. en rot till den binomiska ekvationen 


härefter bestämmes u, ur den binomiska likheten 


ec -tV(DT 


Å 


och slutligen ingår ännu i uttrycket för e, irrationaliteten 
V3, alltså en rot till den binomiska ekvationen 


år 


Alla öfriga operationer som erfordras för rötternas bildande 
äro rationella, ty, sedan uy, bestämts, erhålles enligt (43) 
vy, genom en division. 

Om koefficienterna p och 4 äro reella och (2) + (5) LIK 
hafva samtliga i (44)' ingående rotuttryck reella värden. 


!) Lösningen (44)" upptäcktes först af SCIPIONE DEL FERRO (1496 — 
1526), som emellertid icke offentliggjorde sin upptäckt. År 1535 åter- 
fanns densamma af TARTAGLIA, som icke heller publicerade sitt resultat, 
men i förtäckt form, såsom den tiden var brukligt, meddelade detsamma 
åt CARDANO. Denne införde ifrågavarande lösning i sitt år 1545 utgifna 
arbete Artis magnae sive de regulis Algebrae Liber unus. 


dd4 


Ekvationens enda reella rot 2, är således uttryckt under reell 
algebraisk form, och detsamma gäller om de öfriga rötter- 
nas reella delar och koefficienterna för deras imaginära delar. 


I det fall då (2) + (5) = 0, kunna ekvationens rötter 


uttryckas rationellt genom p och q (jmf. noten s. 550). 
Om slutligen (3) +(5) < 0, hafva samtliga i (44)' in- 


gående radikaler komplexa värden, men ekvationens rötter 
äro icke desto mindre alla reella. Det lyckades oss att fram- 
ställa dem under reell form, men de uttryck (50) som vi 
härvid erhöllo äro icke algebraiska utan innehålla trigono- 
metriska, alltså transcendenta funktioner. I den högre alge- 
bran bevisas att det i förevarande fall, för allmänna värden 
af p och q, faktiskt icke är möjligt att reducera rötternas 


uttryck till reell algebraisk form. Fallet (2) +(5) <0 har 


på grund häraf benämnts casus irreducibilis. 

För Matematikens utveckling har detta sistnämnda fall 
varit af en utomordentlig betydelse, ty genom detsamma form- 
ligen tvungos matematikerna att införa de komplexa talen. 
Dessa kommo småningom allt allmännare i bruk, då de visade 
sig på olika områden medföra praktiska fördelar, men deras 
väsen; förblef länge höljdt i dunkel. Till en klar insikt 
om de komplexa talens natur och om deras teoretiska be- 
rättigande kom man först i det nittonde århundradet, främst 
genom CAUCHY's och Gauss” arbeten. 


Öfningsuppgifter: 
1) Lös de i n? 4 grafiskt behandlade ekvationerna 
x3—=3x0+2=0, Xx +3r—-1=05 XI IMER fö 


2) Vid behandlingen af problemet att tredela en vinkel v erhöllo 
vi (s. 22) ekvationen 


/ v : : 
därsaEcosokocht2E=CoSs 59 Lös denna ekvation algebraiskt, och under- 


sök huru lösningen gestaltar sig i de fall då v=180?2, 909,4529. 
3) Härled de algebraiska uttrycken för rötterna till ekvationerna 


ENE (TE 


JD 


100. Ekvationen af fjärde graden. — Vi betrakta ännu 
den allmänna ekvationen af fjärde graden 


(51) Lt taxi tbx? t+tex+t+d=0, 
där koefficienterna kunna hafva godtyckliga reella eller kom- 
plexa värden. Om vi utföra substitutionen x = 2-5 för- 


svinner koefficienten för 23 och vi erhålla den enklare ekva- 
tionen 


(52) git pe tge+tr=0, 

i hvilken p,qg,r beteckna uttrycken 
p=b-—3a?, 
q=e—30ab+30", 
EN 


Sedan man funnit rötterna till (52), har man att från enhvar 


af dem subtrahera 2 för att erhålla den gifna ekvationens 
rötter. 


19. Ekvationen (52) kan lösas medels ett förfarande 
som utgör en direkt generalisering af det som ledde till den 
kubiska ekvationens lösning. 

Vi substituera för den obekanta z en summa af tre nya . 
obekanta, u,v och w: 


(53) Z=Yutlhvtw. 
Om vi för korthetens skull använda beteckningarna 
rus vu, 
Ww=UVtFVvWw++ WU, 
NESS Ver VIN WIUT, 
erhålles successivt 
Beg, 
än Yt 44 
= q? + 49qW+4X+8uvwklutv+ iw), 


NN 
I 
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och ekvationen (52) öfvergår således i följande: 
9? +41+p9+tr+Wwl4gq + 2p)+(8uvw-Fq) l(u-+v+w).=0- 


Denna ekvation är säkert satisfierad om u,v,w bestämmas 
så att följande tre villkor samtidigt äro uppfyllda: 


FÅTANT LETTER 


4 pr 2p =0, 
8guvw+qg=0. 
Ur det andra af dessa villkor följer q& = —3> och det första 


2 3 CER 
reducerar sig alltså till 4y— 7 + r = 0 eller x RN Om 
vi för q& och -y återinföra deras uttryck, erhålla vi således 
följande ekvationssystem: 


fu? +v2+ Wi SE 
(54) J utv? + v22w? + w>?Uu? == Pan NA 


RETA a OM 
|[uvw=—8" 
och vi äro säkra om att, så snart u,v,w satisfiera dessa ekva- 
tioner, utgör 2 = u+tv+w en rot till ekvationen (52). 
Ur den sista af ekvationerna (54) följer 

öl 
(53) UR TA ride 64” 
och med användande af denna ekvation och de två första af å 
ekvationerna (354) erhålles 


(56) (Xx — uu?) (x—v2) (x—w?) = 
0? — (UF vw) LI FlUV2 FOOT UT 

4r ä 

Ag TE 


Denna identiska likhet visar oss att, om u,v,w salisfiera syste- 
met (54), utgöra u?,v?,w? rötter till den kubiska likheten 
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SEA 
(57) 2345 = 0. 


Låtom oss omvändt antaga att vi löst ekvationen (57) 
enligt den i föregående paragraf angifna metoden. Om vi med 


L1sr Loy KL3 


beteckna dess rötter, tagna i en godtycklig ordning, följer ur 
de i n? 10 uppställda satserna om polynom, hvilka, såsom 
s. 60 redan påpekades, allmänt gälla inom det komplexa tal- 
området, att likheten 


fisa SRS gled gå : 
RE a 0 — äg = (01) (LX LILL L3) 


består för hvarje värde x (jmf. s. 548). Om vi utveckla pro- 
dukten i högra membrunm till ett polynom, måste dettas koeffi- 
cienter således vara lika med motsvarande koefficienter i ven- 
stra membrum (jmf. korollariet s. 60), hvilket ger oss relationerna 


D 
[RR a = = 
p?— 47 
(58) Lila FILL F LL = 
Ik 
Om vi nu för u,v,w välja hvilka värden som helst som sa- 
tisfiera ekvationerna 


(59) = 0 AON VAR 2 KVAL RESA 
eller m. a. o. hvilken kombination som helst af värdena 
(59Y u= KV, v= KV, w=EV 


följer ur (58) att ekvationen (55) och de två första af ekva- 
tionerna (54) äro satisfierade. Men vi äro icke säkra om 
att den sista af dessa ekvationer är satisfierad, ty enligt (55) 


kan produkten uvw hafva antingen värdet S eller värdet — 


Sedan vi fixerat en rot u, till likheten u?=2x, och en rot 
Vv, tillilikheten -v2=2x,, välja vi den rot ww, till likheten 
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w?=23 för hvilken villkoret uyvy,w,= 3 är uppfylldt; wp 


beror således rationellt af wu, och vy: 
(60) : WERE 


Af de ofvan betraktade värdesystemen wu,v,w, uppfylla då 
följande fyra alla villkoren (54): 


U09, Vor, Wo UpgT Vg99r Wo; — Ups Vg — Vr TR UU 


och vi sluta häraf att den gifna ekvationen (52) satisfieras af 
följande värden 2: 


—— 
NN 
-— 


Uj VE 


29 = U 09 IE V 0 SG W 9) 
(61) | 
; Se LÄ Ka ml KL 


| 


SS (EN ar Ua LÖN 


Vi skola åter direkt kontrollera att vi härmed funnit 
samtliga rötter till den gifna ekvationen. För detta ändamål 
bilda vi produkten (2—2,)(2—2.)(2—23)(£—2.), för hvil- 
ken enligt (61) successivt erhållas följande uttryck: 


[(£— up)? — (vg + wo)? ] [(€ + up)? — (vo — Ww0)”] 
= (2? FH Up? — Vg? — ww g?)? — 4(Uup2 + Vw)? 
= 2t— 2(Uug? + vg? + wp?) 22 — 8Uugvgwg2 + (Up? vo? + wy?)? 
Å — 4 (Up? vg? HF VO? Wwg? + Wo Uug?). 


Då up, vo, wy Ssatisfiera ekvationerna (54), reducerar sig detta 
resultat till 


(2—=21)(2—-22)(E£ F23) (EE =20 = 2 FP 


och denna identiska likhet visar oss (jmf. s. 516) att polyno- 
met i högra membrum blir 0 för värdena (61), och endast 
för dessa värden. 


Ur (61) härleda vi ännu följande viktiga relation: 


(62) (21 — Z2)(21— Za)(21— 24)(22 — 23) (22 — 24)(23 — 24) 
nun 2 (Uor nn 207) (Vor tg”) (1WY2 — Ug) 
= — 24 (Xx, — Co) (La — L3) (CA — Xi). 


Ur denna framgår omedelbart att ekvationen (52) har lika 
rötter alltid och endast i det fall då den kubiska ekvationen (57) 
har lika rötter. 

Lösningen (61), hvilken upptäcktes af CARDANO'sS elev 
FERRARI, gäller för alla reella och komplexa värden af koef- 
ficienterna p,q4,r. Densamma utgör en algebraisk lösning, ty 
rötterna «,,.co,c3 till den kubiska ekvationen (57) kunna, 
såsom i n? 99 visats, uttryckas under algebraisk form, och 


Ug,Vo,w, Utgöra vissa värden af kvadratrötterna Vx,,Vx., Vx3. 
För öfrigt uttryckes enligt (60) w, rationellt genom u, och vy. 


20. Vi skola nu närmare betrakta det fall då koeffi- 
cienterna p,q,r i den gifna ekvationen (52) äro reella tal. 
Den kubiska ekvationen (57) har då äfven reella koefficien- 
ter, och dess rötter x,,x2.,x3 äro följaktligen antingen alla 
reella, eller är en af dem reell och de två öfriga konjuge- 
radt komplexa. Ur den sista af likheterna (58) följer, om 
vitantavarg 0 1), att i förra fallet antingen alla tre röt- 
terna äro positiva, eller en positiv och de två andra negativa. 

Minantaca först att rötterna x,, 23, c3 alla (äro olkka, li 
hvilket fall, såsom vi sett, äfven rötterna (61) äro olika, och 
hafva då att särskilja följande tre fall: 


(a) Rötterna x,,x32,x3; äro alla positiva. — Enligt (59) 
hafva då u,,v,,w, reella värden, och rötterna (61) äro så- 
ledes alla fyra reella. För att verkligen beräkna dem måste 
vii allmänhet uttrycka den kubiska ekvationens rötter x,,x2,x3. 
under trigonometrisk form, ty vi hafva att göra med casus 


1) Om q4=0, återföres ekvationen (52) omedelbart till en kvadra- 
tisk ekvation (jmf. s. 535). Läsaren uppmanas att själf undersöka hvilka 
olika fall kunna inträffa med afseende å rötternas realitet och deras in- 
bördes likhet om nämnda antagande är uppfylldt. 
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irredueibilis, och uy, Vy, w, Utgöra således kvadratrötter ur 
trigonometriska uttryck. 


(b) En af rötterna x,,2x2,x3; är positiv och de två andra 
negativa. — Vi kunna antaga rr, >0,x,< 0,x3 < 0. En- 
ligt (59) har då wu, ett reellt värde medan v, och ww, äro 
rent imaginära. Vidare är vy + wyZ£0 och vy —wy, 0, ty 
om något af dessa uttryck hade värdet 0 vore v,? = wp? och 
således xx, =>2x,, hvilket strider mot vårt antagande att den 
kubiska ekvationens rötter alla äro olika. Häraf följer att 
rötterna (61) i förevarande fall alla äro komplexa, samt att 
2, och 2, hafva konjugerade värden, och likaså 2; och Z,.: 
För att beräkna rötternas reella och imaginära delar måste 
vi i allmänhet uttrycka x,,x.,x3 under trigonometrisk form. 


(c) En af rötterna x,,x.,2x3, är reell och de två andra 
konjugeradt komplexa. — Den reella roten, hvilken må vara 
Zx,, är enligt den sista af likheterna (58) positiv, ty pro- 
dukten af de konjugerade rötterna x, och x3 har ett positivt 
värde. Ekvationen u? =>, har alltså reella rötter, medan 
rötterna till ekvationerna v? = x, och w? = x3; äro komplexa. 
Då värdena af xx, och x3; äro konjugerade, äro äfven sist- 
nämnda ekvationers rötter parvis konjugerade, såsom ome- 
delbart framgår ur formeln (23) s. 533. Vi kunna således 
för v, och w, välja två konjugerade värden, i hvilket fall 


deras produkt är positiv, och villkoret u,vywy, = — 5 är 


då uppfylldt om vi för u, välja den af rötterna till ekvatio- 
nen u?=72x, som har motsatt tecken mot 4. 

Då sålunda u, och summan »,—+ew, äro reella, medan 
skillnaden v,—w, har ett rent imaginärt värde, följer ur 
(61) att rötterna 2, och 2, äro reella, rötterna 23; och 2, kon- 
jugeradt komplexa. 

Såväl de reella rötterna som de reella delarna och koef- 
ficienterna för 2 uti uttrycken för de komplexa rötterna inne- 
hålla i detta fall endast reella radikaler och hafva således reell 
algebraisk form. Ty enligt den CARDAN”ska formeln erhållas 
xx, samt de reella delarna och koefficienterna för : uti de 
komplexa rötterna x, och x, uttryckta under reell algebraisk 
form, och enligt formeln (23) s. 533 gäller detsamma om lös- 
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ningarna up,v,,wy till ekvationerna (59) och således äfven 
om rötterna (61). 


Vi gå nu till det fall då ekvationen (52) har lika rötter, 
hvilket såsom vi sågo inträffar alltid och endast om den ku- 
biska ekvationen (57) har lika rötter. Sistnämnda ekvations 
rötter äro då alla reella (jmf. s. 550), och om vi fortfarande 
antaga 40 kunna således, på grund af den sista af lik- 
heterna (58), endast följande olika händelser inträffa: 


fölRötterna x,;,x.,x, äro positiva och två af dem äro 
lika. — I detta fall äro rötterna (61) alla reella och två af 
dem sammanfalla. | 

(£) Rötterna x,,x.,x3 äro alla tre lika och positiva. — 
Rötterna (61) äro i detta fall alla reella och tre af dem sam- 
manfalla. | 

(y) En af rötterna x,,x2.,x3 är positiv och de två andra 
negativa och sinsemellan lika. — Två af rötterna (61) äro då 
reella och lika, medan de två öfriga äro konjugeradt komplexa. 


Läsaren bör själf öfvertyga sig om riktigheten af de 
resultat vi utsagt. Vi påpeka ännu att rötterna (61) i dessa 
fall kunna bringas under en sådan form att alla i dem in- 
gående irrationaliteter utgöras af reella kvadratrötter. 


39. Vi skola slutligen visa huru man, då den gifna ekva- 
tionens koefficienter »p,q,r äro reella tal, direkt ur dessa 
koefficienters värden kan sluta till hvilket af de ofvan betrak- 
tade fallen inträffar. Vi antaga härvid alltjämt att q = 0. 


Om man medels substitutionen x = y —5 bortskaffar den 
andra termen från ekvationen (57), antar denna formen 
(57) Ar ORO Fe 
där p' och 4' hafva värdena 


pra S 
AG 


i 
SED 


fel2r), ge 


(2p3 — 7T2pr+27q?). 
Härur erhålles efter en enkel räkning 


(53) GON earn 
där 


36 
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1 3 | 
35 (£(p2 4 127)! — (203 — 72 prat grae 


16ptr— 4p3q2 — 128p?r? + 144pq?r — 27qt-+ 25672. 


(BANER SE 


Enligt hvad i n? 99 visats, har ekvationen (57), och 
således äfven ekvationen (57), tre reella och olika rötter om 
D>0, af hvilka åtminstone två sammanfalla om D = 0, me- 
dan däremot, om D<LZ0, endast en rot är reell och de två 
öfriga konjugeradt komplexa. 

Om D<Z0 inträffar således alltid det s. 560 betraktade 
fallet (c), och ekvationen (52) har alltså två reella och två 
konjugeradt komplexa rötter. 

Är D > 0, inträffar något af fallen (a) och (b), hvilka 
det nu gäller för oss att åtskilja. TI fallet (a), då rötterna 
XZ,, XL, Xx; alla äro positiva, är enligt de två första atrnikne:t 
terna (58) 


(65) ES I EV 


Man ser lätt att dessa två olikheter icke samtidigt kunna 
bestå i fallet (b), då en af rötterna x,,zx.,x3 är positivioch 
de två öfriga negativa. Ty låtom oss t. ex. antaga x, >0, 
x2<0,x5 <0. Om då villkoret p<L 0 är uppfylldt och så- 
ledes, enligt den första af likheterna (58), £, txt xXs > 0, 
är summan zz, +2; större än — Xx, och således positiv, medan 
produkten r,x; är negativ, och vi erhålla alltså 


Lil IF L2L3 IF L3L1) << LiL2 + LaX3 = La (XC) FL3) GO, 


hvaraf enligt den andra af likheterna (58) följer p2—4r<0. 
Om D>0 och villkoren (65) båda äro uppfyllda, in- 
träffar således alltid fallet (a), och rötterna (61) äro följakt- 
ligen alla fyra reella. 
Om D>0 och villkoren (65) icke båda äro satisfierade, 
eller m. a. o. om något af villkoren 


p=NV, gle SS 


är uppfylldt, inträder däremot fallet (b), och rötterna (61) 
äro således alla komplexa och parvis konjugerade. 


363 


I det fall då D=0, har ekvationen (57) och således 
äfven den gifna ekvationen (52) lika rötter. Af ofvanstående 
diskussion, som fortfarande gäller, kunna vi sluta att, om 
villkoren (65) icke båda äro uppfyllda, fallet (y) med nöd- 
vändighet inträder, medan vi däremot, om nämnda villkor 
bestå samtidigt, hafva att göra antingen med fallet (c«) eller 
med fallet (£). 

Watalleti(0), da rötterna £,, xc. ,c, alla äro lika, är en- 
ligt den första af likheterna (58) enhvar af dessa rötter lika 


med — Oo och de två senare likheterna reducera sig alltså till 


(66) as tar I SpeF2(g: = 05 
Om p och q uppfylla dessa två likheter, är omvändt ekva- 
tionssystemet (58) satisfieradt för x, = £, = X3 = — 5 och den 


kubiska ekvationens rötter äro således alla lika. Likheterna 
(66) utgöra således det nödvändiga och tillräckliga villkoret 
för att fallet (£) skall inträda !). 


Öfningsuppgifter: 


1) Lös fullständigt följande ekvationer och undersök noggrant 
framställningsformen för deras rötter: 


WANAr tår —1=0, ct—-3xr+1=0, Tvt—-2Xx+1=0. 
2) Härled följande relation: 
[fee — 23) (2, — 2) (22 23) (22-24) (28 - 2)N ED: 


101. Algebrans fundamentalsats. — Såsom en afslutning 
skola vi bevisa att hvarje algebraisk ekvation, som verkligen 
innehåller den obekanta, har åtminstone en rot, hvilken sats 
utgör grundvalen för den högre algebran och därför erhållit 
benämningen algebrans fundamentalsats. Densamma lyder i 
precis formulering som följer: 


Hvarje polynom, 
(67) file) dog" båg" Kra Fang Fan 


1) Ur uttrycket för D följer jämväl omedelbart att D=0 om vill- 
koren (66) båda äro uppfyllda. 
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hvars koefficienter tillhöra det komplexa talområdet och i hvilket 
av A0 och n>1, antar värdet 0 för åtminstone ett värde 2 
som hör till nämnda talområde. 


Vi anmärka genast att, om a, = 0, polynomet f(z2) för- 
svinner för 2=0 och vårt påstående således är riktigt. Vi 
kunna därför i det följande antaga a, 0. 

Det bevis vi här gifva för ofvanstående sats härrör till 
sin idé från ÅRGAND, en af de förste som systematiskt under- 
sökte de komplexa talens geometriska framställning, och har 
i precisare form utförts af CAUCHY. 

Ifrågavarande bevis grundar sig på undersökningen af det 
gifna polynomets modul eller absoluta belopp. För hvarje 
värde z= a + ib inom det komplexa området antar detta po- 
lynom ett fullt bestämdt värde, £(a + ib), som tillhör samma 
område och således kan bringas under formen A +:B, där 
A och B äro reella tal. Enligt vår definition förstås med 
moduln af f(a+:b) uttrycket 


flat) = VAR EN 


där man har att taga det positiva värdet af kvadratroten. 
Moduln är 0 om A= B=0 och således f(a +ib)=0, och 
blott i detta fall. Om vi bevisat att |f(2)) = OTOrertviset 
värde af Zz, kunna vi således sluta att f(2) försvinner för 
detta samma värde. 

Vi dela beviset i fyra delar, i det vi successivt bevisa 
följande satser: 


(1). Moduln |f(e))| är en kontinuerlig funktion af z. 


(II). Man kan med origo såsom medelpunkt slå en sådan 
cirkel, C, att i hvarje punkt 2 utom densamma eller på dess 
periferi värdet af moduln |f (€)| är större än dess värde i origo, 
alltså större än |anl|- 

(III). Inom cirkeln C finnes det åtminstone en punkt, 2,, 


2 hvilken värdet af moduln |f(2))| är lika med den undre gränsen 
för de värden densamma öfverhufvud kan antaga. 


(IV). Nämnda undre gräns är lika med noll, Re föl- 
Jen iT lg) Ooch bsäledes f (20)E=308 ; 
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19. Vi gifva variabeln 2 en tillväxt Ah, som kan vara 
reell eller komplex, och undersöka den tillväxt, 


(68) HÖ FA NIE (2 


som polynomets modul härvid erhåller. Vi skola visa att 
denna tillväxt kan göras numeriskt mindre än hvilket före- 
skrifvet positivt tal £ som helst blott det absoluta beloppet 
af variabelns tillväxt Ah väljes tillräckligt litet, hvilket just 
innebär att |£f(2)| är en kontinuerlig funktion af 2 för det 
betraktade värdet af denna variabel. 

Då hvarje potens af z+h i uttrycket f(2+h) utveck- 
las enligt binomialsatsen och resultatet ordnas efter stigande 
potenser af h, erhålles 


fleth)=fle)+qg lh), 
där q (Ah) har formen 
9 (h)= Ash + Ash +: + Ah”, 
och enligt olikheterna (19) s. 528 kunna vi således skrifva 
IF(e)|—- Ip (RY EIF(e+H)IEIF (+P (RI 


hvarur framgår att det numeriska värdet af skillnaden (68) 
är LI (h)l. 
För |q (h)| erhålles enligt satsen s. 529 olikheten 


ra ; a UR FEST 
9 (MR + hl ++ lh) = Miklo 
där M betecknar den största af modulerna |4A,;|, |4a2l,-.-> |4n- 


vi pålägga nu h till en början villkoret |h| 2 hvarur följer 
1— hl] > 3 1— hl” <1, och således, om h 0, 

Ip (hh) <—2MIR. 
Högra membrum i denna olikhet är mindre än eller lika med 
det föreskrifna talet £ om h/< Su « Vi sluta häraf att |p9 (h)|<e 
och skillnaden (68) således är numeriskt mindre än & för hvarje 
värde af h hvars modul icke öfverstiger det mindre af talen 


I É 6 äg : 
> och TM: Satsen (I) är härmed bevisad. 
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20. För att bevisa satsen (II) skrifva vi f(2) under 
formen 


JAR IESTAG äv. + 9 (2)), 


där 


gl()= tel) ++) 


ao N2, é 


och visa främst att man genom att välja |2| tillräckligt stort 


kan göra |q (2)| SR hvaraf då följer (jmf. s. 528) 


1 +g9(e)>21—-l9(£) >1—-5= 


ned 


DI 


och således 


(69) (2) 


3 laollel”. 


Om vi med M denna gång beteckna den största af modu- 


Ar do 


do | 


lerna ; )8skg 


lh erhålles för |q(2)| olikheten 


aa] rr ll) 


0 


9 


För l2| > 1 följer härur 
| M 
Ip (2))< SN 


och högra membrum i denna olikhet är = om l2/>2 M+1. 
Då detta villkor i sig innefattar villkoret |z| > 1, är således 
olikheten |q(2)|<+3 och följaktligen äfven olikheten (69) sä- 
kert satisfierad om 

2 >2M+1. 

Ur detta villkor följer, såsom redan framhölls, 2| > 1 och 
således, då n >1, |e]" >|e| > 2 M, hvarur vi enligt (69) sluta 
att |f(2)| > Mla,|. Men M> SS 
ligen |f(£)| > J|a»| så snart ofvanstående villkor är uppfylldt. 


, och vi erhålla alltså slut- 
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Om vi med origo såsom medelpunkt slå en cirkel, C, 
hvars radie har längden 2 M+1, är följaktligen i hvarje 
punkt 2 utom denna cirkel eller på dess periferi värdet af 
moduln |f(2)| större än |a,|!), hvarmed satsen (II) är be- 
visad. 


30. Vi betrakta nu alla de värden hvilka moduiln |f(2)| 
antar i punkter inom cirkeln C. Då |f(e)| öfverallt är > 0, 
har (jmf. satsen s. 488) denna värdemängd en ändlig undre 
gräns, g, som själf är >0. Enligt den undre gränsens de- 
finition är g £ hvarje värde som moduln |f(2)| antar inom C, 
och således speciellt < |a,|, som utgör dess värde i origo. 
På grund af hvad i föregående moment visats kunna vi härur 
sluta att |f(£)| i hvarje punkt utom cirkeln C eller på dess 
periferi är större än yg, och att således g utgör den undre 
gränsen för de värden hvilka moduln |f(e)| öfverhufvud kan 
antaga. 

Vi påstå att det inom C finnes åtminstone en punkt, 
29, 1 hvilken |f(£)| antar värdet 9. 

Beviset är analogt med det vi utförde s. 495—498. I 
stället för cirkeln C betrakta vi för enkelhetens skull en 
kvadrat, Q, som innehåller denna cirkel 
och hvars sidor äro parallella med koordi- 
nataxlarna; den undre gränsen för de vär- 
den |f(2)| antar inom och på perimetern 
af denna kvadrat är lika med gy. 

Vi dela Q i fyra kongruenta kvadrater, 
hvilka vi tänka oss ordnade i en viss följd, 
t. ex. den som i figuren är angifven medels siffrorna 1,2,3,4, 
och betrakta mängderna af de värden hvilka |£f(2)| antar 
inom och på perimetern af enhvar af dessa kvadrater. 
Omedelbart inses (jmf. s. 496) att den undre gränsen för 
åtminstone en af dessa värdemängder är lika med g. Vi ut- 
välja af de fyra kvadraterna den första för hvilken detta 
äger rum, och beteckna densamma med Q,. 

Härefter dela vi Q, i fyra kongruenta kvadrater, hvilka 


1) Häraf följer att samtliga rötter till ekvationen f(2) = 0 repre- 
senteras af punkter som falla inom cirkeln (C. 
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vi ordna i en följd på samma sätt som ofvan, och utvälja 


åter af dessa kvadrater den första inom hvilken den undre 
gränsen för |f(2)| är lika med g. Densamma må betecknas 
med Q,. 

Detta förfarande kan fortsättas in infinitum, och ger oss 
en obegränsad följd af fullt bestämda kvadrater, 


(70) FIRE AR PARES Af ÄRA a 


inom hvilka den undre gränsen för |£f(e£)| är lika med yg, 
och af hvilka enhvar utgör en fjärdedel af den närmast före- 
gående. Vi skola främst visa. att det finnes en punkt (5,9) 
som är gemensam för alla dessa kvadrater. 

Vi beteckna med x, och x,'(C>x»,) abskissorna för de 
med y-axeln parallella sidorna i kvadraten &,, med y, och 


yn. (>y,) ordinatorna för de sidor i samma kvadrat som äro 
parallella med x-axeln, samt betrakta intervallerna 


(71) AG TEL ENE NR jOE RA ena eg (SNOKAR , 


och likaså intervallerna 


(72) (YUT+ 41 Ja (Yör YSL VDA SETS 


Såväl i räckan (71) som i räckan (72) utgör hvarje intervall 
hälften af den närmast föregående, och enligt korollariet 
s. 493 finnes det således ett och endast ett värde, £, som är 
gemensamt för intervallerna (71), samt likaså ett och endast 
ett värde, 7, som är gemensamt för intervallerna (72). För 
hvarje index n är sålunda 


hvilka olikheter geometriskt innebära att den punkt hvars 
abskissa har värdet 5 och hvars ordinata har värdet 2» hör till 
kvadraten Q,. Denna punkt (5,7) är sålunda gemensam för 
alla kvadrater i räckan (70). 

Vi sätta nu 2,=&E+i7, så att följaktligen 2, är det 
komplexa tal som representeras af punkten (5,»), och skola 
visa att 


flel=39- 


J00 


Man kan icke hafva |f(2,)|< g, eftersom g utgör den 
undre gränsen för alla värden som |f(2£)| öfverhufvud kan 
antaga. 

inore Tåter. If (e,)I:>g och således: A,=|f (e,)| —'g => 0, 
kunde man enligt momentet 1? finna ett sådant positivt tal, 
o, att olikheten 
A 
2 


Ifleo+h)I>IFRJ-3=9+3 


vore uppfylld för hvarje värde h hvars modul är mindre än 
ov eller. m, a. o. att |f(2)| vore större än a i hvarje punkt 


Zz inom den cirkel, c, som har Zz, till medelpunkt och 0 till 
radie. Den undre gränsen för de värden |f(2)| antar inom 


denna cirkel vore i enlighet härmed >yg+ = 


Denna slutsats innebär emellertid en motsägelse. Ty då 
kvadraterna i räckan (70) alla innehålla punkten 2, och de- 
ras sidor aftaga mot 0, ligga de samtligen, från och med en 
viss af dem, inom cirkeln c. Men den undre gränsen för 
If(£)| inom enhvar af dessa kvadrater är lika med yg, och 
häraf följer att den undre gränsen för |£f(2)| inom cirkeln ' 
c äfven är lika med 49. 

Man kan följaktligen icke heller hafva |f(e,)| > g, och 
såsom enda möjlighet återstår sålunda att |/(2,) =39g,h.s. b. 

Då s. 567 visats att värdet af moduln |/£(£)| i hvarje 
punkt utom cirkeln C eller på dess periferi är större än gy, 
inses slutligen omedelbart att punkten 2, ligger inom cir- 
keln C, och satsen (III) är härmed fullständigt bevisad. 


49, Då g är den undre gränsen för samtliga värden af 
moduln |f(£)|, och då | £ (2)| antar värdet g för 2 = 2,, kunna 
vi sluta att g utgör det minsta af alla de värden hvilka |f(2)| 
öfverhufvud kan antaga. Vi skola visa att detta minsta värde 
är lika med 0. 

Beviset är indirekt. Vi antaga således |f(2,)|=9 > 0, 
och visa att härur skulle följa att |f(2)| kunde erhålla vär- 
den mindre än talet g, hvilket strider mot detta tals betydelse. 

Vi sätta 2= 2, +h, och erhålla då 
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fleo+th)=fl(eo) +Ah+ AR ++ AR”, 


där koefficienten A, är lika med a, och således säkert skild 
från 0. Emedan enligt antitesen f(2,) > 0, kunna vi i högra 
membrum utbryta f(2,) såsom faktor; om AA, är den första 
af koefficienterna A,,4.,..., 4, som icke är 0, och om vi in- 
föra beteckningen 


AN 
EZ bor. 


antar härvid ofvanstående likhet formen 


By: (v=P, PT lyra RA 


(73) f (eo+h) = fl(20) (1-t Bah? + w(h)), 
där os Ö OC 
w (h) ES Bogg hö ere str 


Det gäller för oss att visa, att värdet af Ah kan bestäm- 
mas så att moduln af den senare faktorn i högra membrum 
af (73) blir mindre än 1. För detta ändamål sätta vi 


h = 7 (cos q Fi sing), BB, =0 (cos g9,+i sin 9), 


och välja till en början q så att termen B,h” erhåller ett 
reellt och negatwt värde. Enligt formlerna s. 521—522 är 


B,h” = or? (cos (pgq + go) +isin (P9 +9,)), 


och nämnda villkor är alltså uppfylldt om pg tg,=7 
eller 9 = RE för hvilket värde erhålles B,h” = — or” och 


således 
+ Bh? 4 Un (kh) AL 08 NAR 
RR 
Härefter pålägga vi > villkoret or" <1 eller Et Je ur 
0 


hvilket följer 1—077"”>0. Vi kunna då skrifva (jmf. s. 529) 


II EB ah WTS ONE NT 


d7l 


och uttrycket i venstra membrum blir således säkert mindre 
än 1 om vi göra 


FUR( RNE Om 
Då nu 


(BR) SI Bora Re +] Balr”, 


är sistnämnda villkor uppfylldt om 


klump us usel Balto < 0; 


och denna olikhet, hvars venstra membrum försvinner sam- 
tidigt med r, är i sin tur verificerad så snart r är mindre 
än ett visst positivt tal r". Om vi med r, beteckna det mindre 


AN 
I Ag 
af talen VS och »r', kunna vi således af det ofvan sagda 
sluta att, för hvarje värde af h hvars argument är lika med 
SÄTTRA 


och hvars modul är mindre än r,, det absoluta belop- 


pet af den senare faktorn i högra membrum af likheten (73) 
är mindre än 1 och således 


Klaner <IFBRÖ= 9 


Vi hafva härmed ernått den motsägelse hvilken vi förutsade, 
och sluta af densamma att antitesen är oriktig och att såle- 
Hest 9 = 0 och följaktligen f(2,) = 0) hvarmed be- 
viset för algebrans fundamentalsats är slutfördt. 


59, Ur algebrans fundamentalsats och de i n? 10 upp- 
ställda satserna om polynom, härleda vi följande viktiga re- 
sultat: 


Hvarje polynom 
(74) f (2) TN Aag SEE Jar > Ör a TA Nå 


hvars koefficienter tillhöra det komplexa talområdet och 1 hvilket 
koefficienten a, är skild från noll, kan bringas under formen 


(75) f (2) = ag(2— 21) (2 —- 22)... (2—- Zn), 
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där 2,,220,...,;2n äro reella eller komplexa tal, hvilka, på ord- 
ningsföljden när, äro entydigt bestämda. | 

Enligt algebrans fundamentalsats finnes det nämligen 
säkert ett värde, Z,, för hvilket polynomet f(2) antar vär- 
det 0, och med stöd af satsen s. 56, hvilken, såsom s. 60 re- 
dan framhölls, gäller jämväl inom det komplexa talområdet, 
kunna vi således bringa f(2) under formen 


FR) (BEE: 


där £,(e) är ett polynom af graden n—1 som börjar med 
—1 ev . . . ev 

termen az” Om n>1, försvinner f,(F) feOErteaior 

åtminstone ett värde, Zz =>2,, och kan alltså skrifvas 


fi(2) = (2— 22) fa(2), 


där £f5(2) är ett polynom af graden n— 2 hvars första term 
är a,2"”””. Då man fortgår på detta sätt, erhålles slutligen 


fl2) = (2 — 21) (2 —Zo)..:- (2-2 -1) fa TNE 


där f,-1i(2£) har formen ayZ + b = a, (2 -+ >) och om vi sätta 
0 


2 = — 2Z,, följer härur för f£(2) likheten (75). 

Att denna framställningsform för polynomet f(2) är en- 
tydigt bestämd, så när som på faktorernas ordning, framgår 
enkelt ur korollariet s. 60 samt satsen s. 516. Ty låtom oss 


antaga att man för f(2) på någon annan väg funnit uttrycket 


(75) f (2) = ao (2—2,")(2— 22)... (2—- Em): 


Om detta utvecklas och ordnas efter fallande potenser af 2, 
är enligt nämnda korollarium det härvid erhållna polynomet 
identiskt med det gifna polynomet (74), och dess första term 


a,'2” är således identisk med termen a,2”, hvarur vi sluta 
att. m.=2n och ay, = a,.. Härur följer att man Höorrnvarje 


värde 2 har 
(2—-2:)(2-—22):.. (2 —'2,) = (€ Fr )(E—-2 EE 


Då nu venstra membrum och således äfven högra mem- 
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brum i denna likhet försvinner för 2 =72,, kunna vi vidare 
sluta, enligt satsen 8; 516, att något af talen 2,/,23',..., Zn 
arulka med 2,. Om t. ex. 2;' = 21 och om vi dividera ofvan- 
stående likhet med z2—-z,, erhålles till resultat 


(8—22).:.(2— 27) = (2 = 22)... (2— 24). 


Denna likhet består enligt sin härledning för hvarje 
värde 2 som är skildt från värdet 2,, för hvilket faktorn 
2—2,, med hvilken vi dividerat, försvinner. Men likheten 
maste då äfven vara uppfylld för 2=72,, ty, om dess båda 
membra utvecklas till polynom, äro dessa enligt korollariet 
s. 60 identiska. I det vi åter använda satsen s. 516, kunna 
muusaledes sluta att ett af talen 2,',...,2, är lika med 23, 
och då vi fortgå på detta sätt, komma vi slutligen till det re- 
Ita tra ft Talen 2724, od, Za arorlika med talen 27; Zoo, Em, 
tagna i någon viss ordning, hvarmed den ofvan anförda satsen 
är fullständigt bevisad. 


Tilikheten (75) behöfva talen 2,,23,..., Zn, icke alla vara 
olika. Om pu af dem hafva värdet 2,, så att polynomet f (2) 
är divisibelt med (2—2,)" men icke med någon högre potens 
af 2—2,, säges 2, utgöra ett nollställe af mu? ordningen för 
detta. polynom, och ekvationen f£(2) = 0 säges hafva u rötter 
lika med 2,. Med användande af detta sistnämnda uttrycks- 
sätt kan den ofvan bevisade satsen kort utsägas som följer: 


Hvarje algebraisk ekvation af n' graden har precis n rötter. 


Om produkten i högra membrum af likheten (75) ut- 
vecklas till ett polynom, måste dettas koefficienter, enligt 
korollariet s. 60, öfverensstämma med motsvarande koeffi- 
cienter i det gifna polynomet (74). Vi erhålla sålunda föl- 
jande relationer, som tidigare kommit till användning i spe- 
ciellare form, och hvilka spela en fundamental roll i den 
högre algebran: 


a 
Nile =—7) 18 (214 amn klnen K LNE 
0 0 
E MS 
SUP = . . . . La a FI AR 08 0 Rb RAR 
A aA3 
Öre) . . . . . Arr KP se . Vv: he . . , 


a 
. n” = (LT 


(AN 
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I dessa likheter betyder S(2,;) summan af talen 2,,2>,..., Zn,» 
S (2,22) summan af produkterna af dessa tal, tagna två och 
två på alla möjliga olika sätt, och allmänt S (2,22... Zv) SUM- 
man af produkterna af » af nämnda tal, kombinerade på alla 
möjliga olika sätt. 


69. Om polynomet (74) har »eella koefficienter och om 
detsamma försvinner för ett komplext värde a—+:ib af z, 
försvinner det äfven för det konjugerade värdet a—:b 
(jmf. s. 518). I högra membrum af likheten (75) ingå då 
faktorerna 2—a—:b och 2—a—+:b, hvilkas produkt utgör 
ett polynom af andra graden med reella koefficienter: 


(e—-a—ib)(2—-a Fidb)=22— 202 - UNS 


Om £(£) divideras med detta polynom, erhålles till kvot ett 
polynom med reella koefficienter, på hvilket ofvanstående 
resonemang åter kan tillämpas. Vi sluta häraf att de af 
talen Z;,Z2,...,Z», Som hafva komplexa värden äro parvis 
konjugerade, och att således motsvarande faktorer i högra 
membrum af (75) parvis kunna sammanfattas till polynom 
af andra graden med reella koefficienter. I det vi förena 
konstanten a, med någon af de öfriga faktorerna, erhålla vi 
salunda följande viktiga sats: 


Hvarje polynom hvars koefficienter äro reella tal kan upp- 
lösas 1 en produkt af polynom af första eller andra graden med 
reella koefficienter. 


Öfningsuppgifter : 
1) Upplös följande polynom i reella faktorer af första eller andra 
graden: 


VÄSER BA 1 MAA RE EG EES 


2) Bevisa följande sats, hvilken erhålles genom en alldeles enkel 
modifikation af det bevis vi ofvan gifvit för algebrans fundamentalsats: 

Om i e-planet är gifven en sluten kurva C som icke skär sig själf, 
och om moduln af polynomet f(l2) 1 någon punkt innanför denna kurva an- 
tar ett värde som är mindre än hvarje värde densamma antar på själfva kur- 
van, finnes det innanför C åtminstone en punkt i hvilken polynomet f(z) 
försvinner. 


Not I. 


De första grunderna af läran om lineära ekvationssystem 
och determinanter. 


Vi betrakta 


1. Två homogena ekvationer med två obekanta. 
två lineära homogena funktioner af variablerna x och y, 


L,=ax+by, L.=cx+dy, 


och söka de värdepar x,y för hvilka dessa funktioner båda antaga vär- 
det 0, eller m. a. o. lösningarna till ekvationssystemet 


eller 


TRO lagd y 0. 


rL,=0, ax+by=0, 
fen ae | 


Vi bilda en lineär kombination af L, och L., d. v. s. ett uttryck 
af formen 
ID, + 120. = (li a+tlse)x+(lbo+ld)y, 


där !, och I, äro konstanter. Om vi speciellt sätta !, =d,l, =—-—>D, för- 
svinner i detta uttryck koefficienten för y, sätta vi åter l,=—c,l.=a, 
försvinner koefficienten för x, och vi erhålla 


dL,—-bL,.=(ad-=be)x, 
(2) 
—ecL,+aL.=(ad—be)y. 
Dessa likheter (2) äro rena identiteter, d. v. s. bestå för alla vär- 
den af x och y, och deras högra membra försvinna således för hvarje 


värdepar x,y som satisfierar ekvationerna (1). 
Om ad—-be>0, framgår härur omedelbart att ekvationssystemet 


(1) icke har någon annan lösning än den evidenta lösningen x=0,y=0. 
Om åter ad— be = 0, reducera sig identiteterna (2) till 


(2)' ed fr Is Ölgte La LS 


Härur följer, om vi antaga att åtminstone en af koefficienterna 
a,b,c,d är skild från noll, att den ena af ekvationerna (1) är satisfie- 
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rad för hvarje värdepar x,y som satisfierar den andra ekvationen, hvil. 
ken i sin tur bestämmer endast de obekantas förhållande, så att systemet 
(1) följaktligen har oändligt många lösningar. Ty om vi t. ex. antaga 


a>0, kan den senare af identiteterna (2)"' skrifvas L.=>L,, hvarur 


följer att L.=0 så snart L,=0, och ekvationen L,=0 ger oss åter 
x:y=—b:a. Systemet (1) har således i detta fall lösningarna x=-- bt, 
y=at, där t kan hafva hvilket värde som helst. 

För uttrycket ad —bec, af hvars värde lösningen af systemet (1) 
sålunda väsentligen beror, användes beteckningen 


a bl 
ad—be= 
C 


> 


en s. k. determinant. Talen a,b,c,d utgöra determinantens element; 

a och b bilda dess första rad, e och d dess andra rad; da ochersta do: 

terminantens första, b och d i dess andra kolonn; slutligen bilda a och d 

determinantens hufvuddiagonal, b och c dess andra diagonal. För att er- 

hålla determinantens värde har man att från produkten af hufvuddiago- 

nalens element subtrahera produkten af den andra diagonalens element. 
Vi sammanfatta de erhållna resultaten i följande sats: 


Ett system af två lineära homogena ekvationer med två obekanta: 


fax+by=0, 
(1) 
lex+dy=0, 
hvars determinant 
AON 
C | 


är skild från O, har ingen annan lösning än x=0,y=0. 

Om determinanten har värdet 0 men åtminstone ett af dess element 
är skildt från O, reducerar sig ekvationssystemet (1) till en enda ekvation 
hvilken bestämmer de obekantas förhållande, och har således oändligt många 
lösningar. 

Om slutligen samtliga element i den betraktade determinanten försvinna, 
saltisfieras ekvationerna (1) af hvarje värdepar x,y. 


Det nödvändiga och tillräckliga villkoret för att systemet (1) skall hafva 
någon annan lösning än den evidenta lösningen x=0,y=0, är således att 
dess determinant försvinner. 


2. Två allmänna lineära ekvationer med två obekanta. — Vi be- 
trakta nu ett system af två allmänna lineära ekvationer, 


Ta OS OR MRC OR 
Id 0 ORNY RR 0 


(3) 


TT 


för hvilkas venstra membra vi åter använda beteckningarna L, och L.. 
Vi bilda såsom i n? 1 af dessa membra de lineära kombinationerna: 


(4) bal, — db, L2=(A4,;02 -A2d)) XC + (ciba—cab,i), 
| — a Lita, La (4,03 — A2d;)y + (a;c2—0a26e)), 


af hvilka den ena innehåller endast variabeln x, den andra endast y. 
Såsom ur (4) framgår, beror lösningen af ekvationssystemet (3) 
väsentligen af den determinant D som bildas af de obekantas koefficienter: 


ar bi 


D= = a,b; — Aasbs, 


(AE 


och hvilken kort benämnes ekvationssystemets determinant. 

Om D=Z0, försvinna högra membra i de identiska likheterna (4) 
för värdena 
ce, ba — Ca bA AC — A2 01 


, = SER va R PI = & 


a,ba — Asb,q a,b; — ab, 


(5) g=- 


och endast för dessa värden, hvaraf vi sluta att, om systemet (3) öfver- 
hufvud har någon lösning, denna icke kan vara någon annan än (5). 
Att värdena (5) verkligen utgöra en lösning till (3) följer åter, utan 
någon kalkyl, däraf att de satisfiera likheterna 


Op Ib Öv MN 
—a, Li, tFra, LL, =0. 


Ty dessa likheter äro homogena med afseende å L, och L, och deras 
determinant 


=, 03 04 


= 


är identisk med D och således skild från 0, och enligt n” 1 äro de alltså 
satisfierade endast om samtidigt L,=0 och L.=0. 
Om D=0, reducera sig identiteterna (4) till 


by) Li —b, Ly = 0) ba —C2 bis 
(2) 


=S hd bra Nerd Ba = a, Ca FEM Ci: 
Härur framgår att, om någon af determinanterna 


C: Då ar Ci 


eb, — Ca bj = , TC UC 


CSO 


är skild från 0, L, och L, icke samtidigt kunna försvinna och ekva- 
tionssystemet (3) således icke har någon lösning. 
SA 
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Om såväl determinanten D som de ofvan betraktade determinan- 
terha försvinna, erhållas ur (4) identiteterna 


(4)" FR VOES  BrAR  bE bA 


Vi särskilja här två fall, beroende på om något af elementen i de- 
terminanten D är skildt från 0 eller om de alla äro 0. 

I förra fallet är den ena af ekvationerna (3) satisfierad för alla 
värden x,y som satisfiera den andra ekvationen, hvilken i sin tur kan 
upplösas med afseende å en af de obekanta och definierar denna såsom 
en funktion af den andra, och systemet (3) har således oändligt många 
lösningar. Ty om vi t. ex. antaga a, £0, visar oss den första af identi- 


teterna (4)", som nu kan skrifvas L.=T L,, att hvarje värdepar x,y 
som satisfierar ekvationen L,=0 äfven satisfierar ekvationen L,=0, 
hvilken alltså är öfverflödig och kan ibortlemnas. Ekvationen L,=0 
åter kan i förevarande fall skrifvas x=>— - y— ä » och definierar således 


x såsom en funktion af y. 

Om elementen a,,b;, a,b, i determinanten D alla försvinna, hafva 
ekvationerna (3) däremot ingen lösning, såframt icke samtidigt deras 
konstanta termer c, och c, äro noll, i hvilket fall de satisfieras af hvarje 
värdepar x,y. 

Vi sammanfatta våra resultat i följande sats: 


Ett system af två lineära ekvationer med två obekanta, 


ferry ES 
(3) 
lasx+byy+e2=0, 
hvars determinant 

ART 


D= 


EO 


är skild från 0, har en och endast en lösning, som kan skrifvas 


COS Ar Ca 

Ce Con0S Cs 20 
) I FR — 5 y=— 

av b, av b, 


Dessa värden x, y hafva determinanten D såsom gemensam nämnare, 
och till täljare, på tecknet när, de determinanter hvilka framgå ur D då 
koefficienterna för den ifrågavarande obekanta i de gifna ekvationerna ersättas 
med dessas konstanta termer c, och ca. 

Om D=0 men någon af de i täljarena af värdena (5)' ingående de- 
terminanterna är skild från 0, har systemet (3) ingen lösning. 

I händelse de betraktade determinanterna alla tre äro 0 men något af 
elementen i determinanten D är skildt från 0, reducerar sig systemet (3) till 


d79 


en enda ekvation, hvilken definierar en af de obekanta såsom en funktion af 
den andra. Systemet (3) har således oändligt många lösningar. 

Om slutligen alla element i D försvinna, har systemet (3) icke någon 
lösning, såframt icke samtidigt c, och c, äro 0O, t hvilket fall ekvationerna (3) 
äro identiska och satisfieras af alla värden x,y. 


3. Några egenskaper hos determinanter af andra ordningen. — 
De hittills betraktade determinanterna, hvilka hafva två rader, två ko- 


lonner och 2”=4 element, benämnas determinanter af andra ordningen 
. eller af andra graden. Vi anföra här några egenskaper hos dessa deter- 
minanter, hvilka omedelbart verificeras genom uträkning. 


19. Värdet af en determinant förändras icke om dess rader göras till 
kolonner och omvändt dess kolonner till rader: 


ad cC 


band 


e d 


eu 


29. Om man i en determinant låter raderna byta plats eller kolon- 
nerna byta plats, ändras determinantens tecken: 


AED 


ae 


Ord a b OC 


392. Om båda raderna eller båda kolonnerna i en determinant innehålla 
samma element i samma ordning, är determinantens värde lika med 0: 


(0 de 
AED 


a a 
= 0, 


FN 
OR ECA 


49. Om elementen i en rad eller i en kolonn hafva en gemensam fak- 
tor, kan denna utbrytas såsom faktor för determinanten: 


föl 


i I ka b 
är dils ke d 


Sr 
GAA 


er. rd 


59. Om elementen i en rad eller i en kolonn båda utgöra summor af 
tvenne termer, kan determinanten skrifvas såsom en summa af två deter- 
minanter: 


arta bi tba Er OR (fr DG 
c LENA TNG 
a b,tba (AE (0 Tag 

= + 
c di, +dza (ba MI eds 
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Genom upprepad användning af denna sats erhålles formeln 


a, tar by tba (30 Ar 05 ad. Då SER 


(6) 


$ 


ey +te, di +tdza CHA Cards Card CSN 


för hvilken vi snart finna användning. 


69. Värdet af en determinant förändras icke om man till elementen i 
en rad eller en kolonn adderar den andra radens eller kolonnens element, 
multiplicerade med en och samma faktor. 


Denna sats utgör en följd af satserna 5”, 49 och 3, ty man har t. ex. 


a b 


a+kb b | 


c+kd d | Cd ed 


KS FR 


Satsen 6” kan i flere fall användas för att förenkla beräkningen af 
en determinants värde. Exempelvis antar determinanten 


109517 


, 


33 6 


om till den första kolonnens element adderas den andra kolonnens ele- 
ment multiplicerade med —6, den enklare formen 


17 


ke 
| 40 JANE 
2 


79. Produkten af två determinanter kan åter skrifvas såsom en deter- 
minant, enligt formeln 


laa,+bb, ac, +bd, 


ca, +db, cc, +dd, 


Riktigheten af denna formel följer enkelt ur likheten (6) och de 
ofvan bevisade satserna. För kvadraten af en determinant erhålles spe- 
ciellt: 


2 


a b 


Fara sr 


CA äc-Föd re sd" 


hvilken likhet, då determinanterna utvecklas, reducerar sig till den vik- 
tiga identiteten 


(a vEb )(6 + dd )= (aec-kbd): lad be). 
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4. Två lineära homogena ekvationer med tre obekanta. — Vi 
skola nu söka lösningarna till ett ekvationssystem af formen 


Lia, 0, Ye 20, 
(7) 
SE Tda kr 03 Yr eZ 0 
Om vi under hvarandra uppskrifva de obekantas koefficienter: 
av bi CA 
(8) ; 


kunna vi ur denna s. k. matris bilda sex determinanter, i det vi för hvarje 
gång utvälja två af matrisens kolonner. Tre af dessa sex determinanter 
framgå ur de tre öfriga då man i dessa låter kolonnerna byta plats. 

Vi betrakta först det allmänna fallet då nyssnämnda determinanter 
icke alla försvinna, och antaga t. ex. 


ar bi 


(9) 


az ba 


Enligt n? 2 satisfieras då, för hvarje gifvet värde af z, ekvationssyste- 
met (7) af ett och endast ett värdepar r, y, nämligen: 


CTSON OCR 

Os 0 FS AEA 
av bi Ke av bj i 

DY MEG 2 De 


hvilka värden, enligt hvad i n? 3 visats, äfven kunna skrifvas: 


ORINCA Cs dAå 
10 C=— 2, == 0 
| ) arv Db, GROT 


Om vi införa beteckningen 


Zz Mg 
av bi 


0 
kan vår lösning skrifvas under den symmetriska formen 


ÖSTCh av bi 


CIO x= 


03 63 
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där t kan fhafva hvilket värde som helst. Ekvationerna (7) satisfieras 
således i förevarande fall af hvarje värdesystem x,y,z i hvilket x,y 
och 2 äro proportionella mot determinanterna i högra membra af (10)'", 
och endast af dessa värdesystem. Lösningen till (7!) skrifves därför 
äfven under formen 


KA Y Zz 
”" — = —— =S Fr Vg 
fl) [OR -=C3 Cad dA0R 
år C5 Card as ba 


Nämnarena utgöras af de determinanter som erhållas ur matrisen (8) då 
man från denna successivt uttager den andra och den tredje kolonnen, 
den tredje och den första kolonnen, den första och den andra kolonnen. 

Om determinanten (9) har värdet 0 men någon af de öfriga de- 
terminanterna som kunna bildas ur matrisen (8) är skild från 0, erhålles 
samma lösning (10)' som ofvan, hvarom läsaren själf bör öfvertyga sig. 

Om samtliga determinanter som kunna bildas ur matrisen (8) hafva 
värdet 0 men något af matrisens element är skildt från 0, reducerar sig 
systemet (7) till en enda ekvation, hvilken definierar en af de obekanta 
såsom funktion af de två öfriga. Ty i detta fall har man identiteterna 


ar Dj, = af La E0, bay bar Cs 


och om vi t. ex. antaga a, £0, följer ur den första af dessa identiteter 
att hvarje värdesystem som satisfierar ekvationen L,=0 äfven satisfierar 
ekvationen L.,=0, hvilken sålunda är öfverflödig och kan bortlemnas. 


o 


Ekvationen L,=0 åter kan upplösas med afseende å x, hvarvid erhålles 


Ca 
g=—-Ty->22 


Våra resultat kunna sammanfattas som följer: 


Om någon af de determinanter som kunna bildas ur matrisen (8) är 
skild från O, bestämmer ekvationssystemet (7) entydigt förhållandena mellan 
de obekanta x ,y,z, och samtliga lösningar till systemet innefattas i formlerna 
(10)", där t kan hafva hvilket värde som helst. 

Äro samtliga determinanter som innehållas i matrisen (8) lika med 0 
men något af matrisens element skudt från O, reducerar sig systemet (7) 
till en enda ekvation. Denna definierar en af de obekanta såsom funktion af 
de två öfriga, hvilkas värden kunna väljas godtyckligt. 

Om slutligen samtliga element i matrisen (8) äro noll, försvinna L, 
och L., identiskt och systemet (7) satisfieras af alla värden x,y,£Z 


Ekvationssystemet (7) satisfieras således i hvarje fall af en oändry 
mängd olika värdesystem x,y,2Z2e. 


Vi anmärka ännu att systemet (7) för z=1 reducerar sig till det i 
n? 2 behandlade ekvationssystemet (3). Om villkoret (9) är uppfylldt, 
kunna vi således enligt (10)'” skrifva lösningen till sistnämnda system 
under formen 
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TERS NN AE 
DRUG (öar UR IRK 
ba Ca C2 Aa 2 ba 


hvilket resultat stämmer öfverens med det vi funnit i n? 2. 


3. Tre lineära homogena ekvationer med tre obekanta. — Vi 
foga nu till ekvationerna (7) en tredje lineär homogen ekvation, och 
betrakta således ett system af formen 


a dT OR YERGT2 =O 
(IT) LL; =0: 0 +byyte,2=0, 
Ir HU NEDAN AR KARA 
Vi bilda här åter en lineär kombination af L,,bL,,bLz: 


(12) katie Lich borlg 
(a l, Fas ls tas lg) C++ (bil, + bal: + bgzls) yt le,l; + el; +egsls) Zz, 
och söka bestämma konstanterna Il,,l!.,l!; så att i detta uttryck koeffi- 


cienterna för två af de obekanta x,y,z försvinna. 
Vi sätta först koefficienterna för y och Zz lika med 0: 


Fal be br bal 0 


(13) 
Gila Ca la Es Gallo OR 


Enligt föregående paragraf äro dessa ekvationer satisfierade om l,,l., lz 
äro proportionella mot determinanterna 


0350, 


, As = 


Co C3 C3 Cil 
förutsatt att någon af dessa är skild från 0. Vi kunna således speciellt 
välja 1, = 4,, l= 4>, l; = 4;, hvilka värden satisfiera ekvationerna (13) 
äfven i det fall då ofvanstående determinanter alla försvinna. Identi- 
teten (12) antar då formen 


(14) FREINER AN a tr Agi Dg (Aj Aj ct Ör As deg Aa )D: 


På analogt sätt finner man att koefficienterna för z och xi ut- 
trycket (12) försvinna om åt l,,l!.,,!; gifvas värdena 


Ca C3 | C3 C1 
12 


B,= | 
do A3 


Ag Ar | 
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hvarur följer 
(12) BL, +B L.+B3 Ly =(b,B, td Bit bs Bi) ys 


samt slutligen att koefficienterna för x och y i samma uttryck blifva 0 
om för Il, ,l!,,l!l; insättas värdena 


da A3 A3 Aj Aa da 
C,= , = a , 
ba b3 ba by bi ba 
hvarvid erhålles 
(14)” C.L, +C: EL: +C: LL, =(e, Oi +03 Ca Fes Cs)2A 


Vi skola närmare betrakta koefficienterna för x,y,2 i högra membra 
af de identiska likheterna (14), (14)' och (14)Y": 


a, 4, tas As tas Ås, 
(15) br Bier va DI öSDA 
ey C, Fes 03 Fes Cs. 


Om vi utveckla determinanterna A,,4,,43;, antar det första af 
ofvanstående uttryck formen 


(16) A:ba Cz3 FA b3 CC, F Aag by Ca — A3 b3 C3 — Ag bi C3 — Ag ba CA. 


Man observerar omedelbart att, om i denna summa indices 1,2,3 under- 
kastas en cyclisk permutation ?), d. v. s. om 1 ersättes med 2, 2 med 3 
och 3 med 1, medan bokstäfverna a,b,c få bibehålla sina platser, de tre 
första termerna cycliskt öfvergå i hvarandra och likaså de tre sista ter- 
merna, hvaraf följer att summan förblir densamma. 

Vi ordna nu faktorerna i hvarje term af summan (16) så att deras 
indices komma i sin naturliga ordningsföljd 1,2,3. Nämnda summa 
kan då skrifvas: 


(MON Aa, ba3C3 + by Cz Az FeCi As bg — AA, 0203 — bi A2 03 — Ci ba A3, 


och härur framgår att densamma icke heller förändras om bokstäfverna 
a,b,c underkastas en cyclisk permutation medan indices lemnas orörda, 
eller m. a. o. om talen a,,a,,a; ersättas med b,,b,,b;, dessa med ta- 


!) Att cycliskt permutera en följd af element, €,e2,..., ey, , Vill säga att ersätta det 
första elementet med det andra, det andra med det tredje o. s. v., och slutligen det sista ele- 
mentet med det första. Om vi dela en cirkels periferi i » lika delar och låta de successiva 


delningspunkterna representera elementen e, e2,...,e,, kan den cycliska permutationen åstad- 


2 
kommas genom en vridning af cirkeln kring dess medelpunkt om vinkeln = 
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len e,,ec2,e3, och dessa åter med a,,a,,az;; ty härvid öfvergå ånyo de 
tre första termerna cycliskt i hvarandra, och likaså de tre sista termerna. 
Men vid en cyclisk permutation af bokstäfverna a,b,c öfvergå 
jämväl determinanterna 4A,,B,,C, cycliskt i hvarandra, och likaså de- 
terminanterna A,,B,,C. och 4A;,B,,C;, hvaraf åter följer att äfven 
uttrycken (15) permuteras cycliskt, så att det första af dem öfvergår i 
det andra, det andra i det tredje och detta åter i det första. Då vi nu å 
andra sidan funnit att det första af dessa uttryck icke förändras vid nämnda 
permutation, kunna vi häraf sluta att uttrycken (15) äro sinsemellan lika, 
och således alla lika med summan (16) eller (16Y', hvilket man äfven 
direkt kan kontrollera genom att utveckla de två senare af nämnda uttryck. 
För summan (16) användes den kortare beteckningen 


LENI 
(CL) ADS TRGSRG 
2 DE GS 


en s. k. determinant af tredje ordningen eller af tredje graden. Denna inne- 
håller 3” =9 element, ordnade i tre horisontella rader och i tre vertikala 
kolonner. Elementen a,,b.,cs bilda determinantens hufvuddiagonal, 
elementen a;,b,,c, dess andra diagonal. Determinanterna A,,B,,C, 
(v=1,2,3) erhållas, på tecknet när, ur den ofvanstående determinanten 
då en af dennas rader och en af dess kolonner bortlemnas, och sägas 
därför utgöra underdeterminanter till densamma. Vi återkomma snart till 
regeln för dessas bildande. 

Bland termerna i summan (16) ingå a, b,c;, som utgör produkten 
af elementen i hufvuddiagonalen af determinanten (17), samt — az b>,c,, 
eller produkten af den andra diagonalens element, tagen med motsatt 
tecken. Ur dessa två termer erhållas, såsom ofvan visats, summans 
öfriga termer, då man två gånger å rad cycliskt permuterar antingen 
indices 1,2,3 eller bokstäfverna a,b,c. Men vid en cyclisk permuta- 
tion af indices öfvergå den betraktade determinantens rader, och vid en 
cyclisk permutation af bokstäfverna dess kolonner cycliskt i hvarandra, 
och vi ledas sålunda till följande regel för att ur determinanten (17) 
bilda det uttryck, (16) eller (16)', som densamma representerar: 

Under determinanten uppskrifvas ånyo dess två första rader, eller ock 
uppskrifvas efter determinanten dess två första kolonner, såsom i nedan- 
stående schemata angifves: 


av by Ci är 0 CEO 
as ba Cal (0 ba C2lA42 Da 
az b3 C3 0 ba C3lA3 bs 
av bi Cd 


(gr deg 
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Hvartdera schemat innehåller den gifna determinantens hufvuddiagonal 
och två med denna parallella fullständiga rader med tre element, och likaså 
determinantens andra diagonal samt tvenne fullständiga rader som äro paral- 
lella med denna. Vi multiplicera elementen i enhvar af dessa sex rader, 
addera de produkter som erhållas för de tre förstnämnda raderna och subtra- 
hera från summan de produkter som erhållas för de tre senare raderna”). 


Denna enkla regel för utvecklingen af en determinant af tredje 
ordningen benämnes, efter dess upptäckare, SARRUS” regel. 


Vi återgå till de identiska likheterna (14), (14)' och (14)”. Dessa 
kunna numera skrifvas under formen 


AVE SKANE SEA SO PED 
(18) BL, +B:L.+B;L;= Dy, 
OT Ly OSS L.=Dz, 


där D betecknar determinanten (17). 

I händelse D£0, sluta vi härur omedelbart att, om L,=L,=L;=0, 
man äfven har v=y=2=0. Ekvationssystemet (11) har således i detta 
fall endast den själffallna lösningen x=0, y=0, 2=0. 

Om D=0, reducera sig ofvanstående identiteter till 


FRE SVE BN BA SLR 
(ELI) Bi Lab ads sabadss 0 
(EE FRE AL bias BA BA KS bg 


Om vi antaga A,£0, kunna vi ur den första af dessa identiteter sluta 
att ekvationen L,=0 är satisfierad för hvarje värdesystem x,y,z som 
satisfierar de två ekvationerna £L,=0 och L;=0, hvilka i sin tur (då den 
af deras koefficienter bildade matrisen säkert innehåller en determinant, 
nämligen A,, som är skild från 0) bestämma förhållandena mellan de 
obekanta x.,y,zZ. Ett liknande resultat erhålles i hvarje fall då D=0 men 
någon af underdeterminanterna A,,B,,C, (v=1,2,3) är skild från 0. 


Om nämnda underdeterminanter alla försvinna, har man identiskt 
(Jm s. 382) 


Ao La 04 La 0,0 Ja Ogillar Ca RÖRDE 
Oz Lo — 0 L3g=0 5 03 Lo — 05 Lag 05 Ca gin GC NEOR 
GA, Ls = Ag Ly ==05 0 3033 = 0 RCA LAS CE 
Om vi antaga att a, £0, följer ur identiteterna a, L,—a,L.=0 och 


a, Lz; — as L,=0 att, så snart L,=0, äfven L, och L,. försvinna, så att 
systemet (11) följaktligen reducerar sig till en enda ekvation, L,=0, 
1) I stället för att ånyo uppskrifva rader eller kolonner, kan man tänka sig determinan- 


ten hoprullad till en cylinder, hvars sidolinie är parallell antingen med radernas eller med 
kolonnernas riktning. | 
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hvilken definierar en af de obekanta, nämligen x, såsom funktion af de 
två öfriga. Ett analogt resultat erhålles i hvarje annat fall då samtliga 
determinanter 4A4,,B,,C, försvinna men någon koefficient i likheterna 
(11) är skild från 0. 

Vi hafva sålunda erhållit följande resultat: 


Ett system af tre lineära homogena ekvationer med tre obekanta, 


[earn ÄRLA 


(11) asxFbiytesz=0, 


lp srt 
hvars determinant 
gian DR Ae 
IEEE Vr (Der 
(öl lf (Be 


är skild från 0, har ingen annan lösning än x=0, y=0, 2=0. 

Om determinanten D försvinner men någon af dess underdeterminanter 
är skild från 0, reducerar sig systemet (11) till två ekvationer, hvilka be- 
slämma förhållandena mellan de obekanta x,y,z. 

Om alla underdeterminanter till determinanten D försvinna (i hvilket 
fall äfven D försvinner) men åtminstone ett af elementen i D är skildt från 0, 
reducerar sig systemet (11) till en enda ekvation; denna definierar en af de 
obekanta såsom funktion af de två andra, hvilkas värden kunna väljas god- 
tyckligt. 

Om slutligen samtliga element i determinanten D äro 0, satisfieras 
ekvationerna (11) af alla värdepar x,y,z. 


Det nödvändiga och tillräckliga villkoret för att systemet (11) skal 
hafva någon annan lösning än x=0,y=0,2=0 är alltså att dess deter- 
minant försvinner. 


6. Några egenskaper hos determinanter af tredje ordningen. — 
De satser vi i n? 3 anfört kunna alla generaliseras till determinanter af 
tredje ordningen, hvilka därutöfver ännu besitta andra intressanta egen- 
skaper. Samtliga dessa egenskaper härflyta mer eller mindre direkt ur 
NSARRUS' regel. 


19. En determinant blir till sitt värde oförändrad om dess rader gö- 
ras till kolonner och dess kolonner till rader: 


GR OSRE 0, Aa Ag 


a: ba Cal= di ba ba 


Aas köR Cs a 0 
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Riktigheten häraf inses enklast om man för utvecklingen af deter- 
minanten i venstra membrum använder det förra och för utvecklingen af 
determinanten i högra membrum det senare af de s. 585 angifna schemata. 


29. Värdet af en determinant förändras icke om dess rader eller dess 
kolonner cycliskt permuteras. 


Denna sats framgår omedelbart ur SARRUS' regel (jmf. äfven noten 
s. 586). Genom upprepad användning af satsen kan man få hvilket ele- 
ment som helst att intaga det första elementets plats. Om vi sålunda 
i den ofvan betraktade determinanten vilja göra bg till första element, 
behöfva vi endast två gånger permutera dess rader cycliskt och därefter 
utföra en cyclisk permutation af dess kolonner, hvarvid successivt er- 
hålles 


Je ÖT AO STCSA T BD 
(19) PAR RR EA EA 
= Dames DORA 23 Ca Ada 


39. Enhvar af de sex termerna i utvecklingen af en determinant af 
tredje ordningen utgör en produkt af tre element, hvilka tillhöra hvar 
sin rad och hvar sin kolonn i determinanten (jmf. (16) och (16)"'). 

Omvändt ingår hvarje af determinantens element i två olika ter- 
mer, såsom omedelbart framgår ur SARRUS' regel. Om vi sammanslå 
dessa termer till en, i det vi utbryta det betraktade elementet såsom 
faktor, kan den andra faktorn skrifvas under formen af en determinant 
af andra ordningen; denna benämnes den till det gifna elementet hörande 
underdeterminanten. 

Exempelvis ingår, i utvecklingen af determinanten (17), elemen- 
tet a, i de två termerna a, b, cz; och — a, bz c,, hvilkas summa kan skrifvas 


ba Ca 
a: (b203 - b3C2) =A4 


b3 C3 


Den i högra membrum stående determinanten utgör således den till a, 
hörande underdeterminanten. Den är på formen när identisk med den 
i n?5 betraktade determinanten A,, och erhålles ur determinanten (17) 
då dennas första rad och första kolonn bortlemnas. 

För att erhålla den till ett godtyckligt element hörande under- 
determinanten kan man, med stöd af egenskapen 2”, först bringa detta 
element att intaga det första elementets plats, och från den sålunda 
transformerade determinanten bortlemna den första raden och den första 
kolonnen. Exempelvis kunna vi af likheten (19) sluta att den till ele- 
mentet b; hörande underdeterminanten är ; 


089 


Densamma är, på formen när, identisk med den i n? 5 betraktade deter- 
minanten Bs. 
Allmänt finner man på detta sätt att de till elementen a,,b,,c, 


(v=1,2,3) i determinanten (17) hörande underdeterminanterna på for- 
men när äro identiska med de determinanter som i n? 5 betecknats med 
4,,B,,C,, hvilket läsaren i detalj bör kontrollera. 


Om vi ordna termerna i utvecklingen af determinanten (17) efter 
elementen i dess första kolonn , sålunda att vi sammanslå de två termer 
som innehålla elementet a,, därefter de som innehålla elementet a, och 
slutligen de som innehålla elementet a, , erhålles för determinanten ut- 
trycket a, 4, +a. 4; +a; 4;, som säges utgöra dess utveckling efter den 
första kolonnens element. Om determinanten utvecklas efter elementen i 
dess andra eller tredje kolonn, erhålles likaså b, B,+b, B,+b; B3 resp. 
ce, C, tes Ci +es Cs. Vi återfinna sålunda uttrycken (15). 

Man kan äfven utveckla determinanten efter elementen i en rad, 
hvarvid för densamma i ordning erhållas uttrycken 


a, 4, +0, Bi te; Ci, Ar As tba Bates Ca, As As tbs Bytes Cs: 


49. Om två rader eller två kolonner byta plats, ändras determinantens 
tecken. 


Ty härvid ändras tecknet för enhvar af de underdeterminanter som 
bildas af elementen i de ifrågavarande raderna eller kolonnerna, och 
om vi utveckla determinanten efter elementen i den återstående raden 
eller kolonnen, framgår häraf omedelbart att dess tecken ändras. 

För öfrigt framgår direkt ur uttrycken (16) eller (16)' att, om två 
af indices 1,2,3 eller två af bokstäfverna a,b,c byta plats, hvilket mot- 
svarar ett utbyte af tvenne rader resp. tvenne kolonner i determinan- 
ten (17), de tre första termerna öfvergå i de tre sista termerna, tagna 
med motsatta tecken, och omvändt, så att summan följaktligen ändrar 
tecken. 

Satsen 4 leder till ett nytt sätt att bilda den till ett gifvet ele- 
ment hörande underdeterminanten, hvilket är enklare än det vi ofvan an- 
gifvit. För att få det gifna elementet att intaga det första elementets 
plats kunna vi nämligen äfven förfara sålunda, att vi låta den rad och 
den kolonn som innehålla förstnämnda element successivt byta plats 
med enhvar af de föregående raderna resp. kolonnerna. Då nu deter- 
minantens tecken ändras hvarje gång två rader eller två kolonner byta 
plats, sluter man häraf till följande praktiska regel, hvilken läsaren upp- 
manas att i detalj kontrollera: 


För att erhålla den till ett gifvet element hörande underdeterminanten, 
kan man från den förelagda determinanten utstryka den rad och den kolonn 
som innehålla detta element; den sökta underdeterminanten är då lika med 
den af de återstående fyra elementen bildade determinanten, tagen med det 
tecken som i nedanstående schema är utsatt på det gifna elementets plats: 


Sd le 
— + — 
RET ok 
Enligt denna regel är t. ex. den till elementet b; i determinanten 


(17) hörande underdeterminanten lika med 


Ad, OA CC, Ads 


A2 Col C. Ada 


hvilket stämmer med det tidigare erhållna resultatet. 


59. Om två rader eller två kolonner innehålla samma element i samma 
ordning, har determinanten värdet 0. 


Ty om vi låta de betraktade raderna eller kolonnerna byta plats, 
blir ju å ena sidan determinanten oförändrad, medan å andra sidan, en- 
ligt 49, dess tecken ändras. ' Betecknas determinantens värde med D, 
är således D=-D, hvaraf D=0. Satsens riktighet inses lika omedel- 
bart om man utvecklar determinanten efter elementen i den återstående 
raden resp. kolonnen, ty de tillhörande underdeterminanterna äro alla 
lika med noll. 


69. Om samtliga element i en kolonn eller en rad hafva en gemensam 


faktor, kan denna utbrytas såsom faktor för determinanten. -— Man har t. ex. 
BFA CR da KON LOG 
| 2 [PERS = BS öl RA TEA 
fa kor (I Ra I Her 


såsom man omedelbart finner enligt SARRUS' regel, eller genom att utveckla 
determinanten i venstra membrum efter elementen i dess andra kolonn - 


79. Om alla element i en rad eller en kolonn utgöra summor af två 
termer, kan determinanten skrifvas såsom en summa af två determinanter. 


Exempelvis är 


Ad: b, C, ÖA ÖF RAG är Dr By 
dö + (AG ö> + Os Ca + Cu 223 dar ba Cod + FEN ba" Cor 
| Ad3 b3 C3 äs ÖS TER dee 


hvilken likhet man bevisar genom att utveckla den gifna determinanten 
efter elementen i dess andra rad. 


80, Värdet af en determinant ändras icke om man till elementen i 
en rad eller en kolonn adderar elementen i en annan rad eller kolonn, mul- 
tiplicerade med en och samma faktor. | 


591 


Denna egenskap följer ur 792,6 och 5. Ty enligt 7? erhålles t. ex. 


av + kb, ov C4 da ba CA kb, by ca | 


Aa ba Ca | Ft) kba ba C2 > 


| as + kba 09 Co 
| TES ALE ARA DR CSE ER 


as Fkbs b3 Ca 


men den senare determinanten i högra membrum har värdet 0, ty enligt 
6? kunna vi ur den första kolonnens element utbryta faktorn k, och här- 
vid erhålles en determinant i hvilken de två första kolonnerna innehålla 
samma element och hvars värde således, enligt 5", är lika med 0. 

Satsen 838? spelar en viktig roll vid determinanters reduktion till 
enklare form och vid deras beräkning. Vi tillämpa densamma på deter- 
minanten 


OS fr er 
(0 Je 
lake 


Om vi subtrahera den andra kolonnens element från den första kolon- : 
nens och den tredje kolonnens element från den andra kolonnens, samt 
utveckla den erhållna determinanten efter elementen i dess tredje rad, 
erhålles: 


1 hö C TA ER ENS d 6 
TRES 
bron = a—b b-e € |= 
ja ö i Hö NE 
Fail 0 0 1 
a+b b+ec 
=(a—b)(b— ec) =(a—b)(a—c)(b—ec). 


99. För produkten af två determinanter af tredje ordningen gäller 
formeln: 


Fig ÅDEr KOR Fer OR ER 
d3 05 Ca - de OM Ce = 
A3 03 C3 (he | 


1 É 
Ond VON EERO Cr dy de TOD Fer 00 då ag'+bi bs! + 6163 


0804 tt 030, FC207 Asa Fb2 bo! + 02 C2 da dat OR 03 Tea CR 


ORON bR OVER 03 er dadlar: Og Dal + Ca C2 Ada da Hbg bg! + Ca C3! 


hvilken läsaren uppmanas att själf kontrollera genom att på determi- 
nanten i högra membrum tillämpa de ofvan bevisade satserna. 
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7. Tre allmänna lineära ekvationer med tre obekanta. — Be- 
handlingen af systemet (11) i n? 5 kan direkt generaliseras till det fall 
då ekvationerna innehålla konstanta termer: 


L,=a,x+b y+c,z+d,=0, 
(20) L.=a Xx + bsytesZ+d2=0, 
L,=as;x+bsy+cs2+d3=0. 


Vi kunna emellertid här något förkorta framställningen i det vi göra bruk 
af de egenskaper vi lärt känna hos determinanter af tredje ordningen. 
Vi bilda åter ekvationssystemets determinant: 


GORGA 


D= [440 03 C3 


AU: ROSES 


och beteckna såsom förut med A,,B,,C, dennas till elementen a, ,b,,c, 
hörande underdeterminanter. 

Härefter multiplicera vi venstra membra i likheterna (20) i ord- 
ning med de underdeterminanter, A,,4,,43;, som höra till koefficien- 
terna för den obekanta x, och addera produkterna. Koefficienten för x 
i summan är lika med uttrycket 


(21) ; a, 4, tas As + Aa3s Ås, 


och således lika med D, ty detta uttryck erhålles då D utvecklas efter 
den första kolonnens element. Koefficienten för y åter är lika med 
b, 4, tb Art bs 43. Detta uttryck framgår ur (21) då a,,ad,,as er- 
sättas med b,,b,,b3; (determinanterna A,,4.,43; äro nämligen bildade 
af den andra och den tredje kolonnens element och innehålla således icke 
elementen a,,a.,agz), och är alltså lika med den determinant som er- 
hålles ur D då man i stället för den första kolonnens element skrifver 
b,,b,;,ba. Men denna determinant är lika med 0, eftersom dess två 
första kolonner äro identiska, och variabeln y försvinner således från 
den betraktade summan. På analogt sätt inses att koefficienten för z i 
denna summa har värdet 0. Slutligen erhålles till konstant term uttryc- 
ket d, 4, +d. 4, +d3; 4;, hvilket framgår ur (21) då a,,a»., az ersättas 
med d,,d,,d3;, och således är lika med den determinant, D,, i hvilken 
D öfvergår då i stället för den första kolonnens element skrifvas d,,d>, dz. 
Vi erhålla sålunda den första af likheterna 


A,L,+4A,L., + 4; Lz=DXX+D,, 
(22) Bi Lit Ba LloseD3 DY DA 5 
C, Li FC, L. +C3; Ly= D2Z+ D3y 
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af hvilka de två senare härledas på ett i allo analogt sätt, och i hvilka 
D,,D,, D; beteckna determinanterna 


(lor MD AEA (FA lid (Gör AD ikra KEM, 
ÖN dö DE Ca 9 BE Ad, de Ca , DNE Ada Då da 
2 Öskes Oleg JEN er le OR le 


Determinanterna D,D,,D,,D; framgå ur den af de gifna ekva- 
tionernas koefficienter bildade matrisen 


av by Cr då | 
| 


Ch een Eb 


(23) 


> 


Få bg C3 då ll 


då man utväljer tre af dennas fyra kolonner, och hvarje determinant som 
kan bildas på detta sätt öfverensstämmer, på kolonnernas ordningsföljd 
när, med någon af nämnda determinanter. 


Vi betrakta först det allmänna fallet, då DZ0. TI likheterna (22), 
hvilka gälla identiskt, d. v. s. för alla värden x,y,z, försvinna i detta 
fall de högra membra för ett och endast ett värdesystem af de obekanta, 
nämligen 


(24) MN 


Om systemet (20) öfverhufvud har någon lösning, kan denna således 
icke vara någon annan än (24). För att visa att dessa värden verkligen 
satisfiera (20), multiplicera vi identiteterna (22) med a,,b,,c, och ad- 
dera resultaten. Koefficienterna för L,,L.,,&L, blifva då i ordning 


UFAR DA Byt 6: Ci; Ar 43 Fb, Bo Fes Cs, Ar ds Fb, BA For Ca: 


Den första af dessa koefficienter utgör utvecklingen af determinanten D 
efter elementen i dess första rad. De två senare koefficienterna åter 
hafva värdet 0, ty de äro lika med de determinanter hvilka framgå ur D 
då elementen i den andra resp. den tredje raden ersättas med a,,b,,ci, 
såsom man omedelbart finner om man utvecklar D efter elementen i 
nämnda rader. Vårt resultat antar således formen 


DL, =a, (DZ+Di)+b,(Dy+D)+c, (Dz+Ds3), 


och denna identitet visar oss att DL, och således L, försvinner för vär- 
dena (24). Om man multiplicerar likheterna (22) med a;,bs.,cz. eller 
med a;,bs,c;, finner man på samma sätt att nämnda värden satisfiera 
Jämvaällekvationerna L,=0 och L;=0:. 

Om D=>0 satisfieras således det gifna ekvationssystemet af vär- 
dena (24), och endast af dessa värden. 
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594 
Vi antaga nu D=0, i hvilket fall identiteterna (22) reducera sig till 
A, Li + AA Lo+ AA, Lz =D, 
(22Y' BI LAS Bo Ls sasse 
CY TA TCA Lö CS US 


Om någon af determinanterna D,,D,, DD, är skild från 0, sluta vi 
ur. (22)' omedelbart att L,,bL., och L, icke samtidigt kunna försvinna 
och att det gifna ekvationssystemet (20) således icke har någon lösning. 

Om åter DI = NI DN;= 05 öljerFurs(2204: 


ANTA Ed ARS ESS 
(22) NIAN BURE SN An ja SR BRA 
ER BR SS SP BAR SA BES LEA 


I händelse A, 0, visar oss den första af dessa identiteter att L, för- 
svinner för hvarje värdesystem x,y,z som satisfierar ekvationerna L,=0 
och L,=0. Dessa åter kunna upplösas med afseende å y och 2, hvar- 
vid enligt n? 2 erhålles 


JR Aa C++ Ad2 Ca BR loser | 
AtNasmrkläg Or a AT TA ne 

PER ba as LC +d3a ROTA ba en 
Ar | 53: art da ar NA SER 


Allmänt inses på detta sätt att, så snart någon underdeterminant till D 
är skild från 0, systemet (20) reducerar sig till tvenne ekvationer hvilka 
definiera två af de obekanta såsom funktioner af den tredje. 

Vi antaga nu att underdeterminanterna A,, B,,C, (v=1,2,3) alla 


försvinna, i hvilket fall äfven D= D, =D. =D, =0. Man har då identiskt 
Aa Dy —- 0, LC = 0, d5s—- 2 dd; 
As La AA La = dad3 — Ag dan 
di Easit dy dig 


samt två andra system af identiteter hvilka framgå ur de ofvanstående 
då koefficienterna a,,d,,az; ersättas med b,,b.,bz; eller med c,,Cz2,Cz-: 
Högra membra i dessa identiteter utgöra determinanter af andra ordnin- 
gen och framgå ur matrisen (23) då man från denna uttager de element 
som tillhöra två af dess rader och två af dess kolonner, däribland den 
sista kolonnen; och omvändt är hvarje determinant som kan bildas på 
detta sätt, på tecknet när, lika med högra membrum i någon af ofvan- 
nämnda identiteter. Om någon enda af dessa determinanter är skild 


5395 


från 0, kunna således. L,, L,,L, icke samtidigt försvinna, och systemet 
(20) har alltså i detta fall icke någon lösning. 

Om däremot nyssnämnda determinanter alla försvinna, i hvilket 
fall samtliga determinanter af andra ordningen som innehållas i matrisen 
(23) äro lika med 0, reducera sig de ofvan betraktade identiteterna till 


ark, a, L2=0, as Li -0: CL: =0, 0, Ls—- 02; 5, =0, 
bara 07 OLA 10, LE 0 ONA - 0 LL, =0, 
(Bö JEN NR NE MSN BE RN FANER Töre BEN 


och vi sluta häraf (jmf. s. 586) att, i händelse någon af koefficienterna 


a,,b,,e, (v=1,2,3) är skild från 0, systemet (20) reducerar sig till en 


Vv 
enda ekvation hvilken bestämmer en af de obekanta såsom funktion af 


de två öfriga. 

Om slutligen koefficienterna a,,b,,c, (v =1,2,3) alla äro 0, hafva 
ekvationerna (20) ingen lösning, såframt icke samtidigt d,=d,=d3;=0, 
i hvilket fall de satisfieras af alla värden x,y,z. 


Vi sammanfatta våra resultat i följande sats: 


Ett ekvationssystem (20) hvars determinant D är skuld från 0 har en 
och endast en lösning, hvilken kan skrifvas under formen 


SUR l NN a BAD fa OD 

FÅS EP TE RR VAR 
där D,,D.,D; erhållas ur determinanten D då i denna koefficienterna för 
r, för y och för Zz i ordning ersättas med de gifna ekvationernas konstanta 
termer d,,d2, dz: 

Om D=0 men någon af determinanternazD,,D., DD, är skid från 
0, har systemet (20) ingen lösning. 

Om D=D,=D,.=D3=0 men åtminstone en af underdeterminanterna 
till D är skild från 0, reducerar sig systemet (20) till två ekvationer. Dessa 
bestämma två af de obekanta såsom funktioner af den tredje, hvars värde 
kan väljas godtyckligt. 

Om samtliga underdeterminanter till D försvinna men någon annan 
af de determinanter af andra ordningen som innehållas i matrisen (23) är 
skild från 0, har systemet (20) ingen lösning. 

Om alla determinanter af andra ordningen som innehållas i matrisen 
(23) försvinna men åtminstone ett af elementen i determinanten D är skildt 
från 0, reducerar sig systemet (20) till en enda ekvation. Denna bestäm- 
mer en af de obekanta såsom funktion af de två andra, hvilkas värden kunna 
väljas godtyckligt. 

Om slutligen alla element i determinanten D försvinna, har systemet 
(20) icke någon lösning, såframt icke samtidigt di, =d.=d3;=0, i hvilket 
fall detsamma satisfieras af alla värden x,y,z. 


8. Ekvationssystem med flere ekvationer än obekanta. — Ett 
system af lineära ekvationer i hvilket antalet ekvationer är större än an- 
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talet obekanta har i allmänhet icke någon lösning. Vi skola, med hjälp 
af de egenskaper vi lärt känna hos determinanter, i några enkla fall visa 
huru man uppställer villkoret för att en lösning skall existera, eller, 
annorlunda uttryckt, för att de gifna ekvationerna skola vara förenliga 
eller kompatibla. 

Vi behandla först ett system af tre ekvationer med två obekanta: 


FRE 
(25) Zoona kn ORVAR 
FER 


och betrakta här åter determinanten 


för hvars underdeterminanter vi använda samma beteckningar som förut. 
Om L,,bL.,&L3; 1 ordning multipliceras med de till c,,c,,c3 hö- 
rande underdeterminanterna C,,0C,,C,, erhålles 


C,L,+rC.:L.+C.L,= 
(a, C, + a C3 + az; Cs)x+ (db; Ci +b2 Ca +ba Cs) y+les Ci tea Ca + 03 Cs): 


Men ce, C,+e;C,+c,C3: =D, och koefficienterna för x och y, hvilka 
erhållas ur förstnämnda uttryck då c,,c.-,c; ersättas med a,,0d2,az3 
resp. b,,b.,b3, hafva värdet 0, eftersom de kunna skrifvas under for- 
men af determinanter i hvilka två kolonner äro lika. Ofvanstående iden- 
titet reducerar sig alltså till 


(26) ÖT VOTE IGT SIDE 


Härur framgår att L,,L, och L, icke samtidigt kunna försvinna 
om D=>0, eller annorlunda uttryckt: 


Ett nödvändigt villkor för att ekvationerna (25) skola vara förenliga 
är alt determinanten D försvinner. 


Men detta villkor är icke tillräckligt, d. v. s. det kan inträffa att 
determinanten D har värdet 0 men ekvationerna (25) det oaktadt icke 
hafva någon gemensam lösning. För att fullständigt utreda denna fråga 
har man att undersöka nämnda determinants underdeterminanter, och, 
i händelse dessa alla äro 0, dess element. Med stöd af identiteten (26) 
och de i n? 2 uppställda resultaten erhåller man följande sats, hvars be- 
vis läsaren i detalj bör genomföra: 
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Ekvationerna (25) äro förenliga om determinanten D försvinner och 
därtill något af följande villkor är uppfylldt: 


19. Åtminstone en af de underdeterminanter till D som bildas af de 
två första kolonnernas element, d. v. 8. af de obekantas koefficienter, är 
skild från 0. 

29. Samtliga underdeterminanter till D försvinna, men något af ele- 
menten i de två första kolonnerna är skildt från 0. 

39. Alla element i determinanten D försvinna - 


Om intet af dessa fall inträffar, d.v.s. om DO, eller om de under- 
determinanter till D som bildas af de två första kolonnernas element alla 
försvinna men någon annan underdeterminant är skild från 0, eller om alla 
element i nämnda kolonner försvinna men något element i den tredje kolonnen 
är skildt från 0, äro däremot ekvationerna (25) inkompatibla, d. v. s. de 
hafva icke någon gemensam lösning. 


Vi gå till ett system af fyra lineära ekvationer med tre obekanta: 


L,=a,x+b y+tce,z+d,=0, 
(27) L,.=0X+bysytcs2+ dd, =0, 
FORA SANNA 
L,=0a,x+bysyte,zZ+d,=0. 
I analogi med det föregående söka vi bestämma konstanterna Il, ,l,,l3,l, 
i uttrycket l, L,+!l. L.+I!l;L,;+!,L, Så att koefficienterna för de obe- 
kanta x,y,2 försvinna. Vi erhålla sålunda för !,,l,,l!;,!, villkorsekva- 
tionerna: 


dy by TF Aabo t dala FT Asta = 0, 
(28) [ÖRA rr (DE TN a EN AJEN AST RS BU AE ÖR 
GT LEG kaenögrg Re ESO 


Vi betrakta den af dessa ekvationers koefficienter bildade matrisen, 
hvilken, om raderna göras till kolonner och omvändt, antar formen 


NOT: 


AsÖRNLGS 


| 3 03. C8 


(8 blb dö 


Om någon af de determinanter af tredje ordningen, hvilka kunna 
bildas ur denna matris sålunda att man utväljer tre af dess rader, är 
skild från 0, kunna ekvationerna (28), såsom i n? 7 visats, upplösas 
med afseende å tre af de obekanta, och man finner genom att resonera 
såsom i n? 4 att nämnda ekvationer i detta fall äro satisfierade såsnart 
värdena af Il, ,l,,l;,!, äro proportionella mot determinanterna 
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dSt0R Co ln OR HE (RE (DANNE 
D,j=— 103 by cz |», Da =1A3 dy C3|>; Da=—- 122 ba Cola DIF EROTTE 
ANERON (här DA (Gt EAA ANDaO a A3 03503 


Vi sluta häraf att ekvationerna (28) i hvarje fall, vare sig ofvanstående 
determinanter försvinna eller icke, äro satisfierade för värdena l, = D,, 
ll. =D,,lzs=D;,l, = D,, och vi erhålla således identiteten 


(20). D, TA + DD: + Dy La + DA Ly =dyD, + da D3 AA 


Uttrycket d, Dy +d: D.+d; Dz+d, D, skrifves RCEN formen af 
följande determinant af fjärde ordningen: 


GR DE BADA 


do ba Co dias 
(30) 


dig KÖ 
b 


| (GÅ 4 


Determinanterna D,,D.,D;,D, erhållas, på tecknet när, då man från 
determinanten (30) i ordning utstryker de rader som innehålla elementen 
d,,d,, dz, d,, Samt den sista kolonnen, hvilken innehåller alla dessa 
element. 

Vi kunna här åter ur identiteten (29) draga följande slutsats: 


Htt nödvändigt villkor för att ekvationerna (27) skola vara förenliga 
är att den af deras koefficienter bildade determinanten (30) försvinner. 


För att finna tillräckliga villkor, har man åter att betrakta de under- 
determinanter som kunna bildas ur determinanten (30), sålunda att an- 
tingen en rad och en kolonn, eller två rader och två kolonner utelemnas 
från densamma. Man erhåller härvid följande resultat, hvars bevis utan 
svårighet framgår ur det föregående: 


Ekvationerna (27) äro förenliga om determinanten (30) har värdet 0 
och dessutom något af följande villkor är uppfylldt: 


19. Åtminstone en af de underdeterminanter af tredje ordningen som 
kunna bildas af elementen i de tre första kolonnerna i determinanten (30) är 
skild från 0. 

29. Alla underdeterminanter af tredje ordningen till determinanten 
(30) försvinna, men bland de underdeterminanter af andra ordningen som 
kunna bildas ur elementen i dess tre första kolonner finnes OERUTSköna en 
som är skild från 0. 

39. Alla underdeterminanter af andra ordningen till determinanten 
(30) försvinna, men något SK elementen i dess tre första kolonner är skildt 
från 0. 

49, Alla element 1 determinanten (30) äro noll. 
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Om intet af dessa fall inträffar, d. v. s. om D=£0', eller om de under- 
determinanter af tredje ordningen som kunna bildas ur de tre första kolon- 
nernas element alla försvinna men någon annan underdeterminant af tredje 
ordningen är skild från 0, eller om alla de underdeterminanter af andra 
ordningen som innehålla element endast från de tre första kolonnerna hafva 
värdet O men någon annan underdeterminant af andra ordningen är skild 
från 0, eller om slutligen alla element i de tre första kolonnerna försvinna 
men något element i den fjärde kolonnen är skildt från 0, hafva ekvatio- 
nerna (27) icke någon gemensam lösning. 


Vi behandla ännu i korthet ett annat problem som enkelt löses 
medels determinanter, och hvilket kan återföras till det föregående. 
Vi betrakta ett ekvationssystem, 
EPS E SR Boom SE 
NA SVEG 
hvars determinant a,b, — a.b, är skild från 0 och hvilket följaktligen har 


en och endast en lösning, x£,,y,, och söka det värde, w, som en viss 
lineär funktion 


ask + bsy+es 


ANtArÖri RC Yi Y0: 
För de betraktade värdena x,,y, bestå följande tre ekvationer 
samtidigt: 


ax +Fbiy+e, =05 
dax + baYyt+ Ca = 
asx+bsytes— w=0. 


Dessa ekvationer äro således kompatibla, och enligt satsen s. 596 är 
följaktligen den af deras koefficienter bildade determinanten lika med 0 


da 0 Ch | 


Aa ba Ca =07 


på 


Ad 3 b3 Cr 0 


Denna likhet, som bestämmer w, kan enligt satsen 7? s. 590 skrifvas 
under formen 


Hale LÖR HER | sel 


Gr öaea KE 


GaOSNCs 


600 


och om den senare determinanten utvecklas efter elementen i dess sista 
kolonn, erhålles för w det eleganta uttrycket: 


Ada ba Ca 
da Da C2 
az bs C3 


OA SEN 
au Di 


Aa Da 


Öfningsuppgifter (samtliga SEPEE böra lösas med användande 
af determinanter): 


1) För hvilka värden af o har ekvationssystemet 


RR 
tc+ y=0Y 


andra lösningar än x=0,y=0, och hvilka äro dessa lösningar? 

2) Angif villkoret för att punkterna x,,y, och x,,y. skola ligga 
på samma räta linie genom origo. 

3) Lös följande ekvationssystem: 


if g—5y == 0 f20— 3y=5 fa FoyTTR 
EES RA | x+2y=1 5; lo eyes 


4) Bestäm alla värdesystem x,y,z som satisfiera ekvationerna 


RS 2-0 
4x+ y—52=0. 


3) Bestäm riktningscosinerna för en rät linie som är vinkelrät 


a) mot linierna a och ERE! b) mot linierna TUR 


AR 
= KON 
och SRA 


6) Beräkna följande determinanters värden enligt de olika förfa- 
ringssätt som angifvits i n? 5 och n” 6: : SAR 


ONERDInre INA Dra [4 c RA FAR [9 CIAERS0 
070 dl a 0 28 pla db dt ef | JB 2 SER 
ESA TENN FRA 2 SA COR 
7) Lös följande ekvationssystem: 
2z— yt9I2=0 3x+2yt+52=22 ar+c2z+te=0 döx—7Tyt 2=5 
223205 4x+3y + 22=16 ; byt dz +£=0; 3r—-4y— 2=1 


x— yt62=0 22x+5yt32=21 lex +dytg=0 z—2yt52=717. 
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8) Koordinaterna &x,,y1,2:» C2,Y2,22 OCh X3,yg,2g för tre punk- 
ter i rymden satisfiera villkoret 
VARVAR 
k2 Y2 Z21|= 0: 


C3 Y3 23 


Hvilken slutsats kan härur dragas om dessa punkters läge? 
9) Vi beteckna såsom tidigare med A,,B,,C, de till elementen 
a,,b,,e, hörande underdeterminanterna i determinanten 


ORANGE 


D = d2 ba C2 
aAd3 b 3 C3 
Bevisa likheten 
AST DNS Ga 


7.85 Ba Ca =) . 
As B3 Cs 


10) Bestäm alla värdesystem x,y,z,u som satisfiera ekvationerna 


EE SRA UNS Pa 
Ixt+4yt32— u=0 
[NS 2+4u=0. 


11) För hvilka värden af p äro ekvationerna 


NA 
11 
| dö Är 
3x—py=2 


kompatibla? 

12) Uppställ villkoret för att tre räta linier i xy-planet, hvilkas 
ekvationer äro gifna, skola skära hvarandra i en punkt. 

13) Bestäm afståndet från skärningspunkten mellan de räta linierna 
a,c+biyte, =0 och ax + by +ec, =0 till linien asx+bsy+cs =0. 

14) Bringa ekvationen för den räta linie i xy-planet, som går ge- 
nom punkterna x,,y, och x,,y., under formen D=0, där D är en deter- 
minant af tredje ordningen, och härled denna ekvation på enklaste sätt. 

15) Sök villkoren för att fyra plan, hvilkas ekvationer äro gifna, 
skola skära hvarandra a) i en punkt, b) längs en rät linie. 

16) Bestäm afståndet från skärningspunkten mellan planen a,x + b,y 
+e;zZ+d,=0, ast +baytesZ+d2=0 och asx+biytegsg2+d3=0 till 
planet ax +by+cz+d=0. 

17) Uppskrif ekvationen för det plan som går genom punkterna 
TANIA. Ya, 22 [OCH t:,ys, 27 Under förmen (D'=0; där D är en 
determinant af fjärde ordningen. 


Not II. 


Användning af determinanter för beräkning af 


1. Arean af en triangel. 


polygoners areor. 


Vi betrakta i ett gifvet plan en triangel 


P, P, P., välja P, till origo för ett rätvinkligt koordinatsystem, och be- 
teckna koordinaterna för punkterna P, och P, i detta system med £x,,y, 


(2, 42) 


Xx 


och Xx.,,y.. Vidare beteckna vi med r,, 9, och 
7., 92 Nämnda punkters polära koordinater med 
afseende å origo: såsom pol och positiva x-axeln 
såsom axel, hvarvid den polära vinkeln q räknas 
såsom den analytiska geometrin föreskrifver, samt: 
slutligen med v storleken af den af triangelns 
vinklar som har sin spets i origo. Man har 
v=+(qp2—- pi), där tecknet + gäller om pq. > Pi, 
tecknet — om 9. <9q,;-. 


Mätetalet för en triangels yta är lika med halfva produkten af 
mätetalen för en af dess sidor och motstående höjdlinie, eller således 
lika med halfva produkten af mätetalen för två sidor och sinus för mellan- 
liggande vinkel. Mätetalet t för den betraktade triangelns yta erhåller 


alltså uttrycket 


t 


FAR 
at 
Men 


1 


ri r.sinv=tar,r,sin(P,— 9) 


2 


(rr, COS på. ra SIN Pa — Ya COS Pa. 71 SIN P))- 


Pa CÖS-P4 = Cr 77 SIN fr YI da COS PY BR NSI 


och ofvanstående likhet kan således skrifvas 


(19) t=+t3(20 YT 


1 IDR 


2y, Ye: 


Enligt hvad ofvan sagts bör man i högra membrum välja tecknet + om 
pp. > Pi, tecknet — om Pp. <. pi: 

Vi skola gifva regeln för bestämmandet af tecknet i likheten (1) 
en annan form. Låt A, 4,... 4, vara en godtycklig polygon i zy-planet. 
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Vi tänka oss en rörlig punkt, P, som kontinuerligt genomlöper denna 
polygons perimeter, i riktningen A,4,...4, 4,. Om då koordinat- 
systemet förflyttas i planet så att origo faller i punkten P och den posi- 
tiva x-axeln utmed nämnda punkts fortskridningsriktning, kommer den 
positiva y-axeln, såframt P icke sammanfaller med någon af polygonens 
hörnpunkter, ständigt att vara riktad antingen inåt eller utåt i förhål- 
lande till polygonens yta. I förra fallet säges A, A,...4, 4, utgöra ett 


omlopp af polygonens perimeter i positiv riktning eller, kortare, ett posi- 
tivt omlopp, i senare fallet ett negativt omlopp”). 

För den ofvan betraktade triangeln P,P,P, utgör, såsom ur figu- 
ren på föregående sida omedelbart framgår, P,P, P,P, ett positivt om- 
lopp om FP, > qi, ett negativt omlopp om 9, < p,, och omvändt. 

Vi böra således i likheten (1) välja tecknet + eller tecknet — allt 
efter som riktningen från P, till P, sammanfaller med den positiva eller 
den negativa omloppsriktningen af triangelns perimeter. 

Vi betrakta nu en triangel i godtyckligt läge i förhållande till 
koordinatsystemet. Koordinaterna för triangelns hörnpunkter P,, P,,P. 
TT ANV ATA T NU Ca Yr Lo Ya ÖM TVyi välja Fo tilllörigo för ett nytt 
koordinatsystem hvars axlar hafva samma riktningar som det gifna syste- 
mets, äro koordinaterna för punkterna P, och P, i det nya systemet lika 
med x,—Z,,Yi— Yo TESPp. LV. — Ly, Y2—- Yo, och för triangelns mätetal t 
erhålles således, enligt hvad ofvan visats, uttrycket 
1 Carro C2- Lo 
(ES SER 


| 


Yala don YIT 


Men determinanten i högra membrum kan skrifvas (jmf. s. 580) 


Frk. BD FER FR Sö — XL) —Lg 
är + Te 
yr Ya YRTEKA TKO ER 0 0 
ög de ön 0 SDor EG 
Et 
Yo Ya YLrgeR y2 Yo 
Om vi införa den kortare beteckningen 
rv ARA 
liva 


där P och P' utgöra de punkter i planet hvilkas koordinater äro x,y 
resp. x',y', antar vårt resultat således formen 
” 

1) Om , såsom brukligt är, axlarnas positiva riktningar väljas så att den vridning om 90? 
kring origo, som öfverför den positiva x-axeln i den positiva y-axeln, för åskådaren ter sig så- 
som en vridning motsols, ligger vid ett positivt omlopp af polygonens perimeter det inre af 
polygonen för åskådaren ständigt till venster om fortskridningsriktningen. 
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(3) E+3 (D(P),Pi)+DUP PED (PRO 


där man har att välja tecknet + eller tecknet — allt efter som P, P, P, P, 
utgör ett positivt eller ett negativt omlopp af triangelns perimeter. 


2. Bevis för fundamentalsatsen i läran om polygoners areor. En 
Vi betrakta en god- 
tycklig polygon i xy-planet och beteckna med A,,4.,..., 4, dess hörn- 


polygons area uttryckt medels determinanter. 


punkter, tagna i positiv omloppsriktning. Vi dela polygonen på något 

sätt i trianglar, och vilja bevisa att sum- 

man af dessa trianglars måätetal beror endast 

af koordinaterna för polygonens hörnpunkter 

och erhåller alltså samma värde huru än poly- 

gonens delning i trianglar verkställes, hvilken 

sats spelar en fundamental roll i läran om 
plana figurers areor (jmf. s. 330). 

Vi anmärka först att; omE,ocktP 

äro två godtyckliga punkter i planet och 

ÅA, på dessas sammanbindningslinie väljes en 


följd af punkter, .P,, Pe,-.-, fr Man kar 
(4) D (Pos P)=D (Py; Py) FOP PAR ACORN 
Ty om koordinaterna för punkterna Py; P,,-..» Fp, FE AO Woo YOKLe Sa 


> Lr» Yr; C>Yy, Och om ekvationen för den räta linie på hvilken dessa 


punkter ligga skrifves under formen y=mz—+ bb, hvilket är möjligt om 
nämnda linie icke är parallell med y-axeln, erhålles 


TE 


JEMEN AN SÖ 


INRE är 
| = 6 (XDA 
Ok di MI, +t+b mMÄ+b 


och likaså 
DU Eos) = 0 (0 DERE OM (RASER D(P;P)=00(207- 20) 


hvarur riktigheten af likheten (4) omedelbart framgår. På analogt sätt 
bevisas denna likhet i det fall då den räta linien genom punkterna P, 
och P är parallell med y-axeln. 

A,B,C må vara hörnpunkterna, tagna i positiv omloppsriktning, 
i en af de trianglar i hvilka den gifna polygonen delats. På denna 
triangels perimeter kunna ligga vissa andra hörnpunkter i triangelnätet. 
Vi antaga att på sidan AB ligga punkterna A,,4,,...,4,, på sidan 


BC punkterna B,,B3s:::s Bg, på sidan CA punkterna C,,C>,..-,Cy?” 


sålunda att, då triangelns perimeter genomlöpes i positiv riktning, man 
i ordning råkar på punkterna 


(5) Ås ÅA snar Agnes RR 


Pe 
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Enligt (3) är den betraktade triangelns mätetal lika med 
1 
(6) 3|P(4,B)+D(B,0)+D(C,A) |: 
Å andra sidan är, enligt (4), 
DA; B)=D(45 4, )FD(A,. 4) +: "FD(A,)B); 
D(B,C)=D(B,Bi)+D(Bi,B)+:::+D(B2,C), 
EAS (CC DA CR CER KO VRAN 
Om vi för punkterna (5) införa den enhetligare beteckningen 
(5) fb älgar FR ERS) 


kan uttrycket (6) således skrifvas 


u 
(00 IE TIS RN 


VI 


och ett liknande uttryck erhålles för mätetalet af enhvar af de öfriga 
trianglarnas ytor. 

Låt PP' allmänt beteckna en sträcka i triangelnätet som förenar 
två successiva hörnpunkter. Om denna sträcka icke utgör en del af den 
gifna polygonens perimeter, tillhör den perimetrarna af två närliggande 
trianglar, och då dessa genomlöpas i positiv riktning, kommer nämnda 
sträcka i den ena triangeln att genomlöpas från P till P', i den andra 
från P' till P. I uttrycket för den förra triangelns mätetal svarar då 


1 | ; 
mot PP' termen 5 D(P, P'), i uttrycket för den senare triangelns mäte- 


tal termen 5 ÖNERINER SEM enten et: (2 )Aäre Di (RIUPR)YEESDIERS PN IEock 
då vi addera uttrycken för trianglarnas mätetal taga således de mot sträc- 
kan PP"' svarande termerna ut hvarandra. 


Om sträckan PP' utgör en del af polygonens perimeter, tillhör 
den däremot perimetern af en enda af de betraktade trianglarna, och då 
denna genomlöpes i positiv riktning, kommer PP' att genomlöpas i en 
riktning som sammanfaller med den positiva omloppsriktningen af poly- 
gonens perimeter. Om denna går från P till P', svarar således i ut- 
trycket för summan af trianglarnas mätetal mot sträckan PP' i föreva- 


rande fall termen SK GE SRRI 


Låtom oss med Q,,Q2>-:-:> Qm (Vm+s =QVi) beteckna de hörn- 
punkter i triangelnätet som ligga på den gifna polygonens perimeter, 
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tagna i positiv omloppsriktning. Af det ofvan sagda kunna vi då sluta 
att summan af alla de betraktade trianglarnas mätetal är lika med 


CV RA 


TR I 


Men enligt (4) är summan af de termer i Z D(Q,.Q, ,,)» hvilka svara mot 


delarna af sidan A, 4.i den gifna polygonen, lika med D(A,,42), summan 
af de termer som svara mot delarna af sidan A, 4; lika med D(A3:, 43)» 
0. S. v., och vi erhålla alltså såsom slutresultat för summan af triang- 
larnas mätetal uttrycket | 


1 

(CT a P(4:. 4) +D(4:, 4) +D(A 2-1 An) FORA ; , 

Älä punkterna As Ao ss A 
Detta uttryck beror endast af koordinaterna för polygonens hörn- 

PUDKLÖR ANS VAS oa: 


» äro tagna i positiv omloppsriktning. 


»: Om dessa koordinater i ordning betecknas med 


lys Yis Los Yo2rerrs Lr Ynnor 
antar vårt resultat, då det fullständigt utskrifves, formen 


Ci Lo L2 LC3 Ca—Ar Cn 


(ER 


| | 


Vi hafva härmed bevisat fundamentalsatsen i läran om polygoners 
areor, och samtidigt erhållit ett enkelt och elegant uttryck (7)"” för be- 
räkningen af en polygons area, då koordinaterna för dess hörnpunkter 
äro gifna. 


4 Li 
2 | 


- ++ 


Yr Ya Yy2 Y3 Yn—ri Yn YR Ya 


Not III. 


Användning af determinanter för beräkning af 
polyedrars volymer. 


1. Volymen af en tetraeder. — Vi införa i rymden ett rätvink- 
ligt koordinatsystem, och betrakta först en tetraeder som har en hörn- 
punkt i origo O. Dess öfriga hörnpunkter må 

På vara P,, P,, P;, och dessas koordinater 


NN P Ci» YirsZis C2sYo2sZ2,y 35 Yg»Za-: 
2 


Mätetalet för tetraederns volym är lika med 
en tredjedel af produkten af mätetalen för en 
af dess sidoytor, t. ex. OP,P,, och motstående 
höjdlinie. Ekvationen för planet OP, P, kan 


z skrifvas 
ax+By+y2z=0, 
där 
yr Ya rd 22 Ci Lo 
[0 dä , = SE , 
2, Za 2 Co Y, Ya 


och afståndet från punkten P, till detta plan är lika med 


4 DEN RAS 
JET RET HO - 2 yr Y2 Y3 
Va”+B+y äl Md ia Za 23 


Om mätetalet för triangelytan OP,P, betecknas med t och riktnings- 
cosinerna för normalen mot triangelns plan med l!l,m,n, erhålles å 
andra sidan, med stöd af satsen om en plan ytas projektion!) och lik- 
heten (1) s. 602, 


I; 


1 
lt=+t 30 mt=T35B, ia v 


DD 


1) L. LInDELÖF, Lärobok i Analytisk geometri, s. 171. 
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hvarur, på grund af relationen !U +m”+n"=1, följer 


EE TSTE ERE fa 
t=5Vo +p+y. 
Såsom mätetal för tetraederns volym erhålla vi således uttrycket 
GR ARNE AS 


il 
(1) 25 yr 2 Y3l 
j2Zar 22 23 | 


där det ännu återstår att bestämma tecknet. 

För den i detta uttryck ingående determinanten, hvars kolonner 
i ordning innehålla koordinaterna för punkterna P,,P,, P;, införa vi den 
kortare beteckningen D(P,, P,, P;): 


Lr Co 3 
(2) D(P FPS NYL Ya gg 


AMF 


Då en determinant af tredje ordningen bibehåller sitt värde vid en cyclisk 
permutation af dess kolonner (jmf. s. 588), ändras värdet af D (P,, P,, F;) 
icke om punkterna P,, P,, P; permuteras cycliskt. 


För att afgöra hvilket tecken man bör välja i uttrycket (1), an- 
ställa vi några enkla geometriska betraktelser. 

Vi välja i xyzg-rymden ett godtyckligt plan, uppresa normalen i 
en punkt P af detsamma, och fastställa på denna normal en bestämd 
riktning PQ. Härefter tänka vi oss det gifna rätvinkliga koordinatsyste- 
met flyttadt så att origo fäller i punkten P och den positiva 2-axeln 
utmed normalen PQ, hvarvid x- och y-axlarna sammanfalla med tvenne 
vinkelräta axlar i det gifna planet. Om dessa axlar väljas till abskiss- 
resp. ordinataxel för planets punkter, erhålles för perimetern af hvarje 
polygon i planet, enligt den s. 603 uppställda definitionen, en fullt be- 
stämd positiv omloppsriktning. Vi beteckna denna kort såsom den posti- 
tiva omloppsriktningen med afseende å normalen PQ'). Om normalens rikt- 
ning ändras, ändras äfven den positiva omloppsriktningen. 


1) Låtom oss antaga koordinatsystemet sådant, att den vridning om 909 kring 2-axeln 
som öfverför den positiva x-axeln i den positiva y-axeln, betraktad från den positiva 2-axelns 
sida, ter sig såsom en vridning motsols. För en person som tänkes vandra längs perimetern af 
en i det gifna planet belägen polygon i den ofvan fixerade positiva omloppsriktningen, på samma 
sida om planet som normalen PO, ligger i detta fall det inre af polygonen ständigt till venster 
om fortskridningsriktningen (jmf. noten s. 603). ; 

Om mot hvarje sidoyta af den på föregående sida afbildade tetraedern (hvars hörn- 
punkt P, antages vara synlig för åskådaren) uppreses en normal som är riktad utåt i förhål- 
lande till tetraedern, utgöra P, P. P;P,, POP. P,, P, PO P, och OP; P, 0, såframt koordinat- 
systemet är sådant som ofvan antagits, de positiva omloppsriktningarna af sidotrianglarnas peri- 
. metrar i förhållande till nämnda normaler. 
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Vi tänka oss nu den gifna tetraedern genom en kontinuerlig vrid- 
ning kring origo öfverförd i ett sådant läge att kanten OP, faller utmed 
den positiva x-axeln och kanten OP, i xy-planet, på samma sida om 
x-axeln som den positiva. y-axeln. De punkter i hvilka P,, P,, P, härvid 
öfvergå må betecknas med P,', P,', P,' och deras koordinater med 


NEAL UPS ÖL Pads Yala 


I tetraederns nya läge har determinanten (2) öfvergått i 


EV x ' Cs! | 
(3) SLOPAS PAJ 0 UD a = Ci Yo 23. 
| 00 z3'i 


Då x,' och y.,' enligt vårt antagande äro positiva, har determinanten 
D(P,', P',Py) samma tecken som z;', och är således positiv om punkten 
P, ligger på samma sida om xy-planet som den positiva z-axeln, negativ 
om P;y' ligger på den motsatta sidan om xy-planet. I förra fallet utgör 
P;' P,' Py P,' ett positivt omlopp, i senare fallet ett negativt omlopp med 
afseende å den yttre normalen mot tetraederns sidoyta P,' P,P,', såsom 
man finner om man tänker sig koordinatsystemet vridet kring linien Py Py 
så att origo faller i planet P;'P,'P,', på samma sida om det ursprung- 
liga xy-planet som punkten Py. 

Omvändt sluta vi häraf att punkten P,' har det förra eller det se- 
nare af de ofvan angifna lägena och determinanten D(P/,,P,, Py) så- 
ledes är positiv eller negativ, allt efter som, i tetraederns ursprungliga 
läge, P,P.P;P, utgör ett positivt eller ett negativt omlopp med afseende 
å den yttre normalen mot sidoytan P,P,pPz. 

Enligt hvad tidigare visats är mätetalet för tetraederns volym lika 


med uttrycket : I D(P,,P,, P;)|. Då tetraedern hela tiden förblir kon- 


gruent med sig själf och dess mätetal således konstant, sluta vi häraf 
att | D(P,,P,, P;)| under vridningen bibehåller ett konstant värde a, och 
att således i hvarje ögonblick D(P,,P.,P;)=+t+ta. Men determinanten 
D(P,,P,,P;) är en kontinuerlig funktion af koordinaterna för punkterna 
P,,P,, P;, och då dessa under vridningen ändras kontinuerligt, kan värdet af 
D(P,, P.,, P,) icke plötsligt ändras från a till — a eller omvändt. Alltså 
bibehåller determinanten D(P,,P,,P;) under tetraederns vridning ett 
konstant värde, och dess begynnelsevärde (2) är följaktligen lika med 
dess slutvärde (3). 

Då denna slutsats sammanställes med den föregående, finner man 
att värdet af determinanten (2) är positivt eller negativt beroende på 
om P,P,P,P, utgör ett positivt eller ett negativt omlopp med afseende 
å den yttre normalen mot tetraederns sidoyta P,P,P,. I uttrycket (1) 
bör man således i förra fallet välja tecknet +, i senare fallet tecknet —. 


39 
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Vi gå till en tetraeder i allmänt läge i förhållande till koordinat- 
systemet. Dess hörnpunkter må vara P,,P,,P,,P, och dessas koordi- 
nater i ordning 25 


os Yo»sZos Vr» YrsZ1s C2sY2s225s H3z>r Y3>E3- 


Om P, väljes till origo för ett nytt koordinatsystem hvars axlar hafva 
samma riktningar som det gifna systemets, äro koordinaterna för punk- 
terna P,, P,, P; i det nya systemet 


Li Los Yi Yo»Zi— 2Z0> Co os Yo2 YogsZo2—- Z03 LX3— lWosx Y3 Yo» 23 Z0s 


och enligt vårt tidigare resultat är således 'mätetalet för tetraederns 
volym lika med uttrycket 


ViTlCo W2TXXO 3 — KO 
(4) TE Yr Yo Y2-Yo Ya Yo 
AA TARO IYRDSTTT ANN ABER ED 


där tecknet bestämmes såsom ofvan är sagdt. 

Den i detta uttryck ingående determinanten kan (jmf. satsen 7? 
s. 590) skrifvas såsom en summa af åtta determinanter, af hvilka emel- 
lertid fyra försvinna emedan de innehålla lika kolonner. De återstående 
determinanterna kunna sättas under formen 


RKO RA NaN ANA Ta BERN Ph 
Ya Yo Y3al TY Ys YolTl-Yr Ya Yo TD 
2, Zo 23 | 83 Z2 Zool 2, 238 20 ÄRE SA 


Med användande af beteckningen (2) kunna vi således skrifva uttrycket 
för tetraederns mätetal under formen 


1 
(4) Fö |D(Pö>P> P)+D(P, Pi, P)+D(P,, PP) +D(P, PP) Vb: 
Punkterna- P,, P,, P,, P,; Py, P,, Pi; Pi, Py och Poli, fb, följa 


på hvarandra i samma omloppsriktning med afseende å tetraederns mot- 
svarande sidotrianglars yttre normaler. Ar denna 


5 omloppsriktning den positiva, har man i uttryc- 
P ket (4)' att välja tecknet +, i motsatt fall teck- 
net —. 


För att förenkla den följande framställnin- 
gen förkorta vi ytterligare beteckningssättet. 
Om t är en godtycklig triangel i rymden, be- 
teckna vi med D, den determinant hvars kolonner 
i ordning innehålla koordinaterna för triangelns tre hörnpunkter, tagna i 
en bestämd omloppsriktning, hvilken vi angifva särskildt för hvarje gång. 
Vi kunna då formulera det ofvan erhållna resultatet på följande sätt: 


På P 
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Om t,,t.,lz,t, beteckna sidotrianglarna i en gifven tetraeder, är mäte- 
talet för dennas volym lika med uttrycket 


1 
SOOREDATD RDS 


där hvarje sidotriangels hörnpunkter äro tagna i den positiva omloppsrikt- 
ningen med afseende å tetraederns yttre normal. 


2. En hjälpsats. — Vi betrakta i xyz-rymden ett godtyckligt plan 
och i detta en polygon, 4, 4....4, , hvilken vi tänka oss på något sätt 


deladsörtnanslar, 5;yber.cyt För dessa bilda vi determinanterna 


js 
Di» Djpssse> D,, , 1 det vi taga hvarje triangels hörnpunkter i den om- 
loppsriktning i hvilken polygonens hörnpunkter A,,4:,...,4, följa på 


hvarandra. Vi skola visa att summan 

(5) D+ Ditt Di, 

kan bringas under formen 

(6) ; CAN VASSA) D (Aps Ag, Al) FED (AY An rv AG) 


och har således samma värde huru än den gifna polygonen delas i trianglar. 
Vi antaga först att polygonens plan icke är vinkelrätt mot xy-planet 
och att dess ekvation således kan skrifvas under formen 


br) zZ=ax+py+ty-. 


Om vi projiciera polygonen och dess deltrianglar t,,t,,...,t, på xy- 


planet, erhålla vi i detta plan en polygon som likaledes är delad i triang- 
MEESE AR AES SA fär: 
Om koordinaterna för hörnpunkterna A,,4,:,....4, i den gifna 


polygonen i ordning betecknas med 
Saklaa Sn; Ear Nar Sann SRA 


hafva de motsvarande hörnpunkterna Å,',4y',...,4,' i projektionspoly- 


gonen koordinaterna 
SAR a Manns sSRNs 


och vi kunna således af föregående not sluta att summan af mätetalen 
ÖrKOrlan OlarnAr lg lar, scr s ER är lika med 


& 5 


Ni MN 


Ea Es 


N2 N3 


SN 


al 
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där man har att välja tecknet + eller — allt efter som A,;'4A;'...4,' 4; 


utgör ett positivt eller ett negativt omlopp i xy-planet (jmf. s. 603). 

Vi betrakta nu den första termen i summan (9): OmTCEIETEE: 
äro hörnpunkterna i triangeln t,, tagna i den tidigare fastställda om- 
loppsriktningen, och om dessa punkters koordinater betecknas med 


Ci2 Y1221s C25sY2s2Z2s X3,Y3sZ33a 
är 
| 200 OR aa 
D, = D(P,, Pi, P;)= yr Y2 Yy3 
Pi Za Zs' 


Men enligt det gifna planets ekvation (7) är 


Z,=0X, Fyr ty, Z2=0XotPYs ty, Z3=0Xst bYys ty, 


och om vi i ofvanstående determinant från elementen i den tredje raden 
subtrahera den första radens element multiplicerade med w« och den andra 
radens element multiplicerade med 8, hvarvid determinantens värde icke 
förändras (jmf. s. 590—591), erhålles 


2 Co 3 

| f Ci La Co 3 C3 Wi 
D; EL 2 nd BR Sia | . 

| | Yr Ya Yy2 Y3 ys Yi 

NIE RA 


Uttrycket inom klammer är, enligt föregående not, lika med det dubbla 
mätetalet för ytan af triangeln t,', taget med positivt eller negativt tecken 
beroende på om denna triangels hörnpunkter (x,,yY1:), (£C2,Y2)> (XC3>Ys) 
följa på hvarandra i positiv eller negativ omloppsriktning, eller, hvilket 
är detsamma, om AVA,...A,'4,' utgör ett positivt eller ett negativt 
omlopp af projektionspolygonens perimeter. 

Liknande resultat erhållas för de öfriga termerna i summan (5), 
och vi finna således att denna summa är lika med produkten af 2y och 
summan af mätetalen för trianglarna t,',t,',...,t,', tagen med positivt 
eller negativt tecken beroende på om A,''A'...4A,'4,' utgör ett positivt 
eller ett negativt omlopp i xy-planet. 


Då denna slutsats sammanställes med den föregående, erhålles till 
resultat att summan (5), i hvilken omloppsriktning hörnpunkterna Ay', 


As',...,4,' 1 projektionspolygonen än följa på hvarandra, är lika med 
uttrycket 
| Er 52 E2 &3 ön Std 
(8) y 5 PR ; 
ENT YA UPREREN Nn Nå J 
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För termerna i summan (6) erhållas åter, genom "precis samma 
räkning som ofvan, likheterna 


ES: Ca NINNINGS AG PEssi6a 
fö OR AN ED i Ae ; la ; sdk 
| Ni Mal N2-118 NESEYT J 
: AT 3 
HV RER är ; fr | (8 
| HAR Har Na op J 


D(Ars An 1040) 7] 


E, Sar ön SN 
SE) 


Ni Nn—a Nar nl 
och då dessa likheter adderas, finner man att summan (6) jämväl är lika 
med uttrycket (38). Alltså hafva summorna (5) och (6) samma värde, 
PESTEN 

Om den gifna polygonens plan är vinkelrätt mot xy-planet, bevi- 
sar man satsen genom att projiciera figuren på ett annat koordinatplan. 

I det fall då den gifna polygonen är en triangel, T, kan det ofvan 
bevisade resultatet skrifvas under formen 


Da=D ar II äLEad 
hvarvid förutsättes att alla trianglars hörnpunkter genomlöpas i samma 
riktning. 


3. Bevis för fundamentalsatsen i läran om polyedrars volymer. 
Mätetalet för en polyeders volym uttryckt medels determinanter. — 
Vi betrakta nu en godtycklig polyeder och dela densamma på något sätt 
i tetraedrar. Vi vilja bevisa att summan af mätetalen för dessa tetraedrars 
volymer har samma värde huru än polyederns delning verkställts (jmf. s. 350). 

Tetraedrarnas sidotrianglar delas i allmänhet af närliggande tetraed- 
rars kanter i polygoner. En dylik polygon tillhör, om den utgör en del 
af polyederns yta, endast en af tetraedrarna, medan den i annat fall är 
gemensam för två närliggande tetraedrars ytor. Vi dela enhvar af ifråga- 
varande polygoner på något sätt i trianglar. 

T må vara en af tetraedrarna, t,,t,,t;,t, dess sidotrianglar och 


TE Tas de trianglar i hvilka dessa delats. Enligt n? 1 är mäte- 


Aa 
fe 
talet för volymen af denna tetraeder lika med 


I 
ö (D, +D,+ Dj + D;.) , 

förutsatt att hvarje sidotriangels hörnpunkter tagas i positiv omlopps- 
riktning i förhållande till tetraederns yttre normal. Men å andra sidan är 
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"D+ DEbD FD AEDATILTSERA 


om jämväl i enhvar af trianglarna t,,To,--.-, Få hörnpunkterna genom- 
löpas i positiv riktning med afseende å tetraederns yttre normal; ty en- 
ligt n? 2 är Di lika med summan af de termer i högra membrum som 
svara mot trianglar 7 hvilka utgöra delar af triangeln t,, D, lika med 
summan af de termer som svara mot trianglar hvilka innehållas i t,, 


0. s. v. Alltså kan mätetalet för volymen af tetraedern T skrifvas 


1 
(9) ä[Da+tDa+:+D,), 
och för de öfriga tetraedrarnas mätetal erhållas liknande uttryck, 
Låtom oss betrakta en triangel 7 som är gemensam för två när- 
liggande tetraedrars ytor. Om dess hörnpunkter betecknas med P,, P., P,, 
svarar mot densamma i uttrycket för den ena tetraederns mätetal ter- 


men DCP, ,P., P3), 1 uttrycket för den andra tetraederns mätetal ter- 


men DC ,P,,P.), ty då tetraedrarnas yttre normaler i en punkt af 


triangeln 7 hafva motsatta riktningar, är äfven den positiva omloppsrikt- 
ningen af denna triangels perimeter olika om triangeln räknas till den 
ena eller till den andra tetraedern. Men enligt (2) är D(P,,P;,P.) 
=-—- D(P,,P,, P;), och de två termer som svara mot triangeln r taga 
således ut hvarandra då vi bilda summan af tetraedrarnas mätetal. 

Vi sluta häraf att summan af alla tetraedrarnas mätetal är lika med 


10 1 
: ) AD 


där summationen är utsträckt öfver de trianglar, T', i hvilka den gifna 
polyederns sidopolygoner blifvit delade genom det ofvan angifna förfa- 
randet. I enhvar af dessa trianglar äro hörnpunkterna tagna i positiv 
omloppsriktning med afseende å den yttre normalen mot den af polye- 
derns sidoytor af hvilken triangeln utgör en del. 


A,,42,...,4, må vara hörnpunkterna i en af polyederns sido- 
polygoner, tagna i positiv omloppsriktning med afseende å den yttre 
normalen. Enligt n? 2 är summan af de termer i XY D.,, hvilka svara mot 


trianglar 7' som tillhöra ifrågavarande sidopolygon, lika med Te 
D(A,,43:; 43;) + D(A,,; 43, Ag) Fort DA(A), An — 40 Ada 


och vi finna således att summan af mätetalen för de betraktade tetraedrar- 
nas volymer kan skrifvas under formen 


1 
(10)' SVAD(A Arv AN FDA Ars AErE DAR AR 


615 


där summationen är utsträckt öfver polyederns samtliga sidopolygoner, och 
hörnpunkterna 1 enhvar af dessa polygoner äro tagna i positiv omloppsriktning 
med afseende å den yttre normalen. 

Uttrycket (10Y' beror endast af koordinaterna för polyederns. hörn- 
punkter, och summan af tetraedrarnas mätetal erhåller således samma 
värde huru än polyederns delning i tetraedrar verkställes. Vår sats är 
härmed bevisad. 


Rättelser. 


Sidan 67, rad 14 uppifrån, bör stå n» = 2 i stället för n=1. 

Sidan 67, rad 10 nedifrån, bör stå n=3 1 stället för n= 2. 

Sidan 199 bör den Sist formeln lyda lim (u, —v,)=0. 

Sidan 210 har i högra membrum af fe andra formeln rotens index p 
fallit bort. Högra membrum af den sista formeln på samma sida 
bör lyda (mt Fe | 

Sidan 406 bör ekvationen (30) lyda 


d dn d” a 
F(2,y, 2, ÄR 2)=0 
(hö BA TA BE dx 


och den sista ekvationen 
EF (ax, Y 05 )5;Y (SJ (0) YE 
Sidan 459, rad 6 nedifrån, bör inom parentesen stå 
f (a L2h) + flu Ah) ni flag 
i stället för 
f (a+2h)+fla+4h) +: +f0). 


Sidan 539, rad 12 nedifrån, bör stå k, — u=mn i stället för k — u=mn. 
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